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= Instituto Técnico de la Construccidn y del Cemento =

" 457 = 3 = 1 EL PROBLEMA DE LAS ESTRUCTURAS HIPERESTATICAS .-

Pors A, Péez., Ingeniero de Caminos,

S I N o P S I S

En este articulo, se describen, de un modo general, -
los problemas a que d& lugar el cdlculo de los entramados hiper
estdticos de hormigdn pretensado, haciéndose, al mismo tiempo -
una breve sintesis acerca de las ventajas e inconvenientes que
estos tipos de estructuras presentan en comparacién con las isog
tdticas pretensadas.

Es evidente que la principal economia que se puede ob
tener en un proyecto, nace siempre del acierto con que se ha es

cogido la solucién adoptada. La experiencia, y sobre todo, la

" intuicién constructiva del proyectista, juegan en esta primera

fase un papel fundamental.

Unas veces la clave del éxito radica en la légilca or-
denacidén de las condiciones funcionales que debe satisfacer la
obra, Otras, la bondad de la solucidn estriba en el acierto con
que se ha sabido compaginar el mecanismo resistente y el propio

proceso constructivo,

polamente en contados casos, puede aventurarse una -

orientacién de tipo general, a causa de las distintas variantes
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que, en torno a ella, pueden convenir a las circunstancias con
cretas de que se trate, Un terreno cuya naturaleza hace pre -
ver agientos en la cimentacidén, suele obligar, casi siempre, a

la adopcidén de estructuras isosidticas, al menos exteriormente.

Por el g¢ontrario, cuando la base sobre la cual ha de
descansar la obra, sea lo suficientemente firme para despreciar
toda diferencia de corrimientos verticales en sus pilas o sopor
tes, las estructuras hiperestdticas presentardn aungque no siem—

pre, notables ventajas sobre lasg isostédticas,

.

Por un lado, lasg leyes de momentos gue en ajuellas se
obtienen, suelen distribuirse m2jor que en las dltimas reducien
do log valores,mdirimos con una paralela economfa de material, -
Por otra parte, la supresifn de juntas o articulaciones, puntos
débiles en la técnica del hormigén armado, supone una notable -

simplificacidn del proceso constructivo.

Cuando se trata de grandes luces, las vigas Gerber -

consiguen una reduccidn en lag 8reag de momentos y una compensa,

. c¢ién de esfuerzos que. en ocasiones, adquieren un paﬁel funda -
mental, Ias articulaciones que es necegario introducir presen-—
tan la ventaja de suprimir los secundarios de retraccién y varia

ciones termohigrométricas a cambio de la complicacidén construc~
tiva que aquellag smpohen y de la fuerie concentracidén de esfuer

fets! qﬁe aparecen en el apoyo dol tramo isostdtico central sobre

la mersula,

Tal vez la principal ventaja que las estructuras hiper
~estlticas presontan sobre las isostdticas la constituye su in-
dudable supremacia on lo que a la seguridad del conjunto se, re-

fiere., El fallo o la rotura de un tramo en uns viga Gerber, pue
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de condycir a la ruina total de la obra como consecuencia del
deseguilibrio causado; La acecidn local de una intensa sobre-
carga, o la existencia de un inadvertido defecto en una redu-
cida zona de la estructura, pueden ser fécilmente diluifdos en

un entramado hiperestdtico mediante una automdtica redistribu
cién de esfuerzos,

4

Una burbuja, una sopladura en el interior de una de
las dos barras que constituyen la armadura de una viga simple
mente apoyada, reduce pricticamente a la mitad la capacidad -
resistente de tal pieza., FEl mismo defectd en la seccidn de ~
empotramiento de una viga hiperestédtica, conduciria a una pre
matura entrada del acero en el escalén de fluencia, & unos gi
ros elementales muy superiores a los previstos y, en consecuen
cia a la virtual formacidn de una rdétula pléstica en donde se

estimaba existia un empotramiento.

Con todo la pieza podria subsistir. Adn en el caso,
mucho m&s improbable, de que ambas barras tuviesen idéntico dg
fecto, la pieza, en lugar de romperse inmediatamente, como lo
harfa la isostdtica, funcionaria como empotrada en un lado y -
apoyada en el otro, y es evidente, que aun en tan desfavorable
hipétesis, su capacidad de resistencia estd lejos de estar in-

" mediatamente agotada., Ias secciones no afectadas por aguel deg
fecto, corren a prester su ayuda a la débil, en un régimen de

estrecha y fraternal cooperacidn,

Esa meyor fragilidad de las estructuras isostdticecu,
debilidad que se acusa al exterior en la dura estrangulacidn -

de las articulaciones o en la falta de continuidad de sus juan
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tas, ha sido, tal vez, la causa de que el nmimero de estruotu
ras de este tipo, construidas en hormigén armado, sea en pro-
porcién, inferior al de entramados hipefest&ticos que lucen =
por todas partes su ortogonal malla o el reposado y tranguilo

perfil de sus limpios arcos.

Si ahora, a rengldn seguido, y sin pararge a pensar
en el cambio operado, sobrc su mecanigmo funcional, sc oxami-
na una coleeccién dc obras protonsadas, causa oxtrafieza la acon
tuada prefercncia que osta moderna téonica gicente por las csa-
tructuras isostdticas. Sc diria que sionte miedodel monolitiz
mo y de la continuidads clla quc ostenta con orgulle sus posi-
bilidades dc onlazar clomentos y onsamblar dovelas sin més vin
culo de unidén cntre unos y otros quc la poderosa compresidn -

ejercida por la armadura prctese.,

Puestos a buscar las ragones de este cambio de oricn

" ¥acidn , pucden encontrarsc pidpidamonte dos causas, La primoe=
ra consiste en los numersos cambios de orientacidn que sufren

los cables o hilos, los cuales deben ir pasando de una cara a
la opuesta conforme cambian de signo los momentos, ILa segunda

lo constituye la ccaccidn que ejercen, con su rigidez, las pig

zas enlagadas al terreno.

.

Indudablemente, tanto uno como otreo obstéculo puede
salvarse con relativa facilidad. Con el fin de mantener los cu
bles o hilos rectos, se acostumbra, siempre que puede hacocrsog
a curvar el intradds y el trasdds de 1as.piezas de tal modo n.v

la descada oxcentricidad de la armadure so aleance por trasla .
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cién de la directriz respecto a la linea basicéntrica de ios
cables, Cuando por el contrario, el trasdds de la pieza ha
de coincidir con una recta preestablecida, no queda méds solu.
cién que embutir los cables o grupos de alambres dentro de =
unos conductos cspeciales, suavizéndosc los codos en la moedi
dasposible y lubricando los puntos de mayor curvatura a fin
de reducir la pérdida de tonsién de la armadura, a lo largo
de su trazado,por rozamiento del cable con su vaina, en el
momento en que aguel desliza sobre ésta a causa del alarga -

miento introducido durante su pucsta en carga.

Si las piczas que se pretensan segin una dircccidn
horizontal, estuvicson prigida o oclédsticamentc enlazadas al -
terreno a través do soportes, pilas o ostribos, el libre acor,
tamiento que oxperimontarian bajo la accidén de la compresidn
axilmente introducida, sc veria coartado por la rigidez de di
chos clementos. Si cstos son poco deformables, sc precisa -
disponer unos aparatos de apoyo méviles, quo permitan el cita
do acortemionto sin deformacidn de las piczas unidas, sl torre
no. Tal es ol caso do apoyos sobre pilas o estribos, trans -
forméndose los dintoles de los pérticos on simples vigas con-

tinuas,

5i la sustontacidén sc recaliza a través de soportes
verticales o inclinados, sc articulan estos en la base y en
la coronacidn, pasando a funcionar como altas bielas destina
das a permitir los corrimicntos horizontales de las wvigas quc

uncn sus cabeczas,

El depbsito de apua de Orlcans, (Francia)conetitu—

ye un ejemple tipico de este caso, Todo e. .:cipiente, de -
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planta rectangular, sc apoya en un conjunto de soportes doblcucn
te articulados a modo' de biela con ¢l objeto dec no oponcrsc a -
las deformacionecs impucstas por cl pretensado ejercido secgun dos
dirccciones 6rtbgonalcs. Solamentb un castillete central sc mqg
tiene indeformablc con ¢l fin de dotar al conjunto de la nccesa—

ria ostabilidad y rosistoncia al empuje horizontal del viento.

Con cualquicra de las dos soluciones, apoyos méviles
o articulacioncs, la construceién so complica on alto grado, dis
minuyéndose, on virtud de dichos dispositivos, ol grado de hipce
cstatismo dol conjunto, incapaz de alcangar.cl monolitismo do las

cstructuras armadas.

Tal voz cn ol futuro, cuando sca posible controlar y -~
conducir los comentos cxpansivos de un modo satisfactorio, podré
pensarsc on proycctar cstructuras hiporcstdticas dc hormigén pro
tensado dol mismo orden de indcterminacidn estédtica que las més
monoliticas dc hormigdén armado, IMicntras tanto serd preciso con

formarsc con ¢l prcicnsado do vigas continuas como la més alta -

cxpresién del grado de hipercstatismo alcanzable,

St b Bt bt bt et

8i; de un modo general, el célculo de una cstructura
hipercstética cos bastantc mds penoso quo ol de una isostética,
cn el hormigdn pretensado ¢l célculo de las primceras supcpa oOn
dlaboriogidad al dec una cstructura de igual grado dc hipcresta-

tismo cn hormigbn armado.

La razdn do oste nucvo incremento en ¢l mimero de -

las opcracionocs a ofcctuar sc dche a la ncocesidad dc calcular
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los nuevos esfuer.os hiperestdiicos gue aparecen como Pecunda—
rios al poner en carga la armadura. Estos esfuerzos, dependen
de las distintas excentricidades de la linea baricéntrica de -
las armaduras a lo largo de la directriz, funcién "afpriori"'-

desconocida por estar vinculada a la ley de momentos definitiva.

Sea MM, (¢) el momento flector que la mis desfavora-
ble hipétgsis de sobrecarga produce en la seccidn cofiespondiqg
te al punto Q de la directriz, y sea M ( ¢ ) el momento =~
creado ‘en dicha seccién por la sola intervencién de los esfuer

zos de pretensado,

Siendo M ( (¢ ) una funcién dependiente de la ley de
espesores y anchos dec las distintas piezas que componen la es—
tructura, facilmente se comprende que cualquier variacién on --
el canto de una sola pieza, o©s motivo suficiente pare alterar
la loy M, ((¢) do momentos flectores do toda la estructura. -
El método para calcular un ontramado hiperestético se basa on
el rudimentario procodimicnto do comprobar los momentos resul
tantos on una cstructura cuyas piezas sc han dimensionado "a
priori", El nﬁﬁoro de ‘tantcos nccesarxbs hasta consecguir un -
satisfactorio ajustc do tensionos, dcpendo do la habilidad y

expericneia decl calculista.

Lo mismo ccurrc con la ley dc momontos Mﬁ((ﬁ ). Cual

. quior modificacidén con la loy do oxcentricidades, subonc una =
transformacién dec la lcy Mﬁ euya impdrtancia depende dc la mag-

nitud dc aquolla. Todo inEercnto on ¢l csfucrzo dc pretonsa-—
do introducido, inducc a ur proporcional aumonto cn la magnitud

de los sccundarios pcs 81 crcados.
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Puesto que el momento total que solicita una seccidn
ggnérica @ es M% = ME + Mﬁ, se comprende que si la determi
nacién de espesores mediante sucesivas tanteos, a partir del -
momento My es de por si penosa en las estructuras no pretensa-
das; la nueva variable Mp con su adicional indeterminacidn, au

menta enormemente la complejidad del problema.

Es cierto que, para cada tipo de estructuras, existe
una femilia de trayectorias de armaduras, llamadas auto-estéti
cas Que gozan de la propiedad de no producir esfuerzos secunds
rios de ninguna clase., Si los hilos o cables se disponen se -
gin una de esas curvas, determinables a "priori', los momentos
Mt definitivos coinciden, por hipétesis con los My correspon -
dientes a una estructura hiperéstética gens jante y no pretensa

da, sometide a iguales sistemas de fuerzas exteriores.

A la vista de la distribucién de momentos My = My ob
tenidos, pueden dimensionarse las armaduras en las distintas -
secciones criticaes. PFinalmente, ajustando el trazado de los -
alambres en las restantes sccciones al mds oouveniente'pérfil
auto-cstdtico, me obtiene una solucidn posible del problema ya
que, bajo estas Wltimas condiciones no se introduce modif ica-

cién alguns en log momentos definitivos.

Bvidentemcnte, la solucidn, anterior constituye una
buena simplificacidn para ¢l cdlculo, cuyo desarrollo viene a
alcanzar asgi, la misma oxtonsién quc en los entramados hiper—
cstdticos no pretensados. El proyectista puede escoger cual-—
guier trazado auto-estdtico, e incluso determinar la magnitud
dol esfuerzo de prccompresién con la scguridad de que, dispo-

nicndo los cables segin una de aquella curvas, la ley de mo -
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mentos definitivos no se altera al poner en carga la armadura.

Ista libertad de movimientos permite dimensionar la
armadura con una relativa comodidad, ajustiandola a las condi-

ciones exigidas en cada seccidn, por los momerntos extremos que

.. la solicitan. El problema es muy semejante al de los entramados

hiperestdticos de hormigdn armado en los que el nimero- 'y didme-
tro de barras necesarias, vienen definidos en funcidémde las -
preestablecidas dimensiones geométricas de cada seccidn y de -

los momentos flectores que sobre ellas actuan.

Con ser grandes las ventajas que el calculista obtie
ne a partir de esta hipétesis simplificativa, la‘ solucién de -
ella deducida no goza de la propiedad de ser la 6ptima, Pare—
ce 1l6gico preferir una distribucidén de armaduras tal que, no -
solo los esfuerzos por ella creados se limiten a comprimir de
un modo conveniente las secciones, sino que, de rechazo, los -
sec indarios hiperesvdticos introducidos por su puesta en carga,
reduzcan lo mids posiblo los momentos méximos My. No existe, -
evidentemente, la razén alguna, que permita suponer que la so- Be
lucién 6ptima, ¢s decir, aquella que conduce a un minimo peso
de armadura, corresponda a una de las curvas gue sc han dado =

en llamar auto--cstiditicas.

Estos trazados que, como ya se ha dicho, se definen
por la propicdad de anular las roaccioncs hiperestéticas creca

das por ol pretensacdo, constituyen una primera aproximacidn,

Un primor tantco a basco de tal supuesto, conduce & un conoci-—

‘mionto, relativamentc rdpido de los momentos flectores. Una vez

que la ley de cspesores de las distintas piezas sc haya ajusta

> .
do, pucde calcularsc 2a armadura auto-cstatica por un mé -

- e

Documento descargado de www.e-ache.com el 24/06/2026



Documento descargado de www.e-ache.com el 24/06/2026



- 10 »

todo semejante al seguido en las piezas isostéticas.

La solucidén definitiva no corresponderd a la deduci-
da en esta primera aproximacidén, pero salvo en casos excepcio-—
nales, solo queda variar ligeramente la posicidn de los codos
de las armaduras, con el fin de conseguir una reduccidn de los
momentos totales Mf, mediante la incorporacidén de los momentos
hiperestédticos secundarios Mﬁ que, ahora, aparecen al separar-—

se el cable de un trazado auto-estético.

Bl procedimiento no constituye, precisamente, un de-—
chado de sencillez, ILa poca experiencia que se posee, dado el
reducido mimero de estructuras que existen de este tipo, hace

alin més penosa la segunda serie de tanteos.

Adn asi el problema no estéd resuelto, Las cargas in
troduc idas, actuando permanentemente sobre el hormigén y el -
acero, hacen que tanto uno como otro meterial, sufran iumportan
tes deformaciones lentas, Como consecuencia, el estado de ten
8idn interno, aln en la quimérica hipStesis de que se manten-
gan constantes las sobrecargas exteriores, sufre una continua

evolucidn a medida que transcurre el tiempo,

.

En ese constante fluir del hormigén y del acero, los
esfuerzos iniciales introducidos por la accidén del pretensado,
van reduciéndose con variable incrmenbo, duddndose, en el mo -
mento actual, que tiendan hacia un valor de estabilizacidén co-

mo primitivamente habian admitido la mayoria de los autores.,

Los ensayos llevados a cabo sobre probetas de hormi
gén, algunas de las cuales cuentan ya con mis de 15 ailos de -

ininterrumpida observacidn, acusan una cierta tendencia a la
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estabilizacidn de las deformeciones lentas bajo cargas manteni-
das, Por el contrario los estudios cristalogrdficos y los ensa
yos acelerados sobre probetas de acero especial a altas tempera-
turas, justifican y registran la presencia de un periodo en el -
cual las deformaciones lentas son directamente proporcionales al

tiempo.

Facilmente se comprende la gravedad de este importante
extremo, Desgraciadamente, el estado actual de la técnica no -
permite,estabiecer una dudosa correlacién entre temperaturas y &
tiempos, y asi no existe posibilidad de aventurar un célculo de--
dicado a estimar, siguiera de un modo aproximado, el plazo limi-
te a partir del cual, un acero especial, cargado a una tensién -
constante determinada, se interna en ese peligroso periodo cuasi
viscoso, preludio de una inexorable rotura en un intervalo de po

cos afiog,

En todo caso, la teoria y la expefiencia han servido -
por lo menos, para demostrar la invalidez de la extrapolacién -
en los ensayos sobre fluencia de aceros., El caracter marcadamen
te logaritmico de los diagramas deformaciones-tiempos a corto -
plazo, solo sirve de innecesaria justificacién a la existencia de
un primer periodo transitorio, totalmente independiente de otro
posterior pseudo~-newtoneano, cuya iniciacién, amplitud y desarro

.1lo, oscuras funciones tanto de la magnitud del esfuerzo a que -
se haya sometido cl material como de la composicidn y procesb me
taldrgico del acero en cuestidn, permanemen ocultas bajo ¢l com-

plejo mecanismo reolégico del conglomerado cristalino.

El proyecctista, perplejo ante cl tupido caos dc tan -

confusos fendmenos, solo puede arriesgar unos valores medios
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con Justificada desconfianza, proyectar unos anclajes visita-~
bles y aptos no solo para corregir las imprevisibles pérdidas’
de tensién, sino también para permitir la reposicibén de aque=
llas armaduras cuyo comportamiento ofrezca serias dudas acer—

ca de su viscoso régimen de trabajo.

Adoptando estas precauciones, 7 aventurando un valor
medio para la pérdida de tensibén de la armadura, correspondien
te a un intervalo de unos cuantos allos, pueden wvolverse a cal-
cular los nuevos momentos (Mb) por directa proporcionalidad -

;: entre tensiones inicial y final., Bajo el nuevo régimen de pre
compresiones la estructura deberd estar Tacultada pare resis -
tir la accidén de las cargas exteriores cn las condiciones de se

guridad preestablecidas,

Aunque, de hecho, csta segunda comprobacidén se reali-~
ce con relativa rapidez, obliga, algunas veces, a introducir de
terminadas correcciones en el dimensionamiento inicialmente pre

vigtoe

Herram e e aemtrmatns

La seguricad de los entramados hiperestdtisos, atin
cuando aparece implicitamerte ligade al grado de indetermina-
cién estdtica, suecle ser siempre superior a la de las estruc—
turas isostdticas, Los posibles asientos de la cimentacidn y
la extensa :ama de imprevisibles defectos que se pueden desli
zar durante la ejecucidén Ge la obra, con sus distintas carac—
teristicas, impide formular una concreta valoracién de este --

incremento de seguridad a favor de los entramados monoliticos,
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Frente a esta apreciable ventaja, las estructuras
isostdticas ofrecen, con sus cables de més simple trazado,-
una menor posibilidad de pérdidas por rozamiento a causa de
las maniobras de tesado, Las hipefestéticas gon muy sensi-
bles a cualquier fefecto o error en la colocacidn de los cg
bles, Las piezas isostdticas no suelen exigir alambres de
distintas longitudes y la puesta en carga de la armadura pue
de realizarse en el orden ﬁds conveniente desde un punto de

vista constructivo.

La experiencia, una vez mds, es la encargada de -
sancionar este incipiente pleito entre las estructuras hiper
estdticas pretensadas y sus gemelas las isostéticas, ILa -
fase actual, constituye un periodo de verdadera experimenta
cidn, y los resultados, que ain no se perfilan, serdn la més
firme prueba documental de un sumario cuyo fallo, ain parece

tardard largos alios en pronunciarse,

%*

Documento descargado de www.e-ache.com el 24/06/2026



Documento descargado de www.e-ache.com el 24/06/2026



14 ~ Instituto Téonico de la Construccidén y del Cemento -

457 = 3 = 2 ESTUDIO TEORICO DE LAS ESTRUCTURAS HIPERESTATICAS

DE . HORMIGON PRETZINSADO

(A theoretical treatment of continuity in prestressled concrete)
"SYMPOSIUM N¢ 7 de la S,T.U.P." Septiembre, 1951

AUTOR: Y. Guyon »

e s bt g e B

SINOPSTIS

En el presgente articulo (cuya II perte se publicard
en el préximo mimero), se estudia el trazado que ha de darse a
las armacuras de las sstructuras de hormigdn pretensaco estéﬁi
camente indeterminadas.

En su primer parte, se considera una viga en la cual
los Unices esfuerzos aplicados son los originados por el preten
sado y se deducen lag condiciones que, en tales circunstancias,
debe cumplir la armadura, con el fin de que, al pretensar, no -
se originon reacciones adicionales en los apoyos.

A continuacidn, se estudian los efectos a que da lu -~
gar la superposicidn de las cargas exteriores y en la tercera -
parte, se indican algunos métodos para determinar las llamadas
trayectorias autoesidticas de los cables, que son agquellas que
satisfacen la condicidén antes mencionace de no producir momen -
tos adiclonales,

Seguidamente, se aplice este método al estudio de es~
tructuras mds complejas y se examina con especial detalle el ca
so de pdrticos,

Finalmente, se oxponc la {décnice a seguir para la pueg
ta en carga de la armadura, por medio de gatos, de tal forma que
los efcctos producidos sobre la cstructura scan precisamente los
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indicados por el cdlculo y se hace notar la dificultad que se
presenta, como consecuencia de las deformaciones lentas, etc.,
para mantener, a lo largo del tiempo, las tensiones adecuadas,

I PARTE

Al dratar de construir una estructurs hiperestética, ;2
sea pretensada o no, se presgenta siempre grandgs dificultades, -
tanto desde ol punto de vista tedrico como desde el punto de vig
ta prdctico, DPero estas dificultades se duplican en el caso de
las estructuras pretensadas pues a las complicaciones originades
por la accidn de las solicitaciones exteriores, vienen a sumarse °
lag ecreadas por el propio esfuerzo de pretensado, Tosg inconve
nientes, se prezentan no sb6lo en el cédlculo y al disponer los -
digtintos elementos, sino en la construccidn del conjunto cde la

egtructura.

Le-- Tosg efectos del pretensado.-~ Caso particula. .3

vigas continuas .-

a4 -

Congicderése, primeramente, el efeccto producido por el
sélo esiusrzo del pretonsado, como si fuera ésta la Unica soli-
citacidén oue actla sobre la cstructura., BEste estado de preten-—
sado puro, podrd o no, ser posible en la practica pero, en teo--
ria, pucie ser estudiado aisladamente, superponidndole despuds
los efectos causados por la aplicacién de las cargas oxteriorcs,
de tal forma que sc cumplan las distintas condiciones de estabi

lidad bajo los difcrentes estados do carga.

Documento descargado de www.e-ache.com el 24/06/2026



Documento descargado de www.e-ache.com el 24/06/2026



a2 N

w L6 wa

En una estructura internamente pretensada, bajo la
sola accién de los esfuerzos de pretensado y suponiendo que
éstos constituyen por si mismos un sistema en equilibrio, las
reacciones en los apoyos serdn nulas si la estructura es estd
ticamente determinadas pero si no lo es, dejarén de ser ceyo
pues los distintos elementos no podrédn ya deformarse libremen
te, Un sencillo ejemplo servird para aclarar esta clesgtidn,
Sea una viga continua de dos tramos de luces iguales (fig. 1)
pretensada mediante un cable colocado en las proximidades de
su borde inferior y paralelo a su eje horizontal longitiudinal,
Si se suprime el apoyo central, la viga se hace estéticamente
determinada y las reacciones en log apoyos gque se mantiencen, -
se anulan. La linea de presiones coincide con el trazado del

cable,

Como la presidn en el borde infericor de la viga es
meyor que cn el borde superior, la picza tomard la forma de un
arco circular, dejando de apoyarse en el soportc ceantral, BSi
se quierc volver a llevarla a su posicidn primitiva, serd no-
cesario cjercer sobre dicha seccidén central un esfucerzo verti
cal do magnitud R. La rcaccidén del apoyo central, por consi-
guicento, deberd. scr -R y, por lo tanto, las de los apoyos cx-—
tremos valdrén + & , en cada uno do cllos. Es decin, que las
rcacciones no sor%n ya nulas y la linca de presiones, on con~
sccuencia, dejard de coincidir con ¢l cablec para tomar, on ca
da tramo, la dircccidn dc le resultante de los esfucrzos do -

pretensado F y de la rcaccidn + %-.

Estc comportamionto mecdnico cs fédcilmente gonera--
lizablc a los distintos tipos dec cstructuras y cn todos cllos
ocurrird que, como cn ol cjomple antes mencionado, las rcaccio

nes hiperestédticas dobidas al protensado, formardn un sistoma
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en equilibrio, cuyo efecto vendrd a superponerse al de los es-
fuerzos de pretensado que, por su parte, constituyen por si -

mismos otro sistema en equilibrio.

Debe hacerse notar que, en el citado ejemplo, el re-
sultado serd el mismo tanto si el pretensado se ejerce por me-
dio de cables, como si se realiza mediante gatos apoyados sobre
estribos extremos. Posteriormente, se volverd .gobre esta cues—
tién, pero por el momento se considerard exclugivamente el caso

de vigas pretensadas por cables,

Se admite también la hip6tesis de que existe un sélo
cable que se considera obtenido sustituyendo el conjunto de alam
bres de la armadura por su resultante, de tal forma que la fen-
sién de este cable pueda variar de una seccidén a otra a causa -

de la aplicacidén de nuevos esfuerzos adicionales de pretensado.

En definitiva, en toda estructura, existirdn dos sis-
temas distintos,; cada uno de ellos en equilibrio: el cable y el

hormigén, los cuales reaccionarédn uno sobre otro.

Bl hormigén estd sujeto a la accidn de las siguientes
fuerzas:
19 ,~ Las fuerzas ejercidas por los anclajes del c~'lc
(Fuerzas F).
29,~ Las fuerzas ejercidas por la deformacidn de la -
pieza o la curvatura del cable, en el momento de

su puesta en carga (Fuerzas b).

3e,- Las reacciones originadas por el pretensado sobre
los apoyos (Fuerzas R) y gue constituyen, por si

mismas, un sistema en equilibrio,
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El cable a su vesz, esté sometido a los.esfuerzoé que
sobre él ejerce el hormigdn y que son iguales y opuestos a las
fuerzas mencionadas anteriormente en los apartados lb‘y 29, =
(Fuerzas ~F, ejercidas por los anclajes y ~b producidas por el
hormigén como consecuencia de la flexidén de la pieza o curvatu
ra del cable). Sobre 61 no actuan en cambio, las fuerzas del -
apartado 39,

Como quiera que el cable em flexible, la resultante’
de las fuerzas que sobre él se ejercen, en cada punto, deberd
ser tangencial a la trayectoria de la armadura. Asi, la linea
de accién de las fuerzas -~F y ~b (y, por consiguiente, la de -
sus opuestas + F y +b que actuan sobre el hormigén) coincidiré
con el trazado del cable. Sin embargo, como el hormigdn estéd -
también sometido a las fuerzas R, los momentos prodﬁoidos por
estas fuerzas sobre la viga, modificardn el punto de aplica -

cién de la resultante de los esfuerzos aplicados en cada sec—

rcidn;

Si las reacciones R no producen compresién (caso de
una viga continua horizontal, apoyada sobre rodillos) el es ~
fuerzo normal serd constantc a lo largo de la viga. Si se des—
precia el rozamicnto del cable, y la inclinacién de éste ToS
pecto al eje de la viga es suficientemente pequefia para poder.
sustituir ol esfuerzo de protonsado, tangzente a la trayectoria
del alambre, por su proycccidn sobre el eje &e la viga, enton;M
ces cl esfuerzo normal serd Fy o sea, la suma de las fuerzas -
cjercidas por los anclajes del cable a la izquierda de la seo=

¢cidn consideradas.
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Si M es el momento producido por las reacciones R -

(rig., 3), este momento provocaréd en la seccién una translacién
'

"u" de la linea de accién de la fuerza F, con relacién.a la =~

trayectoria del cable, de tal forma que se verifiques

F.u =.M uB‘]ﬁl{'
En el caso de vigas simplemente apoyadas, las reaccio
nes R son nulas y por lo tanto "M' y "u" también lo serén y la

linea de presiones coincidird con el cable.

Pero si la viga es hiperestética las reacciones R, en
gen ral, no son nulas y, por consiguiente, la linea de presic.ies
no coincide con la citada trayectoria, existiendo entre una y -
otra, en cada seccién, una distancia igual a "u" (Fig. 3). Pa-
da que ambas lineas se superpongan, serd necesario encontrar un
trazado para la armadura tal que haga que las reacciones R sean
nulas, A las trayectorias que satisfacen esta condicidn, se les
denomina "auto~estdticas”. Su determinacién constituye uno de -
los problemas fundamentales en el estudio de las estructuras hi-

perestéticas, de hormigdn pretensado;

Siempre gue la disposibién de la armadura no se ajus—
te. a una de estas . trayectorias "auto-estdticas”, el pretensado
originard mnas reacciones que reciben el nombre de "reacciones
hiperestédticas debidas al pretensado" o mis simplemente "reac -

ciones debidas al pretensado’,

Es evidente que en el caso que sc acaba de considerar
(Fig. 3) la diferencia entre la linea de presiones y la trayec~
toria del cable, en cada seccién es una funcién lineal de la abs

cisa medida a partir de uno de los apoyos (por ejemplo, el izquier
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do) de cada tramo. Efectivamente; las reacciones debidas al -
pretensado, aparecen Unicamente aplicadas en los apoyos,, Por
tanto, el momento M serd umafuncién lineal de la abscisa, y en

consecuencia, también lo seréd la distancia "u",

La linea efectiva de presiones, en cada tramo, ge ob
tendrd, por consiguiente, sumando a la ordenada del cable, la
correspondiente opdenada de una determinada linea recta, Asi,
la linea de presiones tendrd la misma curvatura que el cable,
teniendo en cuenta que, como las trayectorias que se consideran
son casi rectas, su curvatura viene dada por la derivada segun~—
da de la ordenada, y las funciones "y" (ordenada del cable) y -
"y + A + By " (ordenada de la linea de presiones, siendo A y B

constantes) tienen la misma derivada segunda respecto a ¥ .

En virtud de cuanto antecede, la linea de presiones -
quedaréd completamente definida en cuanto se conozcan sus ordena
das en las secciones correspondientes a los apoyos, 6, de un mo
do mé&s general, en las secciones extremas de cada tramo, En =
consecuencia, si se copocen los momentos M crcados en las seccio
nes de los apoyos por las recacciones debidas al pretensado, se -~
podrd conocer también la megnitud de la distancia u = %ﬂ’;. 0, 1lo ~
que vienc a sér igual, si se conocen los momentos M! originados
en las sccciones de apoyo por la combinacidén de los cesfuerzos de
bidos al pretensado (fuerzas F y b) y las rcacciones hiperestéti
cas, se podrd calcular también la excentricidad e=—%L regpecto -
al centro de gravcdad, en las secciones corrcspondientesia los -

apoyos .

Bsto célculo no ofrece dificultad y puede ser recaliza-
do por los métodos corrientes (por cjemplo, aplicando el teorcma
de los tres momentos), ya que ge conoce la resultantc del sisto-

ma F+b, cn magnitud y posicidn, (y, por lo tanto, su momonto). -
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Dicha resultante, coincide con el cable., Si "y" y "z" son las
ordenadas del ocable y el eje neutro, respectivamente, con rela,
cién a un origen comin (la cuerda del cje neutro, por ejemplo),
el momento producido por las fuerzas (F+b),serd igual a F (y+z)
(Fig. 4). Este momento seria el que actuaria en cada seccidn,
si se considerase cada tramo como independiente y simplemente
apoyado en sus cxtremos. El teorema de los tres momentos, o =
cualquier otro m&todo cquivalente, pormitird entonces, por con
giguiente, calcular los momentos M' quc actuan sobre los apoyos

de la viga continua,

Pero existen ademis otros métodos de cédlculo mds di -
rectos, fundados en ciertas propiedades que, analiticemente, han

gsido demostradss de un modo satisfactorio.

lLag rcacciones hiperestédticas de pretensado (Fuerzas
R) son producidas por las fuerzas "F" y "b¥ que actuan sobre -
la viga (es decir, las de los anclajes y las originadas por la
curvatura del cable). Inversemente, el cable se encuentra es-
tirado en virtud de las fuersas iguales y opuestas a las men -
cionadas (~F y ~b), pucdiendo éstas ser sustituidas por un sis-
tema equivaelenteé, en equ.librio, que actuard sobre un cable ocu
yo tpazado es conocido. Como guiera cue en el momento de la -
puesﬁa en cargae de la armadura, el hormigén que la rodea se egn
cuentra ya fraguado, el cable no puede modificar su trazado, -
quedando, por consiguiente, sometido a la accidn de las reaccip
neg producidas en el hormizén (fuerzas-b) de tal forma que la -
trayectoria que, adopta el cable es el poligono funicular de di-
chas reacciones. Como consccucncia de lag conocidas propieda -

des de los poligonos funiculares, estas reacciones se distribui
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rén de tal forma gue su magnitud en cada punto sea —q = -rF
por unidad de longitud, siendo r el radio de curvatura del -
cable, 9Si el rozamiento de éste en su vaina, puede conside-
rarse como despreciable, las fuerzas -q serdn normales al oca-
ble.

Lo anteriormente expuesto se verifica aun cuanda la
trayectoria de la armadura no sea una curva continua.’ En los
puntos de discontinuidad, el radio de curvatura se hace cero
y entonces, para una longitud infinitesimal el valor de "q" ~
resulta infinito. Esto significa que, en este caso, el hormi
gbn ejercerd sobre el cable una reaccién concentrada -Qy cuya
direccidén serd la bisectriz del &ngulo formado por las dos ra
mas del alambre que se encuentran en el punto de discontinui-
dad. ,Como, en la préctica, la curvatura de la trayectoria del
cable, suele ser muy pequeia,las fuerzas "g" y "Q', pueden con

siderarse como verticales,

En definitiva, por lo tanto, puede suponerse un ca -
ble sometido a la accidn de varias fuerzas verticales, y a una
traceién axil (F (Fig. 5). Su cquilibrio queda asegurado por
las dos fuerzas F, tansenciales al alambre, ejercidas ﬁor los
anclajes en los dos extrecmos de la armadura, Estas reacciones
I, pucden descomponerse en dos direccioness la vertical (fuer—

< e , ! !
zas V.B, J VB) y la deo la cuord:f?. 4.8 (fexzas ¥ AY 2 B)'

Las fuerzas VA v Vﬁ, estédn cn equilibrio con las gV
y'Q', y las F'A ¥ F'B, se equilibran entre sif Evidentemen-—
te, esto ha de ser asi si el sistema de todas estas fuerzas,
en conjunto, ha de estar en equilibrio. Si la pendiente de -

lag tangentes en losg extremos A y B, con relacidn a la cuerda
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AB, es pequefla, la fuerza F', = I't es précticamente, igual a F,
2 9 A B’ 2

En tal hipdtesis, el efecto total que la armadura pro-
duce sobre el hormigdn (efecto que serd igual y contrario al pro.
ducido por el conjunto de fuerzas antes mencionado) vemdrs repre,
sentado pors

a) .~ Un esfuerzo de compresidén F, que actue a lo lar--
go de la cuerda AB desde los puntos de anclaje -

extremos ,
. . | . P
b)e- Un conjunto de cargas verticales repartidas Qg%

c).— Las fuerzas verticales concentradas @, que ac -
tuan en los puntos de discontinuidad y las VA ¥y

Vﬁ que se ejercen en los extremos cel cable,

Si se supone que los puntos de discontinuidad se en -
cuentran sobre las verticales que pasan por los apoyos interme-
dios, y los anclajez A y B sobre los apoyos extremos (Fig. 6) -
es evidente que los momentos M' producidos en los apoyos por los
esfuerzos ejercidos por el cable, serdn independientes de las -
fuerzas concentras V,, Vy ¥y Q, ya que las lineas de accidn de
éstas, pasgan por dichos apoyos. Esto significa que los momenvos
M' producidos por un cable sometido a la tenwmidén F, dependerénso,
lamente de la posicidén de la cuerda AB (o sea, de las cxcentri-
cidades e ¥y ey de los enclajes on los extremos) y de las cargas
verticales g =~§ ejercidas por el cable (y, por lo tanto, on do-

finitive, del radio de curvatuta do la armadura).

Se comprende que, por consiguiente, dos traycctorias -
a8 y b de armadura (Fige 6), quec tongan los mismos puntos de an -

claje extremos y la misma forma intrinseca en cada tramo (es de-
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cir, la misme curvatura en cada seccién vertical) darén la mis
‘ma "linea de presidn efectiva’ aunque sus trayectorias reales --
en ol interior de la estructura sean distintas, Esta "linea de
presién efectiva’, serd una curva's" que tendrd, a su vez, la -

misme forme intrinseca que el cable, en los distinlos trames, y
. w5
% -y

ete. siendo H‘1, M'2 esas @tc,, los momentos producidos en los -

1
cuya excentricidad en cada apoyo serids 31 = Eﬁi- e

sucesivos apoyos de la viga hipérestética que se considere, pos
las fuerzas F (que actuan a lo largo de A-B) y por las carges -
verticales fq",

Por consiguiente, las excentricidades de los cables
en los apoyos intermedios podrédn variarse sin que ello afecte
al irazadeo de la linea de presiones efectiva "s", A estas ve-
riaciones se les déd el nombre de "transformacioneé lineales” pa
ra expresar el hecho de que la diferencia entre las distintas -
trayectorias, en cada trano, puede ser representada por una fun
cién lineal, Bstas distintas trayectorias se obiendrdn mante -
niendo la curvatura del cable en cada itramo y Mepesladando hacia
arriba o hacia abajo, su punto de intersoccidén con las vertica -

les correspeondientes a los diferentes apoyos.

Sin embargo, estas "transformaciones lineales" afecta-
rén, como es l8gico, a las reacciones en los apoyos, COmo consc-
cuencia de las variaciones gue introducen en las fuerzas concen-—

“tradas Q.

Si el cable se dispone segin la linea "S", coincidiré
con la linea de presiones v por consiguionte, las reacciones en

los apoyvos serdn nulas. A ewtec trazade se 1o denomina "auto-—es-

Documento descargado de www.e-ache.com el 24/06/2026



Documento descargado de www.e-ache.com el 24/06/2026



- 25

tédtico”™ y a la linca de prosioncs corrcspondiente, "curva
egstédtica”,

La posibilidad dc trasladar cl cablc sin variar la
1inca dc prosioncs, cs dol mayor interés desdec cl punto de -
vista prdctico, ya quc pormitc obtener la convenicnte linca
de presiones efectiva eliminando en la trayectoria de la ar-
madura discontinuidades que harian imposible el tesado de los

alambres,

Ahora, es neceserio estudiar el efecto producido por
el esfuerzo de compresidén en la direccidén AB. Sea una viga con
tinua de "n" tramos (Fig. 7) y A', B', C'y D!, B!y, etc., 1los
puntos en los cualas su eje neutro atraviesa las secciones co
rrespondientes a los distintos apoyos. Supdngase, para mayor
gencralidad, que el eje reutro es curvo, Primeramente, se pue
de descomponer la fuerza I' aplicada en el punto A, segin una
paralela a la primera cuerda A'C!, y una vertical Va. Andloga
mente, la fuerza F aplicada en B, puede descomponerse segin B!
B' ¥ Vé. Las componentes VA y VB’ no ejercerédn accidn algﬁna
sobre la viga ya que resultardn neutralizadas por las reaccio
nes verticales de los apoyos. Por otra parte y como quiera
que la pendiente de ABy; suele ser pequefila, las componentes pa

ralelas a A'C' y E'B';, serédn, prédcticamente, iguales a F.

Sin alterar el equilibrio del sistema, se pueden -
introducir en A' y en la direccidén A'C', dos fuerzas iguales
y contrarias (+F) y (-F), y hacer lo mismo en B', La fuerza de
compresidén, parelela a AB, que actuaba en A, queda asi susti-
tufda por la +F que actua a lo largo de A'C! y ol par +FeAAT
Lo mismo ocurre en B, Si,oo y ¢, son, respectivamente, lasex

centricidades en A' y B', la viga se encontraréd sometida en sus
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extremos a los momentos eoF v enF, los cuales producirén en los
apoyos intermedios nuevos momentos que pueden ser fécilmente -
dalculados y que disminuyen rdpidamente a medida que se alejan

de los apoyos extremos.

Existe, ademéds, la compresidén a lo largo de la cuer-
da A'6¢', En C', esta compresién se reparte entre el soporte C!
y la cuerda C'D', La componente segin esta dltima, al llegar
a D' sufrird anflogo desdoblamiento, y asi ird sucediendo, su-
cesivamente, dando lugar a la aparicién de reacciones R'y en ca
da apoyo y a la compresién de las diferentes cuerdas, hasta lle
gar al tramo final en el cual, la compresién segin E'B' deberd,
compensarse con la fuerze F aplicada en B'., Las reacciones R!,
tampoco ejercerdn accidn sobre la viga. Por lo tanto, cada uno
de los tramos quedari comprimido segin la direccién de la cuer-
da de su eje neutro,

Sea ahora r', el radio de curvatura (variable) del .-
eje neutro én un tramo tal como el C'D! (Fig. 8) y suponganse
aplicadas a lo largo de este eje dos cargas verticales, unifor

1
las cuales producirén en los cxtremos C' y D' las reacciones -

memente distribuidas, de signo contrario y de magnitud q'= —%—

verticales + VIC' y + V'D',

El efecto de las cargas g' hacia abajo y sus reaccio
nes, y el de la compresién F, es someter el eje neutro a una =
compresidn axil igual a F, en cada punto, toda vez que el eje
neutro es precisamente el poligono funicular de dichas cargas.
Existe ademds la carga vertical hacia arriba.—%&-, cuya aceidn
sobre el referido eje no aparece compensada.
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De esta forma, la compregibn F a lo largo de la cuer-
da, se ha transformado en una compresidn F segin el eje neutro
¥y una carge vertical hacia arriba —%‘-r o« La flexién producida -
por esta carga, serd la Gnica que influya en la excentricidad -
de la linea de accién de la fuerza F, ya que todas las demis -
cargas no crean momentos. Si el eje neutro es recto, r' se ha-
ce infinito y por lo tanto, la solicitacidn no compenseda, 0 ~

. i F
sea, la carga hacia arriba 5T 9 88 anula.

En los apoyos exitremos, las excentricidades de la 1i--
nca efectiva de presiones,; son evidentemente, iguales a las 8
ye, de los anclajes, y por consiguiente, los momentos en las -

secciones correspondientes a dichos apoyos, valdrén F.eo i F.en-

Sin embargo, si se introcducen esfuergos adicionales
de pretensado, cue se supondrdn aplicados en las secciones de -
los apoyos intermedios, la fuerza I variard de un tramo a otro,
Asi por ejemplo, si en la seccién del apoyo i se considera apli
cada una fuerza adicional de pretensado Fi, con una excentrici-
dad ey, ademds de la nueva compresién Fig(que de la misma mane--
ra que se higzo anteriormente, puede tomarse como dirigida a lo
larzo del eje neutro) un nuevo momento Fi ei aparecerd en cada
uno de los demds apoyos, menos en los dos exbtremos, ya que en
estos el momento ha de permanccer invariablemente igual a Fb €
¥ Fn e En las distintas secciones coincidentes con los an¢--
yos situados a uno y otro lado del i, se obtienen asi momentos

que son alternativamente positivos y negativos v cuya magnitud
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decrece rédpidamente a medide que aumenta su distancia a i (*)

En resumen, los efectos producidos por el pretensam
do sobre una viga continua, en el caso de que los apoyos sean,
Unicamente capaces de originar reacciones verticales, son los

siguientes:

El eje neutro, resulita sometido a una compresidn, de
bida a la fuerza F que es la resultante de todos los anclajes --
que actuan a la izquierda de la seccidn que se considere, y cu-

ya megnitud es igual a la tensidn total que solicita al cabl -,

(¥) En otras palabras, si kj, Kjuqy Kj.p s.s etc, son los coe-
Picientes de transmisidn hacia la izquierda y k'j.4 5 k'j.0
k'i;3 los de transmisidn hacia la derecha, los momentos oxi

ginados por el Fyi ©4 en los sucesivos apoyos, serdns En los
situados a la izquierda de ig

- Fi ki 053

+ Py ky k5.4 853

- P, ki kim1 ki_2 e etca

= By khyq %8

*Fy K Flao oy

- T, kli;l k'i+2'k.i;3‘ei3 etc, en los si

tuados a la derecha de i. Estos momentos se sumardn a los pro

ducidos por las fuerzas _gé. y_qgr . Tales relaciones =on =

igualmente aplicables a la determinacidén de los efectos origina
dos por los momentos Fb e, ¥ Fn e, en los sucesivos apoyos in -

termedios,
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Ademds, la viga experimenta la flexién producida por la curva-
tura“del cable y la del eje neutro., En cada seccién exisie un
momento flector igual al producido por las cargas verticales -
-E- + E‘E" suma de los empujes no compensados del cable y de la
viga, A este momento flector, hay gue aladir los que en toda
viza continua se originan por la accidén de los momentos de empo

tramiento extremos.

El momento flector debido al pretensado, serd asi M en
cualquier seccibén y M1, Mé, etc. en las sucesivas seccionegs de -
apoyo. BEn éstas, las excentricidades valdrént ey = %ﬂ. y Gp= ﬁ:
etcs, y entre ellas la linea de presiones tendrd la misma forma
intrinseca que la trayectoria del cable, o sea, la misma curva-

tura en cualquier seccidén vertical,

La linca efectiva de presiones asi determinaca, se dc

nomina curva estidtica’,

Dos traycctorias de armadura que tengan los mismos pun
tos extromos (y, con mayor gencralidad, los mismos puntos de an-
claje intermedios; en el caso de gue cxistan anclajes adicionalcs
sobrc los apoyos interiorces) y la misma forma intrinseca cn los -
distintos tramos, o sca, que sc diferencicn solamente por su orde
nada en las scccioncs verticales corrcspondicntes a aquollos apo-
yos en los quc no haya anclajes, dardn lugar & la misma linca dec
presiones ya que producirédn las mismas cargas no compensadas y los

mismos momcntos de anclajc,

Entre todas las posibles traycctorias que puede adoptar
la armadura, oxiste una para la cual el csfuerzo dc¢ prctensado no
produce reoaccioncs hiporostidticasg cs aquella que coincide con la

linca cstética do presiones y sc designa con ¢l nombre dc "traycc
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toria auto-estética’,

Andlogas conclusiones pueden deducirse fécilmente, me
diante un estudio analitico del problema. Si "z" e "y" son las
ordenadas del eje neutro y del cable respecto a la cuerda de di
cho eje neutro, en un tramo dado, (ver Fig. 4), el esfuerzo de
pretensado producird en dicho tramo un momento F (y + z), igual
el creado por la carga vertical F (y"+z"), siendo y", z" las se
gundas derivadas de "y y "z" pespecto a " ¥ ", $in embargo,-
teniendo en cuenta la pequefia curvatura de los trazados que se

consideran, T u-T}W yrt = ke y, por lo tanto, los momentos

Z"
gerédn los producidos por la suma de las cargas no compensadas -
-%;—+-—§r , mis, desde luego, los momentos en los anclajes.

No obstante, resulta, en general, mds sencillo en la
préctica, para los casos numéricos, calcular los momentos sobre
los apoyos sin tener en cuenta las cargas no compensadas, admi-
tiendo la hipbtesis de que el momento F (y + z) es el que se pro

duciria en el tramo considerado, si fuese independiente.

Hay casos, sin embargo, en los que parece recomenda -
ble ¢l método de las cargas no compensadas. Por c¢jemplo cuando
el trazado del cable es parabéiico. Entonces, el radio de cur-
vatura r, es virtualmente, constante y por lo tanto, la carga -
no compensaca —%;— y es uniforme. Analogamente, si el eje neu -
tro de la piecza es parabdlico, se encontrard sometido a una car
ga hacia arriba, uniforme, —%}-, debide a la compresidén que ox-—
perimenta a lo largo de su cuerda. Cualquior discontinuidad, &
bien sea en el trazado del cable o bien en el e¢je neutro de la

pieza, (caso, por cjemplo, de las vigas con cartabones) resulta
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equivalente a una carga concentrada, Los momentos producidos
en los apoyos, podrdn sicmpré calcularse, con toda facilicad
mediante las férmulas dadas en estc trabajo, bien para vigas
uniformemente cargadas, o bien para piezas sometidas a la ac
¢idén de cargas concontradas,

Un caso muy frecuente en la practica es el de wvigas
continuas, simétricas con relacidn a un tramo o apoyo central,
y con los cables de pretensado dispuestos también simétrica -
mente., (Pige 9). En estas condiciones, la correspondiente ar
madura auto-estitica posee ciertas propiedades gque facilitan
su determinacién., Si el cable es uniforme, sin anclajes in -
termédios, estas propiedades son las que se resumen a continua

cidn,

‘Se supone primeramente que el cable es rectilineo.
Como la linea estédtica de presiones tiene la misma curvatura
que la armadura, serd también recta dentro de cade tramo y a
lo largo de la viga describird una linea poligonal cuyos ver
tices coincidirén con las verticales de los diatintos apoyos.
Dicha poligonal, quedlird completamente determinada en cuanto
se conogcan las excentricidades en los dos apoyos extremos,
que dade la simetria de la vige, serén iguales, Sea e, Su va
lor,

Cada uno de los lados de esta poligonal, viene, por
consiguiente, definido como una funcibn del parametro ey Las
excentricidades en los extremos del tramo que se considere -
(ei ¥y ei+1) serdn funciones lineales de ©,0 Y& que poseen un

término constante (el correspondiente a la carga no neutrali-
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zadaﬁ?r ) y otro proporcional a e, (el debido a los momentos de

empotramiento) .

Pero, segin se sabe, toda linea recta ouya ecuacibn -
depende de una funcién paramétrica de primer grado, pasa siem -
pre por un punto fijo y, en consecuencia, si varia la excentri-—
cidad de los anclajes extremos, cade uno de los lados de la po-
lizonal que constituye la linea de presiones, giraréd alrededor

de este punto fijo.

Es evidente que si el cable no es recto pero su fra-
yeoctoria estd constituida por una serie de curvas Ge forme cons
tante en cada tramo (por ejemplo, pardbolas de tangente daca) -
las cuerdas de dichas curvas seguirdn gozando de la propiedad -
gue se acaba de indicar. Como la forma de estas curvas (0, si se
prefiere, su ecuacidén en funcidn de su cuerda) es conocida, el
punto de la curva situado en la misma seccidén vertical que el -

punto fijo de su cuerda, serd también fijo.

En consecuencia, cualquiera que sea la forma de la -
trayectoria del cable en los diferentes tramos, y con tal de -
gue la misma sea previamente determinsda, la poligonél de .4
lados curvos o rectos que constituye la linee de presiones de -
la viga, pasard, en cada tramo, por un punto gue se mantiene fi
jo ain cuando varie la excentricidad de la armadura sobre los -
apoyos oxtremos. Este punto fijo recibe el nombre de "punto no

dal” del tramo. =

La abscisa dec este punto puede calcularse fdcilmente.
El métado a aplicar, ha sido expuesto por el autor en su comue

nicacién al Congreso celebrado en Gante, cn Septiembre de 1951,
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La abscisa viene dada por las mismas ecuaciones que sirven pa~-
ra determinar la posicidén del ioco, pero los puntos nodales no
son los mismos que los focos por variar las ocondiciones limites

de dichas ecuaciones, y por lo tanto las constantes.

Una vez determinadas las abscisas, basta trazar una -
cualquiera de las curvas estédticas, por ejemplo, la correspon -
diente a la excentricidad nula en los extremos y la interseccidn
de ésta con las verticales levantadas por las diferentes absci -
sas, dard los puntos nodales ce caca tramo., Elegida la forma de
la travectoria del cable en cade tramo, las diferentes armaduras
auto-estdticas posibles, se obtendrén haciendo girar las curvas
representativas del trazado escogido, alrededor del correspon -
diente punto nodal, Todas estas irayectorias, han de ir forzo-
samente. a coincidir en los anclajes extremos, y los puntos in -
termedios pueden desplazarse verticalmente, con arreglo al méto
do de las transformaciones lineales, para evitar, en lo posible

discontinuidades en el trazado de la armadura.

Esta doble libertad de rotacidn y desplazamiento ver-—
tical (que, en realidad, equivale a otra rotacidén) facilita enor

memente la solucidn del problema.

(Continuard en el préximo nimero)
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457 = 3 -3 BL HIPERESTATISMO EN EL HORMIGON PRETENSADO

(Continuity in presirvessed concrete)
PSYMPOSTIUM N¢ 4 DE LA CEMENT AND CONCRETE ASSOCIATION" Sep.1951

AUTOR: Prof. G, Magnel.

SINOPSIS,

El autor expone las razones que Jjustifican el empleo
del hormigén pretensado en la construccién de estructuras con-
tinuas estdticamente indeterminadas, e indica lasprincipales di
ficultades tanto tebéricas como précticas que el problema presen
te.

Se mencionan algunos ejemplos de estructuras hiperes
t4ticas pretensadas construidas en Bélgicas un edificio de dos
plantas, en Bruselas; otro, de cuatro plantas, en Leopoldvilles;
y el puente de Sclayn, sobre el rio Mosa, que, hasta el presen
te, constituye la més importante aplicacidn dada a este tipo de
estructuras.

Finalmente, se incluye un apéndice en el gue se resu
men los resultados obtenidos en determinadas experiencias reali
zadas para medir las pérdidas cde tensidn ocasionadas por el ro-
zamiento de la armadura con el hormigdn.

Al principio, como es natural, la nueva técnica del
pretensado se aplicd exclusivamente, a la construceidn de viga=
simplemente apoyadas, que son las que menos @ificultades presen
tan, Sin embargo, pronto se sintié la necesidad de ampliar es-

te primer y reducido campo de aplicacidn, extendiéndolo a las -
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estructuras hiperestéticas las cuales resultan imprescindibles en

muchos casgos, como por ejemplo:

a) Bn las estructuras de edificios de varias plantas.

b) En los puentes de dos o mis tramos en los que por
necesidades de gélibo, el canto del tpblero en el punto medio de
la luz, haya de ser muy pequeilo. Al hacer la estructura hipereg
tética los momentos mdximos se trasladan del centro del tramo a

los apoyos, lo que permite reducir el canto en clave.

¢) Bn la construccidn de edificios que, ain siendo de

una sola planta, se encuentran ubicados en zonas sismicas.

Las estructuras hiperestdticas, ademés, suponen una eco
nomia de anclajes y reducen el precio de lasg vigas pretensadas deo
pequeila luz aun en el caso de que se utilicen dispositivos espe -

ciales para el anclaje de las armeduras.

Dificultad del problema.- Al proyectar una estructura
pretensada estdticamente indeterminada, se tropieza con un gran
nimero de dificultades entre las cuales por su importancia, des

tacan las siguientes:

A primepra vista, parece que no existe un procedimien-
to directo de cédlculo, para estas estructuras. Diversos ... i-
cos han propuesto métodos propios, pero todos ellos son equivaw

lentes (en realidad se reducen a la aplicacidén de la ley de

(Hbokq)por 1o cual, en cada caso, deberd-~ escogerse aquel que me

Jor se conozca y més veces haya sido practicado.

Un pequeiio desplazamiento accidental de la armadura

en una viga continua (y lo mismo ocurre en todas las estructu -
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ras estadticamente indeterminadas) produce una importante varia-
cidn en los momentos originados por el pretensado, los cuales -
reciben el nombre de "momentos secundarios'"., Sean, por ejemplo,
dos vigas continuas, de tres y dos tramos, respectivamente, de -
14,93 m. de luz cada tramo, cuyos momentos secundarios en los -
apoyos interiores se indican en el cuadro I que se incluye a con
tinuacién, Como puede verse, en el primer caso (viga de tres -
tramos) el momento secundario varia considerablemente, incluso de
signo, para una diferencia @e 2,5 cms en la excentricidad de la -
armadura, Debe hacerse notar que, sin embargo, y como guiera que
el valor absoluto del momento secundario es, en este caso, casi -

despreciable, esta modificacién no tiene gran importancia,

En el segundo ejemplo (viga de dos tramds) una varia -
cién inferior a 2,5 cm. en la posicidn de la armadura, produce =
una diferencia de 16% en el valor del momento sccundario, lo que
repregenta una variacidn de 10 Kg/om2 en la tensidn de la viga,

o sea, aproximadamente, un 7% de la tensidén admisible.

De todo ello se deduce que c¢g precisgo siempre colocar
la armadura exactamente en la forma indicada en el proyecto. Por
su parte, el téonico, al calcular una estructura debe determinawr,

con todo detalle, la posicibén y trazado de los cables,

Al intentar construfr una viga hiperestdtica, surge -
también otra serie de dificultades en el orden préctico, de las

cuales, quizds las mds importantes, scan las siguientes:

La primera es la necesidad de eliminar el rozamiento -
de los cables en sus alojamientos, En las vigas simplemente apo

yvadas, con armaduras curvas, también se produce una pérdida en -
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prefabricada, de hormigén pretensado, simplemente apoyada so=~
bre los citacdos cantilever. Otra solucidn es construir la -
parte central del cuarto thamo en h ormigén armado ordinario
enlazdndola, mediante clavijas o pasadores, a los extremos -

ce los repectidos cantilewver.

Un procedimiento andlogo al dltimamente citaﬂo, se
estd utilizando en Bélgica, para construir una pldca-hongo.
El recuadro central, que apoya sobre el soporte, se hace de
hormig@g pretensado en dos direcciones y el resto de la pla

ca se construird de hormigdn armado ordinario.

No debe, sin embargo, darse excesiva importancia
a lag dificultades antes mencionadas. No hay que olvidar -
que, actualmente, losiicdlculos gue se realizan con el fin -
de valorar las tensiones, son poco exactos ya que se basan
en la teoria eldstica del hormigdén., Este material, tiene -
la facultad de poderse adaptar por si mismo a diferentes es
tados de solicitacidén, cspecialmente en el caso de estruc -
turas hiperestéticas. Ademds, en general, sc adopban para
¢l hormigdén coeficientes de seguridad muy elevados y para -
las costructuras pretensadas, no sdélo sco cuida més la cali =
dad del ﬁ{aterial9 sino que su curado se efectua en condicio
nes més Tavorables . Finalmente, cn el momento del preten=—
sado, ol hormigdén se cercucatra ya iraguado, al menos par -

cialmento.

En opinidén del autor, lo mds importante cs cono-
cer oxactamente el valor del esfuerzo de pretensado inicial
mente introducido en la armadura y csto puede haccrse (y se

viene haciendo) con una aproximacién del 5%.
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Por congiguiente; no parcce oportuno complicar
los célculos para conseguir una meyor aproximacién. Todos
los esfuerzos deben cncaminarsc a obtener estructuras per
fectamente conccbidas y ver la forma de rcalizar las ope-
ra¢iones dc pucsta cn carga de la armadura de la mejor ma-—

nera posible.

Algunos ejemplos de estructuras hiperestiticas,
en Bélgica.,~ Las fig. 10 a 14 representan diversosaspec—
tos de una estructura de edificio construida en hormigén -
pretensado, Las Figs, 10, 11 y 12, “se refieren al caso de
un pértico sencillo, de 20 m, de luz, En ellas se indican

dos posibles soluciones.

La viga del dintel, puede hacerse, bien monoliti-
ca, con la armedura zlojada en su interior (Fig. 11), o bien’
mediante la unidén de bloques prefabricados, con los cables -
colocados exteriorménte a los dos lados del alma (Fig. 12).
‘En ambos césos, las cabezas de los montantes sirven de ©°
ques extremos para la viga., Los soportes se construyen de

hormigén pretensado, o de hormigdn ermado normal,

Las Figs. 13 y 14, representan, respectivamente,
una estructura de un sélo tramo y varias plantas, y otra de

varios tramos y una sola planta,

La Fig. 15, reproduce la seccién transversal de -
un_edificio de dos plantas construido en hormizén pretensa-
do, en plan experimental. La luz de la estructura es de -
unos 16 m, Las vigas se construyeron con blogues prefabri-
cadoé cuya seccidn se indica también en la citada Fig. 15.

.Los cables van colocados & los dos lados del alma de la vi-
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ga, PEn las Figs. 16 y 17, puede verse el edificio durante dis-

tintas fases de su construccidne

Otro edificio de cuatro pisos, para oficinas, se ha ~
construfdo en Leopoldville (Congo Belga) (Fige 18). La luz es
de 14 me y la altura entre plantas, 4.5 m, Las Figs. 19 a 22 -~

reproducen diversos aspectos de la construccién del edificio.

Finalmente, como ejemplo més importante de estructura
hiperestética pretensada debe mencionarse el puente carretero -
de Sclayn, en Bélgica, Consta de dos tramos de 62,7 m., de luz.
La calzada mide T m, de ancho y lleva dos andenes laterales de
1,50 me de ancho cada uno. La estiructura eété constituida por
una viga cajén de 1,94 m. de canto total en el centro de cada -
tramo y 4,83 m. sobre el apoyo central. Las Figs. 23 y 24, re-
presentan el alzado y la seccidén transversal del puente, cuyo -
conjunto, ya terminado, pﬁéde verse en la Fig. 27. En la Fig.
25. se aprecian algunos detalles de lag armaduras y en la Fig. -
265109 gatos de pretensado, los cables son rectos en cada tramo,
estando sobre el apoyo central 0,86 ocm, méds altos que sobre los

apoyos oxtremos,

La viga, estd dividida en tres compartimentos dentro -
de los cuales van colocados los cables. En total se emplearon
36 cables, de 48 alambres cada uno. Cada alambre tiene 1,78 o’
de soccidn. Sc tesaron s.multdncamconte por ambos egxltromos a -
8,500 Kg/bmz, lo que representa un, esfuorzo inicial, total de -
protensado de 5.650 T., . l8s cuales, con el tiempo, quedaron re-
ducidas a unas 4.800 T., aproximadamentc. ILa tensién do traba-
jo admisible del hormigdén, cra do 154,67 Kgybm?. El momento -

flector sccundario producido por cl pretonsado, cra, inicialmen
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te, de =0.272,300 m., Kg., mientras que el de peso muerto y so-
brecarge mévil, sobre el apoyo central, se elevaba a 17.815,800
mng- '

‘Estas cifras demuestren que, en este caso, el momento
flector secundario no es, ni mucho menos, despreciable, Es fa-
vorable sobre los apoyos pero perjudicial en el centro del tra-
mo donde se suma al de —3.940.900 m.Xg. producido porrél eSO =

o

propio y la sobrecarga.

v

| Si los cables se colocan en otra posicidén distinta, -
el valor del momento secundario veria considerablemente, Bl de
ber del proyectista consiste en encontrar la disposicién que r2

sulte mds econdmica,

Los ingenieros belgas, aprovechando la oportunidad que

les ofrece este gran puentey, han realizado diversos ensayos para

‘determinar las pérdidag de tensidén que se producen a lo largo -~

del tiempo. Para ello, se colocaron en la viga cajén dos cables
suplementarios, ¢e 8 alambres cada uno, que se dejaron al descu-
bierto para poder medir, periddicamente, las pérdidas de tensidn
que se iban produciendo.

Hasta ehora, (transcurridos ya més de dos afios desde el
tesado inicial) las anotaciones registrades indican que las caf-
das dc tensibn son bastante menoresque las que, generalmente, se

admiten por los proyectistas,.

L

determinar las pérdidas de tensién por rozamiento.
BEn la Fig. 28 se reproduce un esquema del dispositivo

de ensayo utilizado, Un alambre (de 5 6 7 mm. de difmetro) se
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fija en uno de sus oxtremos A y se¢ unc a un gato Dy ﬁqr su otro
oxtremo B. Por medio de un mcoanismo especial, se¢ separa cl &
punto medio C, del alambre, de¢ su posicién inicial, una magnitud
determinada e. La longitud del alambre antes do estirarlo es
1= 13,4 m. En los dos puntos indicados cn la Figr, 28, se colocan
sendos elongdmetros unidos al alambre. Para el estirado del alam
bre se utilizan placas de fundicidén (c) cuyo detalle sc indica cn
la Fig. 29.

Se han realizado ensayos para diferentes valores de g,
estirando el alambre mediantc los gatos y midiendo las difcrene—
cias en las deformaciones indicadas. por los dos clongdmotros, Pa.

ra los distintos valores de carga aplicados al gato,

En el cuadro II sec rcsumen los resultados obtenidos en
las experiencias efcctuadas sobre alambres de 5 mms y en el IIT

los correspondicntes a los alambres de 7 mnm.

Los diagramas de las Figs. 30 y3l1 dan las pérdidas do
tensibén on funcidn del dngulo ™ para distintos valores de cargay
Se ha podido comprobar que la vclocidad de carga, es decir, ol -
tiempo que tarda ol alambre en alcanzar su mdxima tensidéng no -
ticne, virtualmente, influcncia alguna sobre la magnitud de las

pérdidas ocasionadas por rozamicnto.
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CUADRO 1II

Pércidas de tensibn, por rozamiento, en alaibres de 5 mm.

......... ———— - e - B i T T P ———

| Pérdidas de tensién ( en kg, por mm2 ) por rozamiento, bajo cargas {
i Desviacidn | -mmmmeemme e - . TR — -
2 2 2 | 2 4

25 kg, por mn 50 kga por mm 7 kg. por mm i 100 kgo por mi

e : oL elongd- ! Jtos elongé- | tos elongd- ot elonnd- : r E’
cmy ! metros _ metros s metros s i metros R '
______________ ..|...--_.____I__----_,.___-_.-.....4_-___‘_.--_ﬂ-_,..-.i.-....___.....'r--_.___-ﬁ ,.-5.-_-----_;
A I I 0 0 0 o b oo b0 oo
b4 b 23 105 -1 0,8 0,8 e 12 4 e
A S — N 20 -
Lo e 1,0 ik B p o= g R T e B e
P00 ) sca | 12 el 20 -1 28 -
IR IR iR L X 1.0 24 - ] 3k %5 ) B8 1 e |
Poug | w17 15 30 1 k1| 41 B L 56 1 58 |
b Rt |20 20 O I S I N b6 | 59 | 56 |
oo f w23 ¢ 28 | &2 | &T | 58 66 | 80 | 81 |
Lok Rt |25 3,0 00 1 K6 | 6,2 66 | 91 | 81 |
SO N W T S S I N b S i
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CUADRO

IIX

_ Pérdicdas de tensién por rozamiento, en alambres de T mm.

Pérdidas de tensidn ( en kg, por mmz ), por rozamiento, bajo cargas

;
|
i Desviacidn  teeeceen- e g e e T e
; 25 kg. por mrn2 50 kg, por mm2 : 75 kge por mm 100 kg. por ma :
s e Ut b T e SusmmiRis s R woRt 4
I I ol IR B B R ol
SRR SRS SO 4 fosaimai S % P S
0 0 0 0 o i oo 0 0 0 i o
&y 23 4 0,8 1.2 1,2 0,9 1,5 16 |
B W5 0,6 06 | 0.8 10 F 1,2 1,3 2,0 i
i et 03 09 | 05 1.0 | 1.8 1.9 25 | 26
0] w03 R T R N N W N VO S B
0 10000 | 4,5 13 | 22 21 1 32 36 i &2 b
U4 123 | 1,2 21 1 30 ! 32§ a2 L9 | 50 | 67 |
M|t} 13 21 1 36 a0 | 43 52 1 62 | 70 |
0% 1001 28 21 1 42 39 | 52 6,2 8 8,2 |
IR U R X A RIS I Y 20 190 | oot
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