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N O T A,- El I n s t i t u t o ,  una de cuyas f ina l idades  es  divulgar 

l o s  t raba jos  de investigacidn sobre la  construccidn 

y edif icación,  no s e  hace responsable d e l  contenido 

-de n i n d n  a r t i c u l o ,  y e l  hecho de que patrocine su  

difusidn no implica, en modo alguno, conformidad - 
con l a  tesis expuesta. 
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- ~ n s t i ~ u t o  Técnico de l a  Construcclbn y d e l  Cemento - 
457 - 3 - 1 EL PROBLEMA DE LAS ES.TRUCTURAS HIPERESTATICAS*- 

Por; A, Mes. Ingeniexo de Caminos, 

En e s t e  articulo, se  descxiben, de un modo general, - 
l o s  problemas a que dá lugar  e l  cálculo de l o s  entramados h ipez  
e s t á t i c o s  de hormigón pretensado, haci6ndose9 a l  mismo tiempo - 
una breve s í n t e s i s  acerca de l a s  venta jas  e knconvenientes que 
e s t o s  t i p o s  de e s t ruc tu ras  presentan en comparación oon l a s  i -  
tát  i c a s  pretensadas . 

E s  evidente que l a  pr inc ipa l  econonfa que se  puede ob 

t ene r  en un proyecto, naco siompre d e l  a c i e r t o  con que s e  ba es- 

cogido l a  solucidn adoptada. La sxperiencia,  y sobre todo, le 

in tu ic idn  construct iva d e l  proyect is ta ,  juegan .en e s t a  primera 

f a s e  un papel fundanental. 

Unas ve*ces l a  clave de l  6xi to rad ica  en l a  16gioa or-  

denacidn de l a s  condiciones funcionales que debe s a t i s f a c e r  la 

obra. Otras, l a  bondad de l a  ~ o l u c i ó n  e s t r i b a  en e l  a c i e r t o  ccln 

que s e  ha sabido compaginar e l  mecanismo resisten-be y e l  propio 

proceso construcUivo, 

Solamente on contados casos, puede aventurarse una - 
orientacidn de t i p o  general,  a causa de l a s  d i s t i n t a s  va r i an te s  
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que, en torno a e l l a ,  pueden convenir a l a s  c ircunstancias  con+ 

c r e t a s  de que se tra-te, Un terreno cuya naturaleza hace pre  - 
ver  as ien tos  en  l a  cimentacibn, sue le  obl igar ,  c a s i  siompre, a 

la  adopción de es t ruoturus  i sos t á t i cas ,  a l  menos exteriormente, 

Por e l  cont rar io ,  cuando l a  base sobre l a  c u a l - h a  de 

descansar l a  obra, sea l o  suficientemente f i r n e  para despreciar  

toda d i ferenc ia  de corrimientos v e r t i c a l e s  en sus p i l a s  o sopos 

t e s ,  l a s  e s t ruc tu ras  h ipe res t6 t i cas  presentargn aunque no siem- 

pre, notables ventajas  sobre l a s  i sos t6f  icas.  

, Por un lado, las leyes de momentos que en aquel las  se 

obtienen, suelen d i s t r i b u i r s e  msjor que en l a s  6ltimas reducien 

do l o s  valores,rntk:imor~ con una pazalela  economfa de material. - 
Por o t r a  pade, l a  supaesi6n de juntas  o ar t iculaciones,  puntos 

d6bi les  en l a  tEcnlca d e l  hormigón armado; supone una notable - 
simplif icacidn d e l  proceso constructivo. 

Cuari6o se trata de -andes luces,  las v igas  Gerber - 
consigxe=i una rodinoci~n en  l a s  a rcas  de momentos y una compensz 

cidn de esfuerzos que, en ocasiones, adquieran un papel funda - 
mental. L a s  a r t icu lac iones  que e s  necesario in t roduci r  presen- 

t a n  l a  ventaja  de suprimir l o s  secundarios de re t racc ibn  y v a r i a  

cionek termohigroni6-tricss a cambio de l a  com~l ícac ibn  construc- 

t i v a  que aqual las  ssponen y do l a  fue r fe  concentración de esfuex 

zos que aparecen en e l  apoyo de l  tramo i s o s t á t i c o  c e n t r a l  sobre 

T a l  vc5 l a  p r inc ipa l  ventaja  que l a s  e s t ruc tu ras  h ipe r  

:.est &t i c a s  presentan sobre las i s o s t j t  i c a s  l a  const i tuye su in- 

dudable suprornac$a cn l o  que a l a  seguridad de l  conjunto se ,re-  

f i e r e ,  E l  f a l l o  o La ro tu ra  de un tramo on una viga Gerber, pus 
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de oondgcir a la  ru ina  t o t a l  de l a  obra como consecuencia d e l  

deseqi1t'i23brio causado. La accidn l o c a l  de una in tensa  sobre- 
carga, o l a  exis tenc ia  de .yn inadvertido defecto en  una redu- 

c ida  zona de l a  es t ruc tura ,  pueden s e r  fácilmente d i lu idos  en 

un entramado h iperes t6 t  ico  mediante una aut  om&t i c a  r e d i s t r i b u  

ción de esfuerzos. 

Una burbuja, una sopladura en e l  i n t e r i o r  de una de 

las dos bar ras  que constituyen l a  armadura de una viga simple 

mente apoyada, seduce pr6cticamente a la  mitad l a  capacidad - 
s e s i s t e n t e  da t a l  pieza. E l  mismo defecto en l a  sección de - 
empotramiento de una viga hiperestCitica, conduciría a una p r g  

matura entrada d e l  acero en e l  escalón d e  fluencila, a unos g& 

r o s  elementales muy superiores a l o s  previs tos  y, en consecuan 

o i a  a l a  v i r t u a l  formaoidn de una r ó t u l a  p l g s t i c a  en donde se 

estimaba e x i s t í a  un empot~amiento~ 

Con todo l a  pieza podria s u b s i s t i r .  A6n en e l  caso, 

mucho,m6s impro@able, d s  que ambas bar ras  tuviesen ic$6ntico d e  

feoto,  l a  pieza, en. lugar  de romperse inmediatamsnte, cono l o  

ha r fa  l a  i s o s t ~ t i c ~ ,  funcionaria  como empotrada en un la'do y - 
apoyada en e l  o t ro ,  y e s  ovidents, que aun en  tan dcsfavorablo 

h ipbtes is ,  su capacidad de r e s i s t e n c i a  e s t á  l e j o s  de e s t a r  in- 

-media$amente agotada, Las secciones no afectadas por aguel 

feoto,  corren a p r e s t a r  su ayuda a l a  débi l ,  en un régimen de 

es t recha  y f r a t e r n a l  cooperaci6n. 

Esa mayor f r ag i l idad  de l a s  e s t ruc tu ras  i s o s t & t i c ~ s ,  

debi l idad que se acusa a l  ex te r io r  en l a  dura estrangalaci6n - 
de l a s  a r t icu lac iones  o en l a  fa l ta  de continuidad de sus  jm 
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tas ,  ha sido,  t a l  vez, L a  causa de que e l  harnero. de  estruoQ 

ras de e s t e  t ipo ,  construidas en homig6n armado? sea en pro- 

porcibn, i n f e r i o r  a l  de entramados h iperes t&t icos  que lucen - 
por todas p a r t e s  su oxtogonal malla o e l  ~egosado  y t ranqui lo  

p e x f i l  de sus  limpios arcos,  

S i  ahorag a rengldn seguido, y s i n  paraxge a pensar 

en sl cambio operado, sobsc su mecanipno funaionai,  so oxami- 

na una crol~aoibn dc obras  protensadas, causa o x t ~ a ñ o z a  la' acag 

tuada preforoncia quo e s t a  moderna tdonioa s i e n t e  por las os- 

t m c t u r a s  i sos t6 t ioas .  Se d i r f a  que sion'to mi&iodol monoliti- --e 

mo y de l a  continuidad; o l l a  que os túnta  con o rgu l l a  sus posi- 

b i l idades  do onlazaf olomcntos y onsramblar dowlactt ein mas v í ~  
culo do unidn en%ro unos y o t r o s  quo l a  poderosa compl!osidn - 
e j q c i d a  por l a  armadura protosay 

, Puestos a buscar l a s  razones de e s t e  oambño de o x i c s  

$acidn , puedan oncontxarse rápidsmon%e dos causaB. La p,nimw 

ra cons is te  en l o s .  numemos cambios de orfentaoi6n que sufreri. 

l o s  cables  o h i los ,  l o s  cuales  deben ir pasando de una capa a 

l a  opuesta conforme cambian de signo l o s  mon~enCoa, La  segunda 

l o  constituye l a  ccaccidn que ejercenl  con. au r igidez,  l a e  p i z  

S eas enlazadas a l  terreno. 

Indudablemente, t an to  uno como o%ra obstBouLo pUede 

sa lvarse  con r e l a t i y a  f ac i l idad*  Con el. f i n  de manfoner %m 02 
bles  o h i l o s  rectos ,  s e  acoslumbra, siempxo que puedo hacormp 

a cu rvm e l  ln t radds  y e l  t rasdds  de las piozas  do $al modo n?,.? 

l a  dosoada oxcon-bricidad du l a  armadura so alaamo pás t ~ a s L a  - 
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oi6n de l a  d i r e c t r i z  respeoto a l a  l i n e a  bqaicént r ica  de l o s  

cables. Cuando por e l  contrar io,  e l  trasdÓs.de l a  'pieza ha 

de ooinc id i r  con una r e c t a  preestableoida, no queda más s o l 2  

ci6n que embutir l o s  cables  o grupos de alambres dentro de - 
unos conductos especiales, suaviz¿indose l o s  codos e n  l a  medi -- 
daiposible  y lubrioando l o s  puntos de mayor curr;ratura a f i n  

de reduci r  la,p6rdid.n de tonsidn do l a  armadura, a l o  largo 

de su traz;ado,por rozamiento da1 caíjle con su vaina, on e l .  
' 

momento en que aquel dos l iza  sobre d s t a  a causa d e l  a la rga  - 
miento introducido durante su puesta en carga. 

S i l a s  piezas que se  prctensan ee&n una di.roccidn 

horizontal ,  estuvicscn r í g i d a  o ol&sticamente enlazadas al- - 
t e r reno  a t ravés  de soportes, p i l a s  o e s t r ibos ,  e l  l i b r o  aco2 

tamiento que cxperimentarian bajo l a  acción de l a  compresidn 

axilmente introducida, se  ve r i a  coartado por l a  r ig idez  do d& 

chos olementos. S i  e s t o s  son poco deformablos, so prec isa  - 
disponer unos aparatos de apoyo mdvilos, quo permitan e l  c i t a  

do acortamionto s i n  dcf ormaoi6n de l a s  piozaa unidas,  a l  t o r r e  - 
no. Tal os  e l  caso de apoyos sobre p i l a s  o e s t r ibos ,  t r a n s  - 
form4ndose Los d in to los  do l o s  pdr t icos  en  simplcs v i g a s  con- 

t inuas . 
S i  l a  sustontacibn s c  r e a l i z a  a t rav6s  de soportes 

vo r t i ca los  o inclinados,  so a r t i c u l a n  e s t o s  en  l a  base y en 

l a  coronacibn, pasando a funcionar como a l t a s  b i e l a s  dadtina 
I 

das a permi t i r  l o s  corrimientos horizoritalos do las vigas que 

unen sus cabezas. 
, 

El  depdsito de noia do Orleans,  rancia) constitu- 

ye un o jemplc t fp i co  de es to  caso, Todo s~ : oipionto, de - 
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planta  rectangular, se  apoya on un conjunto da soportos dobl-cin- 

t o  a r t icu lados  a modo: do b io la  con e l  objo$o de no oponcrso a - 
l a s  deformaciones impuestas por e l  protensado e jorc ido  so&n dos 

diraccionos 0 r t 8 ~ o n a i o s .  Solament o un cas t  i l l e t o  c e n t r a l  SO ma2 

t i e n e  indeformable con o1 f i n  do dotar  a 1  conjiinto (30 l a  nocosa- 

r i a  estabi l idad '  y r e s i s t e n c i a  a l  ornpuje hor izonta l  d e l  viento: 

Con cualquiera do l a s  dos soluciones, apoyos m6viles 

o articulaciones, l a  construccidn so  complica en a l t o  grado, di2 

minu.y6ndose9 en v i r tud ,  de dichos disposi t ivos,  o1 grado do h i p o  

oe ta t  ismo do1 con junto, incapaz de alcanzar .  o1 monolit ismo do l a s  

os t ruc t  uras  armadas. 

Tal voz cn e l  f utuuro, cuando aea posible  controlar  ' y  - 
conduoir l o s  comentos sxpansivos de un modo s a t i s f a c t o r i o ,  podr6 

pmzearso cn proyccta.r ee;trticturas hiporcsi;&ticas do hormigdn pro - 
tonsado d e l  mismo orden de indotcrminaci6n dat t l t ica  que l a s  m&a 

monolft i aas  do hormigdn armado. l l icn t ras  t arito s a r á  preciso coz  

formarse oon o1 prctonsado do vigas continuas como l a  más a l t a  - 
cxprosidn do1 grado dc hiporcstatismo alcanzab2e. 

S i ,  do un modo general, el c6lcu2o dc una as t ruc tura  

h ipcrcs t&t ica  os bas tan te  m6s penoso quo 31 da una ieost&-tica,  

cn e l  hormigdn pretonsado e l  c&lculo do l a s  primoras s u ~ m a  on 

laboriosidad a l  do una es t ruc tura  do igual grado dc hiporcsta- 

tismo on hormi&n armado, 

La razdn de os to  nucvo incrcmonto on e l  nilimcro do - 
las opcraciones'a ofcctuar  so debo a l a  n o ~ c a i ~ a c l  dc ca l cu la r  
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l o s  nuevos esfuer:;os hipexeslAticos que aparecen como 4 secunda- 

rios a l  poner en carga l a  armadura. Estos esfuerzos,  dependen 

be las d i s t i n t a s  excentricidades de l a  l fnea  ba r i cén t r i ca  de - 
las armaduras a l o  l a r p  de l a  d- i rectr iz ,  funcidn "a ..- pr io r i "  - 
desconocida por e s t a r  vinculada a l a  l e y  de momentos de f in i t iva .  

Sea Ms ((4) e l  momento f l e c t o r  que l a  más desfavora- 

ble hípdtes is  de sobrecarga produce en la seccibn c o x ~ e s p o n t i i e ~  

t e  a l  punto (4 de l a  d i r e c t r i z ,  g sea  M ( @ ) e l  mo'inento - 
P 

creado .en diclia sección por l a  s o l a  inJcervencibn de l o s  esfue; 

50s do pretensado, 

Siendo Ms ( $? ) una funcidn dependiente de  l a  l e y  de 

espesores y anclaos cle las d i s t i n t a s  piezas que componen l a  es- 

'cruc-tura, facilineiite eao comprende que cualquier  var iacibn en - 
e l  canto do una s o l a  pieza, cs notivo su f i c i en te  pare a l t e r a r  

ue mornonJ~os f l e c t o r c s  do 'coda l a  octruotura.  - l a  l e y  .MB ( (q ) 
El  metodo para ca l cu la r  un entramado 1iiperec"ctioo se  basa en  

01 rudimentario proccdimicnto de comprobar l o s  momontos r c s u l  

t an tos  on una es t ruc tu ra  cuyas piezas se  han 6imensiona¿io "a 

p r i o r i H ,  E l  númo~o do -Zantcox noccsazbs has t a  conscguir un - 
satisf aotorio a jus to  de tcnsioni  S, dopcndc do l a  h a b i l i d a d  y 

cxporionoia d c l  c a l c ~ n l i s t a .  

Lo mismo ocurre con l a   lo;^ dc momontos M+(+ ). Cual 

quior  modificacibn on La loy  dc oxcantricidadcs, sutono una -C 

transformacibn dc l a  ley ll myra importancia dcpcndo do l a  mag- 
P 

ni tud dc aquclJa. Todo incrc;xncnto on c l  osfuorzo do prctonsa- 

do introducido, inducs a u-c: proporcional aumento en l a  magnitud 

dc l o s  secundarios pcr  01 creados. 
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Puesto que e l  momentg t o t a l  que s o l i c i t a  una seocidn 

genárica 9 e s  % = % + M se  comprende que s i  l a  determi 
P' 

nacifln de espesores mediante sucesivas tanteos,  a p a r t i r  d e l  - 
momento % e s  de por si penosa en l a s  e s t ruc tu ras  no pretensa- 

das, l a  nueva var iab le  N con su  adicional  indeterminacidn, aE 
P 

menta enormemente l e  complejidad del problema. 

E s  c i e r t o  que, para cada t i p o  de es t ruc turas ,  ex i s t e  

'una fami l ia  de t r ayec to r i a s  de armaduras, llamadas auto-estáti- 

cas que gozan de l a  propiedad de no producir ssfueraoa secunds 

r i o a  de ninguna clase. .  S i  l o s  h i l o s  o cables  se. disponen s e  - 
&n una de esas  curvas, deterninables a t7pr ior i f1 ,  l o s  momentos 

1 def in i t ivos  coinciden, por h ipb tes i s  con l o s  Ms correspon - t 
d ientes  a una es t ruc tura  hiperestf i t ica  serosjante y no prstensa - 
da, sometida a, igua les  sistemas de fuerzas  ex ter iores ,  

. A la. v i s t a  de l a  d is t r ibuc ión  de momentos % = M,, 02 
tenidos,  pueden dimensionarse l a s  armaduras sn l a s  d i s t i n t a s  - 
secciones c r í t i c a s .  Finalmente, ajustando e l  t razado de l o s  - 
alambres en l a s  r e s J 6 ~ n t e s  soccionos a l  más conveniente p e r f i l  

a u - t ~ e a t & t i c o ,  s e  obt iene une solinción posible  d e l  problema ya 

que, bajo e s t a s  Últimas condiciones no so introduce modifica- 

oidn alguna en  loa momcntos de f in i t ivos ,  

Evident emcnt o, l a  soluc ibn, an te r io r  const i tuye una 

buena simplif icacidn para 21 c&lculo, cuyo desar ro l lo  viono a 

alcanzar  aai ,  l a  misma ex-tonsi6n quc en loa entramados hiper- 

cs t&icos  no pretensados. E l  proyectfs ta  puede escoger cual- 

quier  trazado auto-estático, o incluso determinar l a  magnitud 

do1 ~ s f u e r z o  de precomprosidn con l a  segurida. do quo, dispo- 

niendo l o s  cables según una de aquel la  curvas, l a  l e y  ds  --. mo - 
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mentos de f in i t ivos  no s e  a l t e r a  a l  poner en  carga l a  armaduca. 

Esta  l i b e r t a d  de movimientos permite dimensionar l a  

armadu~a con una r e l a t i v a  comodidad, a, justándola a l a s  condi- 

ciones exigidas en cada sección, por l o s  momerítos extremos que 

.. l a  so l i c i t an .  E l  problema e s  muy semejante a l  de l o s  entramados 

h ipe res t á t i cos  de hormigóa aruaclo en l o s  qus e l  número~y d i h e -  

t r o  de bar ras  necesarias,  vienen definidos en f u n c i ó r d e  l a s  - 
preestablecidas dimens5.ones geomdtricas de cada secciC-n de - 
l o s  momentos f l e c t o r e s  que sobre e l l a s  actuan. 

Con se r  gran6.e~ l a s  ventajas  que e l  c a l c u l i s t a  obtie- 

ne a p a r t i r  de e s t a  h ipó tes i s  s i m p l i f i c a ~ ~ v a ,  l a -  solución de - 
e l l a  deducida ni3goea de l a  propiedar de s e r  l a  óptima. Pare- 

ce lbgico p r e f e r i r  una d is t r ibuc ión  de armaduras t a l  que, no - 
solo l o s  esfuerzos por e l l a  creados s e  l imi ten  a comprimir de 

un m060 conveniente l a s  skcciones, s ino que, de rec:ia,zo, l o s  - 
seo indarios h ipe res t á t  icos  introducidos por su puosta en carga, 

reduzcan l o  más p o s i l ~ l o  l o s  momentos máximos Mt; o No. ex i s t e ,  - 
f 

evident oment e, l a  razbn. alguna, que p ~ r m i t a  ' suponer que l a  so- 

lucidn óptima, e s  dec i r ,  aquel la  que conduce a un mínimo peso 

do armadura, corresponda a una de l a s  curvas que s c  han dado - 
en llamar aGto-cst 6 t  i oas  . 

Estos trazados que, como ya s e  ha dicho, se  definen 

por l a  propiedad dc anular  12s rsaccionss  h ipores t á t i cas  c r e 2  

das por e l  protensaclo, consti tuyen una primera aproximacibn. 

Un primor taiztoo a baso do t a l  supuesto, conduce & un conoci- 

.miento, r e l a t  ivamont cl &pido dc loa momentos f leotoros.  Una ve5 

qu? la  l e y  do ospesoros do l a s  d i s t i n t a s  piezas so haya a j u s t a  

do, pucac calcularso *;a armadura auto-ostática por un m6 - . - 
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todo semejante a l  seguido en las pieeae isos t8t icas .  

La solucidn defini t ivq no corresponder& a l a  dehuci- 

da en. es ta  primera aproximacibn, pero salvo en casos excepoio- 

nales, solo queda var ia r  ligeramente l a  posicidn de los  codos 

de l a s  armaduras, cgn e1 f í n  de conseguir una reduoción de l o s  

momentos to ta les  Mt, mediante l a  incorporaci6n de l o s  momentos 

hiperest5ticos secundarios Ea que, ahora, aparecen al separar- 
P 

se e l  oable de un trazado auto-esMllco. 

E l  procedimiento no constituye, .precisamente, un de- 

chado de senoillez. La poca experiencia que s e  posee, dado e l  

reducido mfirnero de estructuras que exister, de es te  tipo, hace 

afin m8s penosa l a  segunda ser ie  de tanteos. 

4th asf e l  problema no e s t á  resuelto. Las cargas i n  

t r o d q  idas, actuando permanentemente sobre e l  hornigbn y e l  u 

acero, hacen que tanto uno como otro  material, sufran importas 
' 

t'es defomaoiones lentas. Como consecuencia, el estado de t e z  

sibn interno, aún en l a  quim8rica hipbtesis  de que se  manten- 

gan constantes l a s  sobrecargas exteriores, sufre una continua 

evo~ucibn a medida que transcurre e l  tiempo. 
8 

En ese constante f l u i r  de l  hormigón y del acero, l o s  

esfuerzos in ic ia les  introducidos por la ,acción del  pretensado, 

van reduci6ndose con variable incrmen'tro, dudCindose, en e l  nao - 
mento actual,  que tiendan hacia un valor de estabil izaaión co- 

mo primitivamente liabian admitido l a  mayoría de l o s  mtores.  

Los ensayos llevados a cabo sobre probetas de liormi - 
gdn, algunas ae .las cuales,cuentan ya con d s  de 15 años de - 
ininterrumpida observa,ciÓn, acusan una c i e r t a  tendencia a la  
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es tabi l izac ibn  de l a s  deformaciones l en tas  bajo cargas nanteni- 

das, Por e l  cont rar io  l o s  estudios c r i s t a l o p & f i c o  y l o s  ensa 

yos acelerados sobre probetas de acero especia l  a altas tempera- 

turas ,  j u s t i f i can  y r e g i s t r a n  ika presencia Be un periodo en e l  - 
cual  l a s  deformaciones l e n t a s  son directamente proporcionales a l  

., . 
tiempo . . . 

Facilment e se  copprende l a  gravedad de e s t e  impor-L anJc e 

extremo, Desgraciadamente,. e l  estado ac tua l  de l a  técnica no - 
permite, establecer  una dudosa correlación e n t r e  temperaturas A- a 

tiempos, y as$ ng ex i s t e  posibi l idad de aventurar un c5lculo de- 

dicado a estimar, s iquiera  de un modo aproximado, e l  plazo l i m i -  

t e  a p a r t i r  d e l  cua l , ,  un acero especial ,  cargado a una .t ensibn - 
constante c?eterminada, se in terna  en  ese peligroso per'iodo cuasi  

viscoso, preludio de una inexorable ro tu ra  en un in terva lo  de po 

cos años. 

En. todo caso, l a  t e o r í a  y la experiencia lian servido - 
por 10 menos, para demostrar l a  invalidez de l a  extrapolacidn - 
en l o s  ensayos sobre f luencia  de aceros. E l  carac ter  marcadarnon 

t e  logarftmico de l o s  diagramas daformacionss-tiempos a corto - 
plazo, solo s i rve  de innecesaria  jus t i f icaa ión  a l a  exis tencia  de 

un primer periodo t r a n s i t o r i o ,  totalmente independiente de o t r o  

pos:l;erior psoudo-n~wtoneano, cuya inioiaci6n,  amplitud y d e s a r o  

I l o ,  oscuras funciones t an to  de l a  magnitud d e l  esfuerzo a que - 
se haya sometido e l  mater ial  como de l a  composición y proceso me- 

talfirgico d.el acero en cuestión, pormanenen ocul tas  bajo e l  co* 

p le jo  mecanismo reoldgico d e l  conglomerado c r i s t a l ino .  
.- 

El.proyect is ta ,  perplejo ahte  c l  tupido caos de t a n  - 
confusos fcndmenos, solo puedo a r r i e sga r  unos valoros medios -, 
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con jus t i f i cada  desconfianza, proyectar unos anc la jes  v i s i l a -  

blea y aptos no solo para cor regi r  l a s  imprevisibles pérd idas '  

de tensión, s ino también para permitiz La reposición de aque- 

l las armaduras cuyo comportamiento ofrezca s e r i a e  dudas acer- 

' ca de su viscoso régimen de trabajo . 
Adoptando e s t a s  precauciones, g aventurando un valor  

medio para l a  pérdida de tens ión  de l a  armadura, correspondien 

t e  a un in terva lo  de unos cuantos azos, pueden volverse a cal- 

cu la r  l o s  nuevos momentos (M ) por d i r e c t a  proporcionalidad - 
P t 

en t re  tensiones i n i c i a l  y f i n a l .  Bajo e l  nuevo régimen de p- 

compresiones l a  es'crl-zc-hura deber5 .es tar  Í'iacultada para r e s i s  - 
tir l a  acción de l a s  cargas ex ter iores  en l a s  condiciones de sz 
mridad preestablecidns.  

Aunque, de S~cl1.0, e s t a  segunda c o m p r ~ a c i ó n  se  r e a l i -  

ce con r e l a t i v a  rapidez, obliga., algunas veces, a in t roduci r  62 

terminadas correcciones en e l  dirLiennionamieiito inicialmente p r z  

v is to .  

La seguridad de l o s  cntrwmados h iperes tg t  imo so a6n 

cuando aparecv irfi2licit ainert e 1 igade a l  graclo de indetermina- 

cidn e s t á t i ca ,  suele  seF siempre superi.or a l a  da l a s  estruc- --. 
t u r a s  i s o s t á t i c a s .  Los posibles  as ien tos  de l a  cimentación y 

l a  extensa :,ama de imprevisibles decectos qus S-e pueden d o s l i  

z a r  durante l a  ejecución de l a  obra, con sus  d i s t i n t a s  carcc- 

t c r í s l  i cas ,  impido f orinr~lar una concreta valoracidn do e s t e  - 
incremento d-e seguridad a favor de loa  ontrainados monoliLicos , 
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Frente a e s t a  apreciable  ventaja,  l a s  e s t ruc tu ras  

i sos t t t t i cas  ofrecen, con sus cables  de más simple trazado,- 

una menor posibi l idad de p6rdidas por rozami~nto  a causa de 

l a s  maniobras de t sssdo ,  Las hiperest&.ticas son muy sensi- 

b l e s  a cualquier tiefecto o e r r o r  en l a  colocaoidn d e . 1 0 ~  c~ 

b le s ,  Las piezas i s o s t á t i c a s  no s u e l e n , e x i g i r  alambres de 

d i s t i n t a s  longitudes y l a  puesta en carga de l a  armadura pug 

de r e a l i z a r s e  en e l  orden m6s conveniente desde un punto de 

v i s t a  constructivo. 

La experiencia,  una vez m&s,  e e  l a  encargada de - 
sancionaz e s t e  inc ip ien te  p l e i t o  en t r e  l a s  e s t ruc tu ras  bip_er 

e s t á t i c a s  pretensadas y sus  cemelas l a s  i s o s t á t i c a a ,  La - 
f a se .  ac tua l ,  const i tuye un período de verdadera experimenta 

cibn, y l o s  s ~ s u l t a d o s ,  que aún no s e  per f i lan ,  serán l a  m& 

firme prueba documental de un sumario cuyo f a l l o ,  aún parece 

t a rda rá  largos años en  pronunciarse. 
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-. I n s t i t u t o  Técnioo de l a  ~ o n s t r u c c i b ~  y d e l  Cemento - 
m- 3 - 2 -- ET;TUDIO ".. TEORICO DE LAS ESTRUCTUXAS HImFIESTATICAS ,-- 

(4 theoret  i c a l  treatment of cont inui ty  i n  p r e s t r e s d  e6 concrete) 

l lSrnSIUM NQ 7 de l a  S,T,U.P," Septiembre, 19.51 
l 

AUTOR: Y, Guyon 

S I N O P S I S  
--.a- - - 

En e l  presente  artLculo (cuya 11 y a t e  qe publicará 
en o1 próximo número), s e  estudia  e l  -i"razaclo que ha de darse a 
l a s  arnaduras de las as t ruc turas  de horrnig6n pretensado esta-t& 
camente indeterminadas, 

En su primer par te ,  .se considera una. viga en la  cual  
l o s  dnicps esfuerzos aplicarlos son l o s  originados por e l  pre ten  
sad0.y s e  deducen l a s  condiciones que, en t a l e s  c ircunstancias ,  
debe cumplir l a  a rmdura ,  con e l  f i n  de que, a l  prctensar ,  no - 
se originen reacciones adicionales  en  l o s  apoyos. 

A continuación, s e  estudian l o s  efectoS a que da l u  - 
gar l a  superponicRÓn de l a s  cargas sx te r io res  y en l a  t e r c e r a  - 
par te ,  se  indican algunos métodos para determinar 3as llamad-as 
trayec-borias auloua-b6,ticas de l o s  cables,  que son aquel las  que 
sa t i s facen  l a  condioión antes  mencionaca de no producir momen - 
t 0 6  ad.icional.ess 

Seguidanlente, s e  aplica. e s t e  método a l  estudio de es- 
t r u c t u r a s  más complejas y se examina con espec ia l  d e t a l l e  e l  c s  
so de pbrt icos,  

Finalmente, s e  expon0 l a  tdcnica a seguir  para la  pues  
t a  en carga de l a  armadura, por medio de gatos,  de t a l  forma que 
l o s  cfcctos  producidos sobro l a  estructura sean precisamento los. 
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indicados por e l  cálculo y s e  hace notar  l a  d i f fou l t ad  que se .  
pressnta,  como consecuencia de las deformaciones l en ta s ,  e tc , ,  
para mantener, a l o  largo d e l  tiempo, las tensiones adecuaci.as, 

1 P A R T E  
------...---.dp 

A l  t r a t a r ,  de cons t ru i r  una estructurs,  hiperestcStica, 

sea pretonsada o no, s e  presenta  siempre grandgs d i f i cu l t ades ,  - 
t an to  desde e l  punto de v i s t a  -be6rico.como desde e l  punto de v i 2  

t a  prác t ico ,  P ~ r o  e s t a s  d i f i cu l t ades  se duplican en e l  caso de 

l a s  e s t ruc tu ras  pretensad-as pues a l a s  complicaciones originadas 

por l a  acción de ].as so l i c i t ac iones  ex ter iores ,  vienen a sumarse ' 

l a s  cre?,'-as por  e l  propio esfuerzo de yretensado, Los inconve - 
nientes,  se  premiitan no s6lo en e l  cá lcu lo  y a1 disponer l o s  - 
6iatini:os elene-?tos, s ino  en l a  construccidn d e l  conjunto ce l a  

estructura.  

9.- LOS efec tos  d e l  pretensado,- Caso p a r t i c u l s :  - 3  

vigas c-111-1; i;iixar; .- 
Considorése, primerainente, e l  e fec to  prodi~cido por e l  

sólo esfumzo de l  pretcnsado, como si  fue ra  é s t a  l a  única so l i -  

citaciór? ???e actúa sobre l a  estructura. Este astado de preten- 

s a d ~  puro, podrá o no9 ser posible en l a  prác t ica  pero, en  teo- 

&a, pucG-e s e r  e+udiado aisladamente, superponiéndole dospuds 

l o s  e fec tos  cau~ixlos por l a  apl icacibn de l a s  cargas exteriores, 

do t a l  forma que se  cumplan las d i s t i n t a s  condiciones de eatabL 

l idad  bajo l o s  diferentes es-kados do carga, 
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En una e s t ruc tu ra  internamente p r e h s a d a ,  l a  
1 

so la  acción de l o s  esfuerzos de pretensado y suponiendo que 

és tos  constituyen,por s i  mismos un sistema en equ i l ib r io ,  l a s  

5eacciones eii l o s  apoyos serán nulas  s i  l a  e s t ruc tu ra  e s  est& 

ticamente determinada; pero s i  no l o  e s ,  dejarán de s e r  Cero 

pues l o s  d i s t i n t o s  e l ~ m e n t o s  no podrán ?a deformarse libreme; 

t e ,  Un senc i l lo  ejemplo se rv i r á  paza a c l a r a r  .es ta  ctlestión. 

Sea una viga continua de dos tramos de luces  igua les  (fig. 1 )  

pretensada mediante un cable  colocado en  l a s  proiimidades de 

su borda i n f e r i o r  y para le lo  a su  e j e  hori.zontal. I.ongiJ~udinal. 

S i  s e  suprime e l  apoyo cen t ra l ,  l a  viga s e  hace est5ticamente . 

determinada y las reacciones en l o s  apogos que s e  mant ie~en,  - 
s e  anulan. La l fnea  de presiones coincide con e l  trazado d e l  

cable,  

Como l a  presidn en e l  borde i n f e r i o r  de l a  viga e s  
%. 

mayor que cn e l  borde superior,  l a  pieza Gomari l a  forma de un 

arco c i r cu la r ,  dejando de apoyarse cn e l  sopor-be cent ra l .  S i  

s e  quiere  volver a l l e v a r l a  a su posición pr imit iva,  s e r á  nc- 

cosar io e j e r c e r  sobre dicha sección c e n t r a l  un eaf;~v?.zo vert& 

c a l  de magnitud R. La rcaoción d c l  apoyo cent ra l ,  por consi- 

guientc,  d-ebera.. s o r ,  -R y, por l o  tanto,  l a s  dc l o s  apoyos ex- 

trcmos valdrán + !! , en cada uno do o l l o s ,  E s  dec i r ,  que l a s  
2 rcacciones no scran ya nulas y l a  l í n e a  do prcsionos, en con- 

secuencia, dc jar5  de co inc id i r  con e l  cable  para tomar, en  c~ 

da tramo, l a  dirección dc 12, r c su l t an tc  dc l o s  esfuerzos de - 
R pretensado F y do l a  rcaccibn + * 

. Estc comportarnionto mccánico es  fácilmontc genera.- 

l i z a b l e  a l o s  d i s t i n t o s  t i p o s  dc eatruc-turas y cn todos e l l o a  

ocur r i r á  que, como cn o1 ejemplo antes  mencionado, las r cacc ig  

nos hipcrost5t  i c a s  dobid-as a l  prctcnsado, formarán un sistema 
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e n  equi l ibr io ,  cuyo efec to  vendrá a superponerse a l  de loa  os- 

fuereos de pretensado que, por su  parte ,  constituyen por s i  - 
mismos o t r o  sistema en equi l ibr io .  

Debe hacerse notar  que, en e l  c i tado  ejenlplo, e l  re- 

sul tado  ser$ e l  mismo t a n t o  s i  e l  pretensado se e je rce  por me- 

d io  de cables, como s i  se  r e a l i z a  mediante ga tos  apoyados sobre 

e s t r i b o s  extremos. Pos%eriormente, be volvera .sobre e s t a  cues- 

ti6n, pero por e l  momento se considerar6 exclusivamente e l  caso 

de vigas pretensadas por cables.  

Se admite tambi6n la  h ipdtea is  &e que e x i s t e  un sólo 

cable  que se considera obteniao sustituyendo e l  conjunto de a l a 2  

bres de la  armadura por s u  resu l tan te ,  de t a l  forma que la  ten- 

sidn de e s t e  cable  pueda v a r i a r  de una seccibn a o t r a  a causa - 
de l a  aplioacidn de nuevos esfuersok adicionales  de pretensado. 

En de f in i t iya ,  en toda es t ruc tura ,  e x i s t i r á n  dos sis- 

temas d i s t i n t o s ,  cada uno de e l l o s  en equi l ibr ioo e l  cable  y e l  

hormigón, l o s  cuales  reaccionardn uno sobre otro. 

E l  hormigón e s t d  su je to  a ia acoidn de l a s  s iguientes  

fuerzas  t 

1 Q . -  Las fuerzas  e je rc idas  por l o s  anc la j e s  d e l  CD'.;.~ 

(Fuerzas F). 

2Q.- Las f'uersas ejerci t las  por l a  deformación de l a  - 
pieza  o l a  curvatura d e l  cable, en  e l  momento de 

su puesta en carga (Fuerzas b) .  

38 , -  Las reacciones or iginadas por e l  p r e t e n s ~ d o  sobre 

l o s  apoyos ( h e r a a s  8 )  y que constituyen, por s i  

mismas, un sistema en equ i l ib r io ,  
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El cable  a s u  vez, e s t k  sometido a 1oa.esfuerzos que 
sobre 61 e jerce  e l  hormigón y que son iguales  y opupst,os a 'las 

fuerzas  rnen*ionadas anteriormente en l o s  apartados 1;' y 2Q, - 
( ~ u o r z a s  -F, e je rc idas  por l o s  anc la jes  y -b produoidas por e l  
hormidn como consecuencia Be la f l ex ión  de l a  pieza o curva tz  

ra d e l  oable) ,  Sobre 61 no actuan en  cambio, las fuerzas  d e l  - 
apartado 3Q. ,'- 

Como quiera  que e l  cable  e s  f l e x i b l e ,  l a  r e su l t an te  

de las fuerzas  que sobre 61 s e  ejeroen, en  cada punto, deber6 

s e r  tangencia1 a l a  t r ayec to r i a  de l a  armadura, As?,, la l í n e a  

de accidn de l a s  fuerzas  -F y -b (Y, por consiguiente, la de - 
sus  opuestas .t F y +b que actuan sobre e l  hormigón) coinoidir6 

con e l  tragado del cable.  Sin em$a-rgo, como sl  hormig6n s s t 4  - 
tambien sometido a l a s  f u e r ~ a s  R7 l o s  momentos producidos por 

e s t a s  fueraas  sobre l a  viga, modificarán o1 punto de ap l i ca  - 
cidn de l a  r e su l t an te  de l o s  esfuerzos aplicados en cada sec- 

cibn; 

S i  l a s  reacciones R no producen compresión (caso de 

pna viga continua horizontal ,  apoyada sobre r o d i l l o s )  e l  e s  - 
fuerzo normal s e r á  constante a lo largo de l a  viga. Si se  des- 

prec ia  e l  rozamiento del  cable, y l a  inc l inac ión  do Qste res- 

pecto 81 a j e  de l a  viga e s  suficicntomente pequeña para pode= 

s u s t i t u i r  e l  esfuerzo de protensado, tangente a la t r ayec to r i a  ".. 
d e l  alambrc, por su proyección s o b r e a e l  e j e  do l a  viga, enton: 

% ces  o1 esfuerzo normal s e r á  F, o sea, l a  suma do las fuersaa - 
e jerc idas  por l o s  anola jss  d e l  cable a ' la  izquierda de l a  seo- 

- ,  

c idn  consid-cradas . , .> 
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, S i M  e s  e l  momento producido por las reacciones R - 
( ~ i g ,  3 ) 9  e s t e  momento provocar5 en  l a  seccibn una t rans lac ibn  

I 

ttu'N de l a  l i n e a  de acción de l a  fueraa F, con re1aciÓn.a l a  - 
t r ayec to r i a  d e l  cable ,  de t a l  forma'que s e  verifique8 

F.u = .M. M u c -  F 

En e l  caso de v igas  simplemente apoyadas, las reaccio- 

nes R son nulas y por l o  t an to  'W1 y tambidn l o  serán y l a  

l f n e a  de presiones co inc id i rá  con e l  cable,. 

Pero s i  l a  viga e s  h iperes t5 t ioa  las reacciones R, en 

gen r a l ,  no son nulas  y, por consiguiente, l a  l i n e a  de presic-les 

no coinaide con l a  ci-ada t rayec tor ia ,  exis t iendo en t re  una y - 
o t ra ,  en  cada seccibn, una d i s t anc ia  igua l  a "utf (F'ig. 3 ) .  Pa- 

$a que ambas l f n e a s  se  superpongan, se r& necesario enoontrar un 

t razado para l a  armadura t a l  que haga que l a s  reacoiones,R sean 

nulas. A l a s  t r ayec to r i a s  que sa t i s facen  e s t a  oondicibn, s e  l e s  

denomina uauto-estáticasfl. Su determinación const i tuye uno de - 
l o s  problemas fundamentales en e l  estudio de las e s t ruc tu ras  hi.- 

peres t  5t icas ,  de hormig6n p re t  ensado . 
Siempre que l a  disposición de l a  armadura no s e  ajus- 

t e  a una de esta.; - t rayector ias  l t au to -es t&t icae~ ,  e l  pretensad-o 

or ig inar6  nnás reacciones que reciben e l  nombre de ~treacciones 

h ipe res t á t  i c a s  debid-as a l  pre t  ensadott o m6s simplemente I1reao - 
ciones debidas a l  pretensadoifo 

Es  evidente que en e l  caso que s e  acaba de considerar 

( ~ i g .  3) l a  d i ferenc ia  en t r e  l a  l í n e a  de presiones y l a  trayec- 

t o r i a  d e l  cable,' en cada secci6n e s  una funci6n l i n e a l  de l a  ab? 

c i s a  medida a p a r t i r  de uno de l o s  apoyos (por ejemplo, e l  izquie; 
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do) de cada tramo. Efectivamente; las reacciones debidas a l  - 
pretensado, aparecen Únicamente aplicadas en l o s  apoyos,, Por 

tan to ,  e l  momento M se r4  umfuncibn l i n e a l  de la  abscisa,  y en 

consecuencia, también l o  ser& l a  d i s t anc ia  "uv . 
La l i n e a  e fec t iva  de presiones,  en  cada tramo, g.e 02 

tendrá,  por consiguiente, sumando a l a  ordenada d e l  cable, 1. 

correspondiente ordenada de una determinada' l i n e a  r e c t a ,  h$, 
l a  l í n e a  de presiones tendrá l a  m i s m a  curvatura que e l  cable, 

teniendo en cuenta que, como l a s  t r ayec to r i a s  que s e  consideran 

son c a s i  rec tas ,  su curvatura viene dada por l a  derivada segun- 

da de l a  ordenada, y l a s  funciones "yw (ordenada d e l  c a l ~ l e )  y - 
"y i A + B p I i  (ordenada de l a  l i n e a  de y & ~ s i o n e s ,  siendo A y B 

constantes)  t ienen l a  misma derivada segunda respecto a )o . 
En v i r tud  d-e cuanto antecede, l a  l í n e a  de pcesiones - 

quedará completamente def inida en cuanto so conozcan sus ordena 
t das en l a s  secciones correspondientes a l o s  apoyos, o9 de un m 2  

do m&s genergl, en  l a s  secciones extremas de cada tramo, En - 
consecuencia, si se  corjocen l o s  momentos M creados en l a s  s e c c i c  

nes de loa  apoyos por  l a s  reacciones debidas a l  pretensado, s e  - 
M podrs conocer tambi6n l a  m~gni tud  de l a  d i s t anc ia  u = F. O, l o  - 

que viene a se r  igua l ,  s i  se  conocen l o s  momentos &TI originados 

en l a s  socciones de apoyo por l a  combinaci6n de l o s  esfuerzos d c  

bidos a l  pretensado (fuerzas  F y b)  y ' l as  reacciones h i p e r e s t 6 t i  - 
cas,  s e  podra ca lcu lar  tambiEn l a  excentricidad e " respecto - "F 
a l  centro de gravedad, on l a s  secciones co-~.respondicntcs?a 30s - 
apoyo S 0 

Esto cálculo no ofrece d i f i c u l t a d  y puede ser r e a l i z a -  

do por l o s  m6todos corr iontos (por  ejemplo, aplicando e l  teorcma 

de l o s  t r e s  momentos), ya que Fe conoce l a  r o s u l t a n t ; ~  d e l  s i s to -  

m a  F+b, en magnitud y posición, (y, por l o  tanto,  su  mom(sii%o). - 
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Dicha resu l tan te ,  coincide con e l  cable. S i  ltyl! y "e" son l a s  

ordenadas d e l  cable  y e l  e j e  neutro,, respectivamente, con re-, 

c i6n  a un origen o o d n  (la. cuerda d e l  o je  veutro, por ejemplo), 

e l  momento producido por l a s  fuereas  ( ~ + b ) ,  s e r& igua l  a F (~4-g) 

( ~ i g .  4). Es te  momento s e r i a  e l  que a c t u a r í a  en cada seocién/ 

s i  se  considerase cada t rano  como independiente y simplemente 

apoyado en  sus extremos. E l  teorema de l o s  t r e e  momentos, o - 
cualquier,  o t r o  mdtodo cquivalcnt e, permit i ra  antonces, por 002 
siguisnto,  ca l cu la r  l o s  momentos M' que ectuan aobro l o s  apoyos 

do l a  viga continua, 

Pero exis ten  ademSs o t r o s  métodos de cálculo más d i  - 
rec tos ,  fundados eii c i e r t a s  propiedades que, analit'lcamente, han 

s ido  demostrades de un modo s a t i s f  ac tor io  , 

Las reaccionox h iperee tQt icas  d-e protensado (Fuerzas 

R)  son producidas por l a s  fuerzas  ;IF7j y F1biz que actuan sobre - 
l a  viga (es dec i r ,  l a s  de l o s  ziiclajes y l a s  originad-as por la 

curvatura d-e l  cable).  Inversamente, e l  cable  s e  encuentra es- 

t i r a d o  en virtud. de l a s  Puercas iguales  y opuestas a l a s  men - 
cionadas t - ~  y -b), pu6iendo Os-has ser s u s t i t u i d a s  por un sis-. 

tema equivalente, en e q a - ~ l i b r l o ,  que actuará sobre un cable c g  

yo trazado e s  conocido. Como quiera  qu,e en e l  momento de la - 
puesta  en carga de l a  armadura, e l  hormigdn que l a  rodea s 6 . e ~  

cuentra ya fraguado, e 1  cable no puede modificar su trazado, - 
quedando, por consiguiente, sometido a la  acoión de las reacc io  

nes produoidas en e l  hormizón (fuerzas-b) de t a l  forma que la  - 
t r ayec to r i a  que,adopLa e l  cable  e s  e l  poligono funicular  de di -  

chas reacciones. Coino consecuencia de l a s  conocidas propieda - 
des de l o s  polígonos funioulares ,  a s t a s  reacciones se distribui- 
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- F r á n  de t a l  forma que su rnagni-hd en cada punto sea -q r: - 
1 

por unidad de longitud, siendo r e l  radio de curvatura de1  - 
cable. S i  e l  rozaniento de Bate en su  vaina, puede conside- 

r a r s e  como despreciable,  l a s  fuerzas  -q ser& normales a l  oa- 

b le .  

Lo anteriormente expuesto s e  v e r i f i c a  aun cuand6 la 

t r a ~ ~ e c t o r i a  de l a  armadura no sea una curva continua.' En l o s  

puntos de giscontinuidad, e l  rad io  de curvatura s e  hace cero 

y entonces, para una longitud in f in i t e s ima l  e l  valo. de Itqq1 - 
r e s u l t a  i n f i n i t o o  Esto s i g n i f i c a  que, en e s t e  caso, e l ,  horm& 

gdn e je rce rá  sobre e l  cable  una reacción concentrada 4, cuya 

direaci6n se rá  l a  b i s e c t r i z  d e l  ~ I ~ l o  formado por las dos rs 
mas d e l  alambre que se  encuentran en e l  punto de discontinui- 

dad, ,Como, en l a  p r i c t i c a ,  l a  curvatura de l a  t r ayec to r i a  d e l  

cable, sue le  s e r  rnuy pequeJa,las fuerzas  I1qft y "Qql, pueden con - 
s idorarse  como v e r t i c a l e s .  

En de f in i t iva ,  por l o  tanto,  puede suponexse un oa .I 

blo sometido a l a  accidn de va r i a s  fuerzas  ve r t i ca l e s ,  y a una 

t racoidn a ñ i l  (F ( ~ i g .  5), Su equ i l ib r io  queda asegurado por 

l a s  dos fuerzas  E', t a ~ e n c i a l e s  a l  alambre, e j e rc idas  por l o s  

a v l a j e s  en  l o s  dos extremos do l a  armadura. Es tas  reacciones 

F, pueden descomponerso en dos diroccionesr l a  v o r t i c a l  (fue- 

zas V y V ) y. l a  de l a  cuerda A B (fuarzas  FtA y FtB).  
& B 

Las fuerzas  y y V estSn on equ i l ib r io  con las slqri A B9 
y '>Q1', y las FtA y F t B 9  s e  equi l ibran e n t r e  si. Evidentemep- 

t e ,  e s to  ha -de  s e r  a s í  s i  e l  sistema de todas e s t a s  fuerzas ,  

en conjunto, ha de e s t a r  en equi l ibr io .  S i  l a  pendiente de - 
las tangentes en l o s  ex-1;remos A y B, con re lac i6n  a l a  ouerda 
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AB, e s  pequeña, l a  fuerza ~l~ Z" B ' e s  prtlcticamente, i gua l  a F. 

En t a l  h ipótes is ,  e l  e fec to  t o t a l  que l a  armadura pro- 

duce sobre e l  hormigón (efec to  que sé rá  igua l  y cont rar io  a l  pro- 

ducido por e l  conjunto de fuerzas  an te s  mencionado) ve&r% repre- 

sentado por: 

a )  - Un esfuerzo de compresión F, que actua a l o  la r - '  

go de l a  cuerda LB desde l o s  puntos &o ancla je  - 
extremos a 

3' ) Un conjunto de cargas v e r t i c a l e s  repar t idas  ~;r 

c )  .-- Las fuerzas  v e r t i c a l e s  aoncentradas Q, que ao - 
luan en l o s  puntos de disoontinuidad y l a s  VA y 

V que s e  e je rcen  en l o s  extremos d e l  cable.  
33 

S i  s e  supone que l o s  puntos de disoontinuidad se en - 
cuen-j;ran sobre l a s  v e r t i c a l e s  que pasan por l o s  apoyos interne- 

dios,  y l o s  anc1a:es d y B sobre l o s  apoyos extremos ( ~ i g .  6) - 
e s  evidente que l o s  momentos N' producidos en l o s  apoyos por l o s  

esfuerzos e je rc idos  por e l  c e l e ,  serán independientes de las - 
fuerzas  concentras VA, VB y Q, ya que l a s  l í n e a s  de acción do - 
6s tas ,  pasan por dichos apoyos, Esto. s i g n i f i c a  que l o s  momen-Los 

N' producj-dos por un ca%le sometido a l a  tens ión  F, dependerhso- 

lamente de l a  posici6n do l a  cuerda AB (o soa, de l a s  excontri- 

cidades eO y en do l o s  ericla j es  on l o s  oxtr0moa) y de l a s ,  cargas 
F' v e r t i c a l e s  q - e je rc idas  por e l  cable  (y9 por l o  tan to ,  en de- 
2 

f i n i t  iva, d e l  radio de curva-tu*a do l a  armadura) . 
Se comcrendo que, por consiguiente, dos t r ayec to r i a s  - 

a y b do armadura (li'ig. 6 ) ,  quc tongan l o e  mismos puntos de an - - - 
c l a j o  extremos y l a  m i s m a  forma in t r inseoa  en cada tramo (es  de- 
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cir, l a  misma curva-hura en cada seooidn vertical) darán l a  mis 

'm ' r l inea  de presión efec t ivan  aunque sus  t r ayec to r i a s  rea l68  -- 
en e l  in.tieriúr de l a  es t ruotura  sean d i s t i n t a s .  Esta " l inea  de 

preisiQti efec t ivaH,  sera una c u ~ v a ~ s ~ ~  que tendriz, a su vea, l a  - 
mi&rna roma Sn-trinseca que e l  cable* en l o s  dist infos  tramos, y 

M's cuya exoentricidac en cada apoyo sekr  al e !!h. 
I i e2 -P. F 

e t ~ .  sit3ndo M*,, Mt2 U. etc., loa nomentos godubidoa en los --- 

suoesivos apoyas de l a  viga hiperestihitioa que se oonsidere, yo' 

las fuerzas  F (que actuan a l o  largo &a A-B) y por l a s  cargas - 
ver% icales .Rq't Y 

Por consiguiente,  las excentricidades de 10s cables 

en ZOB apoyos intermedios podrán va r i a r se  sin que e l l o  a fec te  

al -Ira%ado &e l a  Zinea de presiones e fec t iva  lts". A e s t a s  va- 

ciaoiones se l e e  dá e l  nombre de u~ransformaciones l i nea le sx  p& 

ra expresar e l  heoho de que l a  di f e~enc ia  en t re  las d i s t i n t a s  - 
t rayec tor ias ,  en cada Craino, puede s e r  representada por una fuz 
cidn l i n e a l ,  Estas distintas trayéctiorias se obtendrin nian-be - 
niendo l a  curvatura del cable  en cada tramo y &&c@slad.ando hacia  

arriba o haoia abajo, su punto de intersocofdn, con las v e r t i c a  - 
l e s  correspondientes a los d i f e ren tes  apoyos. 

Sin embargo, estas Ntransforntaciones l ineales1* afecta- 

ran, oomo es Ibgioo, a las reacciones en  los apoyos, como aonse- 

cuenaia do las variaciones que introduoen en las  fuerzas  concen- 

. tradas Q. 

Si e l  cable se dispone so&n l a  l fnea  "Sr1 ,  coinc id i r& 

con la linea de presionas y por consiguiente, l a s  reacciones en 

los apoyos 8erdn nulas,  A oste trazado 8s 10 dcnomina Hauta-oa-- 
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t á t i c o u  y a l a  l i n c a  do prosioncs corrcspondiento, Q1cuma 

os t  8t icafl . 
La pos ib i l idad  dc t r a s l a d a r  c l  cablo s i n  v a r i a r  l a  

l i m a  de prosionos, es del  mayor in t e rgs  dcsdo c l  punto do - 
v i s t a  práctico, ya quc pcrmitc obtcnor l a  conveniante l í n e a  

de presiones e fec t iva  eliminando en l a  t r ayec to r i a  de l a  ar- 

madura discontinuidades que harian imposible e l  tesado de l o s  

alambres. 

Ahora, e s  neceserio es tudiar  e l  e fec to  producido por 

e l  esfuerzo de compresidn en  l a  direcci6n,.AB,. Sea. una viga coz 

t inua  de Qtnql tramos ( ~ i g .  7) y A 1 ,  B', CI, D1, E', e tc , ,  l o s  

puntos en l o s  cuulss s u  e j e  neutro a t r av ie sa  l a s  seociones co- 

rrespondientes a l o s  l i s t i n t o s  apoyos. Supbngase, para mayor 

generalidad, que e l  e je  neutro e s  curvo, Primeramente, s e  pue- 

de descomponer l a  fuerea  1- aplicada en e l  punto A, según una 

para le la  a l a  primera cuerda A' C )  , y una v e r t i o a l  VA. A n á l o e  

mente, l a  fuerza F apl icada en B,, puede descomponerse según E' 

B' y VB. L a s  componentes V y VB, no ejerceran acción alguna A 
sobre l a  viga ya que r e su l t a rán  neutral izadas por l a s  r eacc ig  

nes v e r t i c a l e s  de l o s  apoyos, Por o t ca  pa r t e  y como qui-era 

que l a  pendiente Ce AB, suele  s e r  pequeña, l a s  componentes pfi 

r a l e l a s  a A I C t  y EIBt ,  serdn, prácticamente, igua les  a F. . 

Sin a l t e r a r  e l  equi l ibr io  d e l  sistema, se pueden - 
in t roduci r  en A' y en l a .  CLirección A'C' ,  dos fuerzas  iguales  

y con t ra r i a s  (+F) y (-F) , y hacer l o  mismo Fn 3' . ~ a '  fuerza de 

compresidn, pare le la  a AB, que actuaba en A, queda a s i . s u s t í -  - 
t u í d a  por l a  +F que actua a l o  l a rgo ,de  A I C t  y o1 par,+F*AAt 

Lo mismo ocurre en B. S i , eo  y o, son, respoctivamentc, l a s e x  

centr ic idades en A' y B',  l a  viga so encontrar6 sometida en  sus  
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extremos a l o s  momentos eoF y e,F, l o s  cuales  p roduc i~án  en los 
apoyos i n t  erinedios nuevos momentos que pueden ser f doilmente - 
daloulados y que disminuyen rápidamente a medida que se sledan 

de l o s  apoyos extremos, 

Existe, adem&s, la compreddn a l o  largo de la ouer- 
da A t 6 1  . En Ct  , eBta oomprasidn se repar te  enare e l  soporte C' 

y l a  cuerda C'D'. La componenCe se&n e s t a  bltima, al l l e g a r  

a D' s u f r i r 5  an&logo desdoblamien.t;o,,y así  i rá  suoediendo, su- 

cesivamente, dado lugar a la aparioidn de reacciones R', en cz 
da apoyo y a l a  oompresidn de. 'las diferentes ouerdaa, has ta  112 

gar a l  tramo f i n a l  en e l  cual, l a  compresi6n w&n E83' deber&, 

compensarse con l a  fuerza F aplioada en Bt. LBS reaaciones R', 

tampoco ejercer& accián sobre 3a viga, Por l o  tanto, cada uno 

de los tramos quedar6 oompximido e e d n  la direccián de la  cuer- 

da de su e j e  neutro, 

Sea ahora rf , e l  radio de curvatura (variable) d e l  - 
eje neutro Bn un tramo t a l  como e l  C t D I  ( ~ i g ,  8) y suponganas 
aplicadas a 10 lasgo de este. e je  dos cargas wrtioales, unifor 
memente a is t r ibuidas ,  de signo contrar io y de .magnitud q' F- 

C ri 
las cuales producir&n en los extremon Ca y D* la8 reacciones - 
ver t i ca les  - + V'C' y 2 V(Dt  . 

E l  efecto de las cargas ql haoia abajo y aus reacrcig 

nes, y e l  de l a  comprosidn F, es someter,el  e je  neutro a una - 
oompresidn a x i l  igual a F, en cada punto, toda vea que e l  eje 

neutro ee precisamente o1 polígono funicular  de dichas oargas. 
F Existe  ademtis l a  carga vertical hacia a r r i b a  7 , cuya acción r 

sobre e l  re fe r ido  eje no aparoce. compensada. 
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De e s t a  forma, l a  compresidn F a l o  largo de l a  cuer- 

da, s e  ha t r a n ~ f o r r n a ~ o  e n  una compreaibn F según e l  e j e  neutro 
F y una carga v e r t i c a l  Iiacia a r r i b a  -..;. . La f l ex idn  producida - 
r 

por e s t a  carga, será  l a  Única que inf luya  en l a  excentricidaG. - 
de l a  liriea de acci6n de l a  fuerza F, ya que Lodas l a s  demas - 
cargas no crean momentos. S i  e l  e j e  neutro e s  rec to ,  r t  se  ha- 

ce i n f i n i t o  y por l o  t a n t o p  la  s o l i c i t a c i b n  nÓ compensada, o - 
sea,  l a  carga hacia arri-ba s e a n u l a .  7' 

En l o s  apoyos extremos, l a s  excentricidades de l a  1í- 

nia  e fec t iva  de presiones,  son ev&dei~temente, igua les  a las e. 

y e de l o s  anclajes ,  y por consiguiente, l o s  momentos en l a s  - n 
se'cciones correspondientes a diclios apoyos, valdrán F.eo y P.ene 

Sin,  embargo, s i  se introfluoen esfuerzos adicionales  

de pretensado, 5.ue s e  supondr6n aplicados en l a s  secciones de - 
l o s  apor).os in-1;errnedi.o~~ la ,  fuerza  F va r i a rá  do un tramo a o t ro .  

A s i  por ejemplo, s i  en l a  seccibn del apoyo se considera aplL 

cada una fuerza ad ic ional  de pretensado F. con una excentr ic i-  
1 

dad ei, ademds de l a  nueva compresidn F (que de l a  misma mane- ia 
r a  que se hizo anteriormente, puedo tomarse como d i r i g i d a  a Lo 

largo de l  e j e  neutro) un nuevo momento Fi ei apareoerP en cad-a 

uno de l o s  demás apoyos, meno3 en l o s  dos ex-bremos, ya que en  

e s t o s  e 1  momento ha de permanecer invariablsmente igua l  a Fo e. 

y Fn en. En las  d i s t i n t a s  secciones, coincidentes con l o s  s,b-- 

yoa s i tuados a uno y o t r o  lado d e l & 9  se  obtienen así momentos 

que son alternativamente pasi-bivos y negativos y cqra magnitud 
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decrece r3pidarriente a medida que aumenta su  d i s t anc ia  a & (*) 

En resumen, l o s  efectos  produoidos por e l  pretensa- 
! 

do sobre una viga continua, en e l  caso de que 30s apoyos sean, 

Únicamente capaces de o r ig ina r  reacciones ve r t i ca l e s ,  son l o s  

s iguientes:  

E l  e j e  neutro, r e s u l t a  sometido a una compresibn, de- 

bida a l a  fuerza F que es  l a  r e su l t an te  de todos l o a  anc la jes  - 
que actuan a l a  izquierda de l a  seocibn que se considere, y cu- 

ya magni'cud es  igual a l a  tensi6n t o t a l ,  que s o l i c i t a  a l  cabl -, 

) En o t r a s  palabras, si ki, , ki-1, kiW2 . . e tc ,  son l o s  coe- 
f i c i e n t e s  de transmisidn liacia l a  izquierda y kli,,, k'i+2 
k'i+3 l o s  de transmisidn hacia l a  derecha, l o s  momen-bos or& 
ginados por e l  Fi ei en l o s  sucesivos apoyos, aerEEna En l o s  
s i tuados a l a  izquierda de - i r  

' Fi ki ei f 
+ Fi ki kim4 eii Q 

- F. k. ki-, ki2 ei; e tc .  
1 L 

- Fi kli+, ei 5 

* F .' 1.' 
1 i + ~  k'i+2 eij 

. . m - Fi kli+l kiicp. kl i+3 ei; e t c .  en  l o s  S& 

tuados a l a  derecha de i, Estos momentos se sumarán a l o s  p r g  - F ~ u c i d o s  por las  fuereas  - Y F . Tales relaciones son - 
r 

igualmefite ap l icables  a l a  deterrninacidn de l o s  e fec tos  or ig ina  - .. 
dos por l o s  momentos Fo e y Fn en e n  l o s  sucesivos apoyos i n  - 

O 
termedios. 
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Adem&sp l a  viga experimenta l a  f l ex idn  producida por la curva- 

tura 'del  cable y l a  d e l  e j e  neutro,  En cada secci6n ex i s t e  un 

momento f l e c J ~ o r  igua l  a l  producido por l a s  cargas v e r t i c a l e s  - 
L 

F * + --1 suma de l o s  empujes no oompsnsados d e l  cable y de l a  
2 

viga, A e s t e  momento f l e c t o r ,  h8y que añadir  l o s  que en toda 

vica continua se  or iginan por la  accidn de l o s  momentos de e r w  

tramiento extremos 

E l  momento f r e c t g r  debido a l  pretensado, ser6 as í  áli en 

cualquier  seocidn y M,, %, edc. en l a s  suces,ivas s e o c i o n ~ s  de - 
mrr? M2 apoyp, En Bstas, l a s  excentricidades valdr&nr e, = , e*= 

e tc , ,  y en t re  e l l a s  l a  l í n e a  de presiones tendrá l a  m i s m a  forma 

in t r ínseca  que l a  t r ayec to r i a  d e l  cable ,  o sea, l a  m i s m a  cuma- 

t u r a  en cualquier sooci6n v e r t i c a l .  

La línea. e fec t iva  de presiones aai determina<-a, s e  de -- 
nomi na "curva e s t a  i cau  . 

Dos t r ayec to r i a s  de armadura que tengan l o s  mismos puz 

t o s  extremos (y, con mayor generalidad, l o s  mismos puntos de an- 

c l a j e  intermedios, en 6 1  caso de que exis-tan anc la jos  adicionales  

sobre l o s  apoyos i n t o r i o r e s )  y l a  misma forna in t r ínseca  en l o s  - 
d i s t i n t o s  tramos, o soa, que s e  diforencion solamento por su orde - 
nada en las secciones ve r t l ca l ea  correspondiontes a aquellos' apo- 

yos on l o s  que no haya a n c l a ~ c s ,  darán lugar  a l a  misma l ínoa  dc 

prcsioncs ya que producir6n l a s  mismas cargzs no oomponsadas y l o s  

mismos momcntos sdo ancla je ,  

E e r e  todas l a s  posibles  t r ayec to r i a s  que puede adoptar 

l a  arrnaclura, ex i s t e  una para l a  cual  01 esfuc+rzo de' prctensado no 

produce reaccionas hiporestdt icasg cs aquel la  quo coincide oon l a  

l i n c a  es t f i t ica  de presiones y so designa con e l  nombro do " t r a y e ~  
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An&logas oonclusiones pueden deducirse fácilmente, m e  
diante  un estudio a n a l í t i c o  d e l  problema. S i  l t ~ ' z  e "yft son l a s  

ordenadas d e l  e j e  neutro y d e l  c.le respecto a l a  cuerda de d i  -. 
cho e je  neutro, en un trpmo dadop (ver Fig,  4), e l  eafuerzo de 

pretensado producirá en dicho tramo un momento F (y + a) ,  i gua l  

a l  creado por l a  carga v e r t i o a l  F (yw+zn), siendo y", zft  l a s  E 
gundas derivadas de tfyft y Itzsi a " )o ' l .  Sin embar@,- 

teniendo en cuenta l a  pequeña curvatura de l o s  trazados que se 

y r t  y, por lo tanto,  l o s  momentos consideran, r = - 
Y l' z" 

ser&n l o s  producidos por l a  suma de las cargas no compensadas - 
F F - + m6s, desde luego, l o s  momentos en l o s  anclajes .  
I? 

No obstante,  r e s u l t a ,  en, general,  m&s s enc i l lo  en l a  

prác t ica ,  para l o s  casos numdricos, ca l cu la r  l o s  momentos sobro 

los apoyos s i n  tenor  en  cuenta l a s  cargas no compensadas, admi- 

t iendo l a  h ipd tes i s  de que e l  momento E' (y + a )  e s  e l  que se p r o  

duc i r i a  en e l  tramo considerado, si fuese independiente, 

Hay casos, sin embargop en l o s  que parece recomenda - 
b l e  e l  metodo de l a s  cargas no compensadas. Por ojomplo cuando 

o1 trazado de l  cable e s  parabb¡ioo. Entonces, e l  radio do cur- 

vatura r, e s  virtualmente,  constante y por l o  tan to ,  l a  carga - 
F no compensada - , e s  unifmme, Analogamente, a i  e l  o je  neu - 
T - 

t r o  de l a  pieza e s  parabblico, s e  encontrará sometido a una c a r  
F ga hacia a r r iba ,  uniforme, - , debida a l a  compresión que ex- r' 

perimenta a l o  la rgo  de su  cuerda, C u a l q u i ~ r  disoontinuidad, S 

bien sea.  on p l  trazado d e l  cable  o bien en e l  e j e  neutro de l a  

pieza, (caso, por ejemplo, de l a s  vigas con cartabones) r e s u l t a  
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equivalente a .una  carga conoentrada. Los momentos producidos 

en l o s  apoyos, podr$n siempre calcularse,  con toda f a c i l i d a d  

medianto l a s  f6rmulas dadas en e s t e  t raba jo ,  bien para vigas 

uniTormemonto cargadas, o bien para piozas sometidas a l a  a 2  

ción d~ cargas concentradas. 

' u n  caso muy frecuente en l a  p rac t i ca  e s  e l  de vigas 

continuas, sim6Bricas con re lac i6n  a un tramo o apoyo cent ra l ,  

y con l o s  cables  de pretensado dispuestos tambidn s i d t r i o a  - 
mente, (FQ. 9 )  . En e s t a s  condiciones, l a  correspondiente ss_ 
madura auto-estática posee c i e r t a s '  propiedades que f a c i l i t a n  

SU determinacibn. S i  e l  cable e s  uniforne, s i n  anc la jes  i n  - 
termedios, e s t a s  propiedades son las que s e  resumen a continua 

cidn r 

' S e  supone primeramente que e1 cable  es r e c t i l í n e o ,  

Como l a  l í n e a  e s t á t i c a  de presiones t i e n e  l a  misma curvatura 

que l a  armadura, s e r á  también r e c t a  dentro de cada tramo y a 

10 l a rgo  de l a  viga desc r ib i r6  una l í n e a  poligonal cuyos veE 

t i c e s  coincidir5n con l a s  v e r t i c a l e s  de l o s  distintos apoyos, 

Dicha poligonal, qued irá completamente determinada en cuanCo 

s e  cono5can l a s  excentr ic idades,en l o s  dos apoyos extremos, 

que dada l a  s imet r ia  de l a  viga, serbn iguales ,  Sea co su  va 
l o r  , 

Cada uno de l o s  lados de e s t a  poligonal,  viene, por 

consiguiente, def inido como una función d e l  parámetro eo. Las 

excentricidades en l o s  extremos d e l  tramo gue s e  considere - 
tei Y 'i+~ ) sorgn funciones l inea los  de oo, ya que poseen un 

termino constante ( e l  corrospondiente a l a  carga no neu'crali- 
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F z a 6 e - p -  ) y o t ro  proporciional a e O ( e l  debido a l o s  momentos de 

empo-t ramiento ) , 

Pero, según s e  sabe, toda l í n e a  r e c t a  cuya ecuaci6n - 
aepende d.e una funcidn parametrica de primer grado, paga siem -. 

pre  por un punto f i j o  y, en conseouenoia, s i  v a r i a  l a  excentri-  

cidad de l o s  ancla  jes  extremos, cada uno de l o s  lados de l a  po- 

l i gona l  que const i tuye l a  l í n e a  de presiones, g i r a r á  alrededor 

de e s t e  punto f i j o .  

Es evidenLe que si e l  cable no es  r ec to  pero su tra- 

yec to r i a  e s t á  cons'cituída por una s e r i e  de curvas Ce formo cons -- 
t a n J ~ e  en cada'tramo (por ejemplo, parábolas de tangente da&) - 
las  cumdas de dichas curvas seguirán gozando de l a  propiedad - 
que s e  acaba de indicar ,  Co'm l a  forma de e s t a s  curvas (o, s i  se  

pref ie re ,  su ecuaci6n en  función &e su  cuerda) ea conocida, e l  

punto de l a  curva s i tuado en l a  misma secci6n v e r t i c a l  que e l  - 
punto f i j o  de su cuerda, será  LambiGn f i j o ,  

En consecuencia, cualquiera quc sea l a  forma d.e l a  - 
trayectoria.  de l  ca5le en  l o s  d i f e ren tes  $ramos, y con 'cal de - 
que l a  misma sea previamente deterninada, l a  poligonal de A 

lados curvos- o r ec tos  que constituye la  l í n e a  de presiones de - 
l a  viga, pasar&, en cada trzmo, por un punto que se insnt iene f& 

jo aún cuando va r í e  l a  exccntricidad d-e l a  armadura sobre l o s  - 
apoyos cxtremos. Es-i;s punto f i j o  rec ibe  e l  nombre de "punto no - 
dal i7 de l  tra.mo, 

La abscisa  de es te  punto puede ca lcularso  fácilmente.  

E l  rnét6do a ap l i ca r ,  ha s ido expuesto por e l  autor'en su comue 

nicaoión a l  Congreso celebrado en Gante, en Septiembre do 1951, 
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La abscisa viene dada por l a s  mismas ecuaciones que s i rven  pa- 

r a  determinar l a  posición de l  i'oco, pero l o s  puntos nodales no 

son l o s  mismos que l o s  focos por v a r i a r  l a s  oondiciones l í m i t e s  

de dichas ecuaciones, y por- lo  tan to  l a e  constantes,  

Una vez determinadas l a s  abscisas ,  bas ta  t r a z a r  ul?a -- 
cualquiera de l a s  curvas est&ticas,  por ejemplo, l a  correspon - 
diente  a l a  excentricidad nula en l o s  extremos y l a  in te rsecc ien  . 
de e s t a  oon l a s  v e r t i c a l e s  levantadas por l a s  diferentes ~ b s c i  -* 

sas, dar& l o s  puntos ~ 0 d a i . e ~  de ca2.a tramo. Elegida l a  forma de 

l a  t r ayec to r i a  d e l  cable en cada -bramo, l a s  d i fe rentes  arnladuras 

auto-estát icas  posibles,  s e  obtendr6,n haciendo g i r a r  l a s  curvas 

representat ivas  d e l  t razado escozido, alrededor d e l  correspon - 
diente  punto nodal, Todas e s t a s  -Lrayectorias, han de ir forzo- 

samente.a co inc id i r  en l o s  anc la jes  extremos, y l o s  puntos i n  - 
termedios pueden desplazarse verticalmente,  con ar reglo  a l  meto 
do de l a s  transformaoiones l inea les ,  para ev i t a r ,  en l o  posib1.e 

discontinuidades en e l  trazado de l a  armadura, 

Esta  doble l i b e r t a d  cie ro tac ión  y desplazariiien-Lo ver- 

t i c a l  (que, en real idad,  equivala a o t r a  ro tac ión)  f a c i l i t a  eno; 

memente l a  solución d e l  problema, 

(continuará en e l  próximo número) 
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I n s t i t u t o  Técnico de l a  Construcci6n y d e l  Cemento - 
LJFJ~~-~_=.~EL BTPERIZSTATISMO --- EN EL HOPJdIIGON PRETENSADO 

( ~ o n t i n u i t y  i n  pres t ressed  concrete) 

F ~ S ~ P O S ~  NQ 4 DE LA CEMENT AND CONCRETE ASSOCIATIOI?' Sep.1951 

AUTOR t Prof. G PJlagnel. 

S I N O P S I S  -- 

E l  au to r  expone l a s  razones que j u s t i f i c a n  e l  empleo 
d e l  hormigdn pretensado en l a  construccidn de es t ruc turas  con- 
t i nuas  est6ticamente indeterminadas, e indica  laspr inc ipa les  Q 
f i cu l t ades  tan to  t e 6 r i c a s  como p rác t i cas  que e l  problema prosen 
t e ,  

Se mencionan algunos ejemplos de es t ruc turas  h ipereg  
t a t i c a s .  pretensadas construidas en Bélgica: un e d i f i c i o  de dos 
plantas ,  en B r u s e l a s ~ ~ o t r o ,  de cuatro plantas ,  en Leopoldville; 
y e l  puente de Sclayn, sobre e l  r i o  Mosa, que, has t a  e l  presez 
te, consti tuye l a  más'importante apl icaci6n %ada a e s t e  t i p o  de 
es t ruc turas  

Finalmente, s e  incluye.un apéndice en e l  que se  r e s u  
men l o s  resul tados obtenidos en determinadas experiencias r e a Q  
eadas para medir las pdrdidas de tensibn ocasionadas por e l  ro- 
zamiento de l a  armadura con e l  hormigón. 

A l  pr incipio,  como e s  na tura l ,  l a  nueva técnica  d e l  

pretensado se  ap l icó  exclusivamente, a l a  construcción de vigas 

simplemente apoyadas, que son l a s  que menos t l i f icul tades presen - 
tan. Sin embargo, pronto s e  s i n t i d  l a  necesidad de ampliar es- 

t e  primer y reducido campo de aplicación, extendiéndolo a l a s  - 
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es t ruc tu ras  h iperes tQt  i c a s  las cuales  r e su l t an  imprescindibles e n  

muchos casos, como por ejemplo: 

a )  En las  es t ruc turas  de ed i f i c ios  de v a r i a s  plantas .  

b) En l o s  puentes de dos o mSis tramos en  l o s  que por 

necesidades de gt%libo, e l  canto d e l  tab lero  en e l  punto medio de 

l a  luz,  haya de ser muy pequeño. 81 hacer l a  e s t r u c t u ~ a  h iperes  - 
t á t i ~ a  l o s  momentos máximos s e  t r a s l adan  d e l  centro d e l  tramo a 

l o s  apoyos, l o  que permite reducir  e l  canto en clave,  

o) En. l a  construoción de e d i f i c i o s  que, aún siendo de 

une s o l a  planta,  s e  encuentran ubicados en zonas sismicas. 

Las e s t ruc tu ras  h iperes t&t icas ,  además, suponen una ec? 

nomia de anc la jes  y xeduoen e l  precio de las v igas  pretensadas de 

pequeña luz aun en e l  caso de que s e  u t i l i c e n  d ispos i t ivos  espe - 
c i a l e s  para e l  anc la je  de las armaduras, 

Dif icul tad del problema,- A l  proyectar una es t ruc tura  

pretensada estáticamente indeterminada, se t ropieza  con un gran 

n6mexo de d i f i cu l t ades  en+re l a s  cuales por su importanoia, de2 

tacan l a s  s iguientes  u 

A primera v i s t a ,  parece que no e x i s t e  un procedimien- 

t o  d i r ec to  de c&lculo,  para e s t a s  estruc-buras. Diversos -bCaiAAi- 

cos han propuesto métodos propios, pero todos e l l o s  son equiva- 

lentes, (en real idad s e  reducen a l a  apl icación de la ley de - 
( ~ o o l ~ q )  go r  10 cual, en  cada caso, deberá- escogerse aquel que - me 

3or se conozca y m&s veces haya s ido  practicado. 

Un pequeiío desplazamiento accidental  de l a  armadura 

en una viga continua (y l o  mismo ocurre en todas las e s t m c t u  - 
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ras estáticamente indeterminadas) produce una importante var ia -  

c idn en l o s  momentos originados por e l  pre tensado, , los  cuales  -, 

reciben e l  nombre de vlmomentos  secundario^^^. 'Sean, por ejemplo, 

dos vigas continuas, de t r e s  y dos -tramos, respectivamentet de - 
14,93 m. de iuz cada tramo, cuyos momentos secundarios en l o s  - 
apoyos i n t e r i o r e s  s e  indican en e l  cuadro 1 que s e  incluye a con 

tinuacidn, Como puede verse, en e l  primer caso (viga de t r e s  - 
tramos) e l  momento secundario v a r i a  considera%lemente, incluso de 

signo, para una d i ferenc ia  de 2,5 cm. en l a  excentricidad de l a  - 
armad-ura. Debe hacerse notar  que, s i n  embargo, y como quiera  que 

e i  va lor  absoluto d e l  momento secundario es, en e s t e  caso, c a s i  - 
despreciable,  e s t a  modificaci6n no t i e n e  gran importancia, 

En e l  segundo ejemplo (viga de dos tramos) una v a r i a  - 
cidn i n f e r i o r  a 2,5 cm. en l a  poxicidn de l a  armadura, produce - 
una d i ferenc ia  de 16% en e l  valor  d e l  momento secundario, l o  qge 

representa  una variaoibn de 10 ICg/crn2 cn l a  tensión de l a  viga? 

o sea, aproximadamente, un 7$ de l a  tensión admisible, 

De todo e l l o  se  deduce que e s  preciso siempre colocai  

la  armadura exactamente en l a  forfia indicada en e l  proyecto, Por 

su par te ,  e l  t6cgic0, a l  ca lcu las  una es t ruc tura  debe detcrminm, 

con todo de ta l l e ,  l a  posicidn y trazado de l o s  cables ,  

A l  i n t e n t a r  cons t ru i r  una viga h ipe res t á t i ca ,  surge - 
tambidn o t r a  s e r i e  de d i f i cu l t ades  en e l  orden práct ico,  de Las 

cuales,  quizSs las más importan'ccs, sean l a s  s iguientes:  

La primera es l a  necesidad de eliminar e l  roacimiento - 
de l o s  cables en sus  alojamientoso En las vigas simplemente apo 

yadas, con armaduras curvas, también se produce una perdida en - 
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prefabricada, de-' hormigdn pretensado , simplemente apoyada so- 

bre  l o s  c i tados  cant i lever .  Otra solución e s  cons t ru i r  l a  - 
par te  c e n t r a l  d e l  cuarto t ~ a m o  en hormig6p armado ordinario 

enlaz~nclola,  mediante c1a:vijas o pasadores, a l o s  extremos - 
de l o s  repet idos c a : : t i l e m ~ ,  

Un procedimiento, anglogo a l  ú l t  imament e c i t  a jo ,  s e  

estb. u t i l izando en ~ b l g i c a ,  para cons t ru i r  una pla'ca-hongo. 

El  recuakro cen t ra l ,  que apoya sobre e& soporte, se  hace de 

iiormigbn pretensailo en dos direcciones y e l  r e s t o  de l a  p l a  
1 

ca se  construir$ de hormig6n armado ordinario. 

No deba, s i n  embargo, darse excesiva importancia 

a l a s  d i f i cu l t ades  an tes  mencionadas. PITO hay que olvidar  - 
que, actualmente, los:iccSlculos que s e  r ea l i zan  con sl f i n  - 
de va lorar  l a s  tensiones,  son poco exactos ya que se  basan 

en l a  t e o r i a  e l & s t  i c a  d e l  hormigón. ~ s t e  mater ial ,  t i e n e  - 
l a  facul-tad de poderse aclaplar por s i  mismo a a-iferentes e g  

tados de solici-tación, especialmente en e l  caso de es t ruc  - 
t u r a s  h iperes t8 t icas .  Ailemss, en general,  s e  adoptan para 

o1 li~rmigbn coeficientes de s o p ~ r i d a d  muy elevados y para - 
las ca t ruc turas  pretensadas, no sólo sc  cuida más l a  c a l i  - 

I ... 
6 ~ 6  de l  material ,  s ino  que su  curado se  ofectua en condicio 

nes más lavorablos  , Finalmmte, en e l  momento do1 proteii- 

saClo, o1 hormigón so encuoil-bra ya f.ragua$o, a l  mc?nos pa r  - 
cialinont e. 

En opinidn d e l  autor,  l o  m6s importante c s  cono- 

ce r  oxactamcnte e l  valor  de l  esfuerzo de pretensado i n i c i a l  

mente introducido en l a  armad-ura y es to  pucdc hacerse (y s e  

vicno haciendo) con una aproximaci6n d e l  5%. 
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Por consiguiente, no parece oportuno complicar 

l o s  c6lculos para conseguir una-mayor aproximaci.611. Todos 

l o s  e s f u e r ~ o s  dcbon encaminarse a obtener o s t f i c t u r a s  pez 

f ectamentc concebidas y ver l a  forma de r e a l i z a r  'las opo- 

rabionos de puesta en carga de l a  armadura do l a  mejor ma- 

nera posible. 

Algunos ejemplos de e s t ruc tu ras  hiperestlaticas,  

en Bd1gica.- Las fig. 10 a 14 representan d i v e r s o s ~ ~ c -  

t o s  de una e s t ruc tu ra  de pd i f i c io  qonstruida en hormig6n - 
pretensado. Las Figs. 10, 11 y 12,--se r e f i e r e n  a l  caso de 

un pdrt ico senc i l lo ,  de 20 m. de luz.  En e l l a s  s e  indican 

dos posibles   solucione^. 

La viga d e l  d in te l ,  puede hacerse, bien monollti- 

ca, con l a  armadura alojada en su i n t e r i o r  ( ~ i g ,  ll), o b ien  

mediante l a  unión de .bloques prefabricados, con l o s  cables  - 
colooados exteriormente a l o s  dos lados d e l  alma ( ~ i g :  12) .  

,En ambos casos, l a s  cabezas de l o s  montantes s i rven  de kI . .- 

ques extremos para &a viga, Los soportes se construyen de 

hormig6n pretensado, o de hormigón armado normal. 

Las Figs. 13 y 14, representan, respectivamente, 

una es t ruc tura  de un sblo tramo y va r i a s  plantas ,  y o t r a  de 

var ios  tramos y una so la  planta .  

La Fig. 15, reproduce l a  seccidn t ransversa l  de - 
un, ed i f i c io  de dos plantas  construido e n  hormigdn pretensa- 

do, en plan experimental. La luz  de l a  e s t ruc tu ra  e s  de - 
unos 16 m. Las vigas se construyeron con bloques pref abri-  

7 
cados cuya seccibn se indica tambien en l a  c i t ada  Fig. 15. 
Los cables van colocados a l o s  dos lados d e l  alma de l a  vi- 
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ga En l a s  Figs, 16 y 17, puede verse e l  e d i f i c i o  durante dis-  

t i n t a s  Tases de su construccibn, 

Otro edificjlo de. cuatro hisos, para of ic inas ,  se ha - 
construido en Leopoldville (congo ~ e l g a )  (~ig. 18), La J-ua es 

de 14 m, y l a  a l t u r a  en t r e  plantas ,  4.5 m, Las Figs, 19 a 22 - 
reproducen diversos aspectos de l a  construoción d e l  ed i f i c io .  

Finalmente, como ejemplo m 5 s  importante de es t ruc tura  

h iperes tS t ica  pretensada debe menoionarse e l  puente ca r re t e ro  - 
de Sclayn, en BQlgica, Consta de dos tramos de 62,7 m, de luz.  

calzada mide 7 m, de ancho y l l e v a  dos andenos l a t e r a l e s  de 

1,50 m, de ancho caca uno, La es-bructura e s t á  oonst i tufda por 

una viga pajdn de 1994 m. de canto t o t a l  en e l  centro de cada - 
-bramo y d983 m. sobre e l  apoyo cen t ra l .  Las Figs, 23 y, 24, re- 
presantan e l  alzado y l a  sección t ransversa l  del puente, cuyo - 
conjunto, ya terminado, puede verse en l a  Fig. 27. En l a  Fig. 

25 se  aprecian algunos d e t a l l e s  de l a s  armaduras y en la  Fig. - 
26910s gatos  de p r e t e n s a d o , . h s , c a b 1 0 ~  son r ec tos  en cada tramo, 

atando sobre e l  apoyo c e n t r a l  0,86 cm. m & s  a l t o s  que sobre l o s  

apoyos extremos, 

La viga, es+$ d iv id ida  en t r e s  compart imentos dentro .. 
de l o s  cualos van colocados l o s  cables. En t o t a l  s e  emplearon 

2 36 cables,  de 48 alambres cada uno. Cada alambre t isno 1,78 cm 

de seooibn. , Se tesaron'  s ~ ~ ~ ~ u l - i ; $ n c m ~ e n t  e por ambos oxbromos a - 
Z 8,500 ~g/cm , l o  que representa un, eefuoreo i n i c i a l ,  t o t a l  de - 

p r ~ t o n s a d o  de 5.650 T. , . las  cualos, con e l  tiempo, quedaron re- 

ducidas a unas 4 *800 T. o aproximadameylte. La tunsibn do t rabac  
2 Jo admisible d e l  bormig6n, ora  do 154,67 ~g/om,  . E l  Lomanto - 

f l c c t o r  secundario producido por 01 pretonsado, era ,  in ic ia lmes  
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t e ,  de -9,272,300 m, Kg., mientras que e l  de peso muerto y so- 

brecarga mbvil, s.obre e l  apoyo cent ra l ,  s e  elevaba a 17.815.800 

m.Kg. 

' Estas  c i i ras  demuestr3,n que, en  e s t e  caso, e l  momento 

f l e c t o r  secund-ario no es,  n i  mucho ,menos, despreciable. Es fa- 

vorable sobre l o s  apoyos pero pe r jud ic i a l  en e l  centro d e l  t ra-  
,-' 

mo donde se  suma a l  de -3,940.000 m.I<g. producido por e l  perx, - 
propio y l a  sobrecarga, .. .- 

1 l o s  cables  se colocan en o t r a  posicidn d i s t i n t a ,  - 
e l  va lo r .  d e l  momento secundario va r i a  consi$&ablement e. E l  

be r  de l  proyect i s ta  cons is te  en encontrar l a  disposicidn que rs 
s u l t e  m&s econbmica, 

Lo S ingeniero S belgas, aprovechando l a  oportunidad que 

l e s  ofrece este cran puente, han real izado diversos ensayos para 

determinar l a s  p6rdidag de tensión que s e  producen a l o  largo - 
de l  tiempo, Para e l lo ,  s e  colocaron en  l a  v i s a  cajón dos cables  

suplementarios, de 8 alambres cada uno,. que s e  deJaron a l  descu-. 

b i e r t o  para poder medir, peribdicamente, l=pdrdidss  de tensibn 

que se  iban produciendo, 

Hasta &ora, ( t ranscurr idos pa m&s d-e dos años desde e l  

tesado i n i c i a l )  l a s  anotaciones reg is t radas  indican que las cai- 

das de tensi6n son bastante  menoreeqúe las que, generalmerite, s e  

admiten por l o s  proyec t ist as, 

&6ndice ,- Res- !lt ados 'de 10-S ensayos r e a l i z a C ~ s  para - 
---m 

determinar l a s  pdrdidas de tensión por rozamiento. 

En l a  Fig, '28 s e  reproduce un esquema del dispos i t ivo  

de ensayo u t i l izado.  Un alambre (de 5 6 7 mm. de diametro) se 
17- 
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. f i j a  en uno de sus oxtremos A y se  une a un gato D, por su o t r o  

extremo B. Por modio de un mecanismo especial ,  se separa e l  9 
punto medio C, de l  alambre, d-e su posición i n i c i a l ,  una magnitud 

determinada 3. La longitud d e l  alambre an tes  &c. es tk ra r lo  os  - 
'1% 13?4 m. En l o s  dos puntos indicados eii l a  Fig. 28, s e  colocan 

sendos elongámstros unidos a l  alambre. Para 01 es t i r ado  de l  alam - 
bre so u t i l i z a n  placas de fundición ( c )  cuyo d e t a l l e  se indica  en 

l a  Fig,  29.  

Se han real izado ensayos para d i f e ren tes  valores  do 2, 
est i rando e l  alambre mediante l o s  ga tos  y midiendo l a s  diferen- 

c i a s  en las  6eformitciones indicadas. por l o s  dos elongámetros, E 
r a  l o s  d i s t i n t o s  valores  de carga aplicados a l  gato,  

En e l  cuadro 11 se  resumen l o s  resul tados obtenidos en 

l a s  experiencias efectuadas sobrc a l a m b r ~ s  de 5 m. y en o1 111 

l o s  corrospondicntes a l o s  alambres de 7 mra, 

Los diagrarnas de l a s  Figs,  30 y31 dan l a s  p6rdidas do 

tensidn en función d e l  6ngulo rX para d i s t i n t o s  valores  de carga, 

Se ha podido comprobar que l a  velocidad de carga, es decir ,  o1 - 
tiempo que ta rda  e l .  alambre en alcanzar su máxima tensión, no - 
t ieno, virtualmente, inf luencia  alguna sobrc l a  magnitud de l a s  

p6rdidas ocasionadas.por rozamiento, 
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C U A D R O  11 

PdrGidas de teiisi611, p o r  rozamiento, en alaiiibres de c> im. 

. -  
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PBrdidas de tensibn por rozamiento, en alambres de 7 m, 

1 1 1 

l 2 1 

PQrdidas de tensión ( en kg. por mni ), por rozamiento. bajo cargas a 

1 Desviación i------- --------- .-.-------,,,-,,--,~~~~~~-~-~~-~-~~.~-..... -,-,,,_,,,-,-_---, 1 
1 I 1 I 

1 
t 1 

2 :  2 1 2 i 
1 
a : E k g . p o r m  50kg.porm: 1 i ~ k g . p o r m  j 100kg.pormm 
~ " " " - T " " ' - " - - ; - - - - - - - - - - ' * " * :  
l I 1 l I l I 1 I 1 

I 1 r i I @ / CX i eiongá- [ 1 eiongá- ! i eiongá- I 1 eiongá- ! 1 1 

j metros I I gatos ; gatos : ; gatas j 
I cm. metros a metros I metros I j !------.?---- ---- -*" -----------: - - - - - - - -  - -  . .-4 + 

' 
l 1 8 ; 1 I 

4 
1 1 1 I 1 I 

I 

1 j 
i 1 o !  o O 0 o : o j o  I 1 . 

i i j 24 / 203' 1 0 , ~  --. ; 
1 

1.2 j --- 1 
e a I 1 j 1 1.2 ' 0,9 j 1.5 1 1.6 j i l 1 

I 1 

j 4 8 1  4 ' 5 ' :  0.6 j 0.6 1 0.8 1 $0 j 1.2 I,3 I 2.0 1 2,: j 
l .  i / 72 1 6 O  10' ! 0.3 i 0,9 0.5 1.0 1 1.8 1 1.9 2.5 1 2.6 j 

t f / 100 8" J)' / 0.3 1,7 ! 1,1 1 2.1 1,8 1 .2,4 2,7 L6 1 I 
1 ! 124 1 lo0 30' / 1.5 1 1.3 1 2.2 j 2.1 3,2 1 ,  3.6 1 4.2 4,) 

t I ' 1 
148 / 12' 30' 1 1,2 2, l  1 3.0 . 3.2 4.2 1 4.9 1 5.0 6.7 / j i I / I 1 2 j  14040' 1.3 1 2.1 1 3,6 i ,  3,9 I 4.3 5.2 / 6.2 1 7.': ' 2 @ ! 1 6 O ~ ' /  

2.8 1 2.7 1 4.2 / 3.9 1 $2 1 6,2 1 7.8 i 8.2 i i ' 
2 2 4 /  l 8 O 3 0 '  / 2.6 ! 2.1 / 5 , l  4,9 7.6 7,O 1 9,O 1 9.7 1 j 

I 
1 1 t I 1 I I i 1 1 

I I 

?-------:----------+-.----------L -.-----: ------m-- *l.--.-, --e-- C ~ ~ ~ C C C C C - ~ ~ . L  - "  - -  
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Fig. 3. 

Fig. 5. 

ri 
Fig. 2 .  

EJE NEUTRO 

1 
cable 
- 

Fig. 4. 

EJE NEUTRO 

EJE NEUTRO 

Fig. 9. 
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Fig. 11. Fig. 1.2. 
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Fig. 13. 
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Fig. 16 
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Pig 10. Fig. 20. 
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Fig. 22 
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Fig. 25. Fig. 26. 
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El. DEPLAZAMIENTO DEL ALAMIRE. 

Fig. 28. 
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PARA AUMBRES DE 7mm. 

Fig. 29. 

PARA ALAMBRES DESmia 

PERDIDA DE TENSION EN ~glmrn* 

Fig. 30. 

PERDIDA DETEkSlON EN ~ g / r n +  

Pig. 31. 
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