ASOCIACION TECNICA ESPANOLA DEL PRETENSADO,

OFCLARADA DF UTILIDAD PURLICA CON FECHA 4.3.27

INSTITUTO FDUARDD TORROUA DE LA CONSTRUCCION ¥ DEL CEMENTO.

COSTILLARES [GHAMARTING, MADRID-3E,
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MIEMBROS PROTECTORES DE LA ASOCIACION
TECNICA ESPANOLA DEL PRETENSADOD

Dentro de nueitia Asocissibn existe una oategoris, la de “Mismbro Protetor”, o ln quo plidden aeogr
i, pravio pafgo de 18 cuota aspecial al afecto establecida, 1odos 108 Mismbires gue voluntariamants o seliclton,
Haata la fecha de clerre dol presents ndmaers de la Reviste, Tiguran inseritas on oite eatogorin de“Mismbra Pro-
taetor” 104 gue o continuacién w indican, cltados por ardan al fabsdtico,

AGRUPACION DE PABRICANTES DE CEMENTO DE ESPARMA.— Valdzquez, 23, Madrid-1.

AGUSTI, §A,— Carrotora do Darcelona, 38, Gerena,

ALV, 54, (PREFADRICADOS ALBAJAR),— Orensa, 10, Madrid-20,

CAMARA, 54, = Pazao de San Vieants, 4, Valladelid,

CAMINGS ¥ PUEATOS, 5.A.~ J, Lirszo Galdiana, 4, Madrid-18,

CANTERAS ¥ AGLOMERADOS, 5A,— (CYASA-PPB).— Pintor Fortuny, 3. Barcelona-1.

CARLOS FERNANDEZ CASADOD, §A,— Grijalba, 9, Madrid-8,

CENTRO DE ESTUDIOS ¥ EXPERIMENTACION DE O,F, CENTRO BIBLIOGRAFICO.— Alfonss XII,
4. Madriis7.

CENTRO DE TRABAJOS TECNIGOS, § L.~ Arlbau, 106, Darcalana-21,

DRAGADOS ¥ CONSTRUCCIONES, 5.4, = Avda, do Amdrica, 22, Madrid-2,

ELABORADOS METALICOS, 8.A.— Apartado BEJ. La Corufia,

ESTRUCTURAS ¥ GEOTECNIA BAUER, 5.A.= Pintor Juan Gris, B, Madr|d-20,

E.T.5 INGENIEROS DE CAMINDGE. = Jorge Glrona Salgado, 31. Baroelona:17.

EUROPEA DE INYECCIONES, 5.4, (EURINBA).= Lopez de Hovos, 13, Madrid-G.

PFOMENTO DE GNARAS ¥ CONSTRUCCIOMES, 8A.— Balmad, 38, Barcelona-7.

FORJADOS DOMO, = Hormosiila, 64, Macdrid-1,

FREYSSINET, 5A.~ Goneral Pordn, 24, Madrid-20,

HEREDIA ¥ MOREND, 5.A.= Pringom, 3, Maciric-f,

HIDROELECTRICA DE CATALURA, 5.4~ Arche, 10, Darcslona-2,

HIFORCEM.= Apartado 41, Savilla.

HORMIGOMNES GERONA, 8.A.= Ronda San Antonlo Marfs Claret, 12, Gorana,

IBERING, 5.A.— Plaza Gala Placidia, 57, Baroslona-G.

INDUSTRIAS GALYCAS, §A.— Partal de Gamarra, 46, Vitoria.

INGENIERD JEFE DE LA SECCION DE ESTRUGCTURAS ¥ TUNELES.= Minlsterlo da O.P. v Urbanis-
ma, Dirsceldn Goneral do Carrotaras, Madrid-3.

INTECSA,.— Oronga, 70, Madrid-20.

INTEMAC,— Monte Esguines, 30, Madrld-4,

JOSE ANTONIO TORROJA, OFICINA TECNICA.= Zurbang, 41. Madrid:10.

LABORATORIO CENTRAL DE ESTRUCTURAS ¥ MATERIALES.= Alfonso X1, 3. Madrid-7.

MEDITERRAMEA DE PREFABRICADOS, 8.A.= Apartade, 34. BENICARLO (Castalldn).

NEXOR, §.A.— Data, 18-1.2, Vitoria,

MNUEVA MONTANA QUIJAND, A, — Fibriea de Forjai de Buelna, LOS CORRALES DE BUELNMA {(Santandar).

PACADAR, §A,— Hormasllla, 57, Madrid-1,

PRELOAD SISTEMAS, S A.— Avenidas dol Goneral fsime, 30, Madrid-18.

PREMNSOLAND, § A= Calle Industria, o/n, SAN MARTIN DE CENTELLAS {(Barcaluna),

PRAOCEDIMIENTOS NARREDD, = Ralmunda Forndnde: Yiilaverds, 45, Madrid-3,

5AE, BAA,= Poligono Indutrial’ Darcolonds, Calla Carrere Dlanco, sfn, ABRRERA {Barcolana),

LA, DCHEVARRIA, = Apartido 46, Dilbas-0,

TECNICAS DEL PRETENSADO, 5.4, (TECPRESA) = Valdzquez, 108, Macdrid-6,

TRENZAS ¥ CABLES DE ACERO, 5.A.= Monturlol, 6. SANTA MARIA DE BARBARA (Raroslona),

VICENTE PEIRO FAYOS. = Quintana, 20. Madrid-8.

La Asociasién Téenlsa Dspaficla del Proteniade do complace an oxpredor plblicamante su agradesimien:
tix ol emgredan sitacdas, por s valless ayuda qua le preston, con su especial aportacion seondmics, para ol de:
wrvolvimionte de los fines qua tiene sncomandados,
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Son Instituciones Miembros Correspondientes del
Instituto Eduardo Torroja
de la Construccion y del Cemento

La Pontificla Universidad Catblica de Chile (Santingo de Chila),
La Facultad de Arquitectura de la Universidad del Valle de Call {(Colombia),

El Departamento de Ingenioria de la Universidad Nacional del Sur. Bahia
Blanca {Repiblica Argentina),

La Facultad de Ingenieria de la Pontificia Universidad Catblica del Pari
(Lima),

La Facultad de Ingenieria de la Universidad Central de Venszuela (Caracas),

La Facultad ee Ingenieria da la Universidad Catblica de Cérdoba (Repi-
blioa Argentina).

La Facultad de Arquitectura v Urbanismo. Universidad de Chile (Santiago
de Chila).

El Institute de la Construccion de Edificios de la Facultad de Arquitectura,
Montevideo {Uruguay),

El Instituto Nacional de Techologia Industrial. Buenos Alres (Replblica
Argentina).

La Facultad da Arquitectura de la Universidad Nacional de Colombin (Ma-
dallin).

La Universidad Autdnoma - Guadalajara, Jalisco {Maxico).
El Dapartamanto Técnico y Laboratorios' da Aprovence, Caraoas (Venazuala).

El Instituto de Ingenieria Civil de Ia Facultad de ingenierin v Agrimansura de
In Universidad de la Repablica del Uruguay (Montevidaa).

El Centro Impulsor de la Habitacion, A.C., de Mixico,

El Dapartamanto de Investigacion de la Direccion General de Tecnologia del
Ministerio dal Bienastar Social de la Repiblica Argentina (Buenos Aires).

El Departamanto de Obras Civiles de la Universidad de Chils {Santiago de
Chila).

El Instituto Maxieano dal Camanto v dal Conereto, A.C. - IMCYC (Méxioo).

La Escusla Politéenica del Ejéroito. Facultad de Ingenieria Civil. Av. Colom-
bia y Ganeral Paz y Mifio, Quito (Ecuador),

La Universidad de Cusnca. Faoultad de Arguitectura, Cuenca (Ecundor),

El Instituto da Pesquisas Tecnolbgicas de Sao Paulo (Brasil).
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ASOCIACION TECNICA ESPANOLA DEL PRETENSADO

CUDTAS ANUALES
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B

PREFABRICACION LIGERA Y PESADA PREFABRICADOS ALBAJAR

PUENTES - NAVES INDUSTRIALES - FORJADOS
BOVEDILLAS - LADRILLOS - TEJAS - TUBOS DRENAJE

Estructura de cublerta a varios niveles en Las Lomas-E| Bosque, prefabricada y mentada ingluse pilaras, par ALY, §.A,
Anchura du cada nave; 26,00 m.

FABRICAS,

HUESCA: Paseo Lucas Mallada, s/n. - Teléfono 22 39 00 (cinco lineas), (Lasa central.)
MONZON: Carretera de Lérida - Teléfono 40 07 80,

GRANEN: Carretera de Huesca . Teléfono 27,

MADRID: Carrstera de Tolado, Km, 7,300 . Telétono GO5 25 68,

ZARAGOZA: Avda, do Marina Moreno, 31 - Teléfono 23 75 02 3. (Comerelal zona norts,)

MADRID: grgrzﬂﬂ.'rm da Torrejon a Losches, Km, 4,200 - Teléfono 675 04 60, TORBREJON DE AR-
Fébricas: Carretera de Toledo, Km, 7,300 - Teléfono 695 25 68, GETAEE,
Oficinas:  Orenge, 10 - Teléfono: 4566 05 36/8/7. MADRID-20,
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filar Congrés da la PIP (Londros, 1978]). Suite,
Prastrossed oonoratn bridgos ot the lost FIP
Congress (London, 1878}, Continuation,

Carlos Farndrdes Caiado,
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Extrapolation des portes do préeontrainte par
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RELACION DE EMPRESAS QUE EN LA FECHA DE CIERRE DEL PRESENTE NUMERO,
FIGURAN INSCRITASEN LA ASOCIACION TECNICA ESPANOLA DEL PRETENSADD,
COMO “MIEMBROS COLECTIVOS”

ESPARNA

AEDIUM, 5A,~ Basauri (Vizcaya),

AGROMAN, S5.A.— Madrid,

AGRUPACION HELMA-BOKA,— Cidiz,

AGRUPACION NACIONAL DE LOS DERIVADOS DEL CEMENTO.~Madrid.

ALBISA, 5A —Algeciras (Cédiz),

ARIDOS LIGEROS, 5 A,—Madrid.

AUTOPISTAS DEL ATLANTICO-CESA,—La Corufia.

AUTOPISTAS, CONCESIONARIA ESPANOLA, 5 A —Barcelona.

AZMA, 5 A, —Madrid.

BIGUETES, 5.L. Elcha,—Alicante.

BUTSEMS, 5.A.<Madrid.

CAMARA OFICIAL DE COMERCIO, INDUSTRIA ¥ NAVEGACION.—Barcelona.

CASA GARGALLD, 5.A.—~Madrid,

CASTRO HERMANOS, 5 L.—Mislata {Valencia).

CEMENTOS MOLINS, 5.A.~ Sant Vicenc dels Horts (Barcelona).

CENTRO DE ESTUDIOS CEAC.<Barcelona.

CENTRO TECNICO DE CALCULD, 5A—CETECSA. Gijon {Oviedo),

CIDESA, CONSTRUCCION INDUSTRIAL DE EDIFICIOS, 5 A, ~Barcelona,

CIMENTACIONES ESPECIALES, 5 A, <Madrid.

COLEG|O DE INGENIEROS TECHNICOS DE OBRAS PUBLICAS.~Madrid,

COLEGIO OFICIAL DE APAREJADORES.=La Caruiia.

COLEGIO OFICIAL DE ARQUITECTOS DE CANARIAS. DEPARTAMENTOQ LABO-
RATORIOS. —5ta. Cruz de Tenerife.

COLEGIO OFICIAL DE ARQUITECTOS VASCO-NAVARRO.-Bilbao.

COLEGIO OFICIAL DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES ¥ PUERTOS. -~
Mialaga,

CONSTRUCCIONES BIGAR, 5 L.— Aranda de Duero (Burgos).

CONSTRUCCIONES ¥ CONTRATAS, 5.A.—Madrid,

CONSTRUCTORA MAXACH, 5 A —Madrid,

CONTROLEX,—Aliconta,

COTESA, COLOCACIONES TECNICAS, 5.A —Barcalona.

CUBIERTAS M.Z.0.V., 5 A —Barcelona.

CUBIERTAS M.Z0.V., 5 A —Madrid.

CUMBRE MODULAR, 5 A.—Barcalona.

DIRECCION GENERAL DE EMPLED ¥ PROMOCION SOCIAL — BIBLIOTECA
(SEAF-PPO),—Madrid,

DIRECCION GENERAL FORTIFICACIONES ¥ OBRAS. MINISTERIO DEL EJER-
CITO.~Madrid.

BITECO, 5 L.=Valencia.

ELABORADOS DE HORMIGON, 5.A ~Burgos.

ELEMENTOS ESTRUCTURALES PREFABRICADOS (EEPSA).~Manresa(Barcelona).

EMPRESA AUXILIAR DE LA INDUSTRIA {(AUXINI). —Madrid,

Documento descargado de www.e-ache.com el 27/07/2024



ENAGA, 5.A.— Madrid.

ESTEBAN ORBEGOZO, 5A.—Zumdrraga (Guiplzeoa),

ESTUDIO PREST.—=Barcelona.

ESTUDIOS ¥ PROYECTOS TECNICOS INDUSTRIALES, 5 A.—Madrid,

E.T.5 DE ARQUITECTURA.=Barcelona.

ET.5 DE ARQUITECTURA.—Savilla,

EURDESTUDIOS, 5 .A.=Madrid.

FERNANDEZ CONSTRUCTOR, 5A,—Madrid,

FORJADOS DOL.—=Esquivias {Toledo).

FORMO, 5 A,—Barcelona,

GIJON E HIJOS, S A.<Motrll {Granada).

GOMHERSA,—Talavera de la Reina (Teledo),

HERRING LEVANTE, S.A.=Valencia.

HIDAQUE, 5 A —Granada,

HORMIGONES GERONA, 5 A, —Garona,

HORMYCER, 5.L.—Madrid,

HORSA, 5 A ~Viladecans {Barcelona).

HUARTE ¥ CIA, S.A.—Madrid,

IBERDUERD, S A.<Bllbao,

IBERDUERD, 5.A, (CENTRO DE DOCUMENTACION),—Bilbag,

IDASA, INGENIERIA DEL ATLANTICO, S.A.<La Corufia.

INBADELCA, 5.A. —Barscaldo (Vizcaya).

INDUSTRIAS DEL CEMENTO, VIGUETAS CASTILLA, 5.A <Sestao (Vizoaya).

INDUSTRIAS VEYGA, 5A.— Tarrasa (Barcelona).

INFORMES ¥ PROYECTOS, 5A, (INYSA),—Madrid,

INGEMNIERIA ¥ CONSTRUCCIONES SALA AMAT, S.A.—Barcelona.

INSTITUTO MNACIONAL DE REFORMA ¥ DESARROLLO AGRARIO,—Madrid,

JEFATURA PROVINCIAL DE CARRETERAS.—Valencia.

30 JEFATURA REGIONAL DE CARRETERAS, SERVICIO DE CONSTRUCCION,—
Bilbao,

6% JEFATURA REGIONAL DE CARRETERAS.—Barcelona,

JOSE MARIA ELOSEGUI COMNSTRUCCIOMES. =Sin Sebastldn,

JULITAMN ARUMI, S L.—Vich {(Barcelona),

JUNTA DEL PUERTO DE ALMERIA. =Almar ia.

LA AUXILIAR DE LA CONSTRUCCION,—5ta, Cruz de Tenerife,

LABORATORIO DE INGENIEROS DEL EIERCITO,—Madrid,

LABORATORIO GEOCISA. BIBLIOTECA.=COSLADA {Madrid)

LABORATORIO DEL TRANSPORTE ¥ MECANICA DEL SUELD,—Madrid,

LAING IBERICA, 5 A,—Madrid.

LIBRERIA RUBINOS,—Madrid,

LUIS BATALLA, S A, (LUBASA).—Castellén de la Plana.

MAHEMA, 5, A —Granollers (Barcelona),

MATERIALES PRETENSADOS, 5.A. (MATENSA).—Madrid.

MATERIALES ¥ TUBOS BONNA, 5A,—Madrid,

MATUBD, 5 A, =Madrid.

MECANDGUMBA, 5 A —Mallet del Vallés (Barcelona),

OTEP INTERNAGCIONAL, S A, <Madrid,

POSTELECTRICA, S.A. —Palencia,

POSTENSA, 5 A,—Bllbao,

PRAINSA, —Zoragoza.

PREBETONG CANARIA, 5A,—5ta, Cruz de Tenerife,

PREFABRICADOS ALAVESES, S.A. (PREASA).Vitorin.
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PREFABRICADOS DEL CEMENTO, 5.A. (PRECESA),— Ladn,

FREFABRICADOS DEL HORMIGON, 5 A, CUPRE-SAPRE.- Valladolid,

PREFABRICADOS NAVARROS, 5.A.— Olazagutia (Navarra),

FREFABRICADOS NOR-THOM, 8.A.—= Valladolid,

FREFABRICADOS POUSA, §.A,— Santa Perpetua de Moguda (Barcelona).

FRETENSADOS AEDIUM, S.L.~ Mutllva Baja {Navarra).

PRODUCTOS DERIVADOS DEL CEMENTO, S.A. HORTE, Valladolid,

PROFESA.= Barcelona,

PROTEC, 5.L.— Gijon (Ovieda),

REALIZACIONES ¥ ESTUDIOS DE INGENIERIA, S.A.— Pinto {Madrid),

RENFE.— Madrid.

RUBIERA MAHER, SA.— Las Palmas de Gran Canarla.

RUBIERA PREFLEX, 5.A.— Gijon (oviedo),

RUBIERA R,L.M. "SOTECSA” .~ Gijén (Oviedo).

SAINCE, - Madrid.

SENER, 5A,— Las Arenas (Vizcaya),

SERVICIO DE ESTUDIOS TECNOLOGICOS-MOPU.— Madrid.

SERVICIO MILITAR DE CONSTRUCGCIONES. - Barcalona,

SIKA, S.A.— Madrid,

SOCIEDAD ANONIMA ESPANOLA TUBO FABREGA.—Madrid ,

SOCIEDAD ANOMIMA FERROVIAL.— Madrid.

SOCIEDAD ANONIMA MATERIALES ¥ OBRAS.— Valencla,

SOCIEDAD FRANCO ESPANOLA DE ALMBRES, CABLES ¥ TRANSPORTES
AEREDS, 5 A.— Erandia {Blibao),

SUBDIRECCION GENERAL DE TECNOLOGIA.~ Seccién de Documentaclén Normati-
va.— Ministerio de Obras Plblicas y Urbanisme.— Madrld,

TEJERIAS “LA COVADONGA" — Muriedas de Camargo (Santander).

TEPSA.— Tarrasa (Barcelona).

TOSAM, S.L.— Segavia,

TUBERIAS ¥ PREFABRICADOS, 5.A, (TYPSA).— Madrid.

TUBOS BORONDO,~ Madrid,

UNION MADERERA CACERENA, §,L.— Ciceres.

VALLEHERMOSO, 5.A.— Madrid,

VALLEHERMOSO, S.A.~ San Juan da Aznalfarache (Seviila),

VIAS Y OBRAS PROVINCIALES. = San Sebastidn.

VIGAS REMARRO.= Motrll {Granada),

VIGUETAS ASTURIAS, 5.L.— Ovisdo,

VIGUETAS ROSADOQ, 5.A,— Chcares.

EXTRANJERO

BIBLIOTECA DE LA FACULTAD DE INGENIERIA.=Universidad da Busnos Aires,

Buenos Aires. Argentina.
BIBLIOTECA-UNIVERSIDAD CATOLICA.—Quito {Ecuador),
B.EW.2Z. "RUCH".=Warszawa {Polonla),
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CENTRO NAGIONAL DE DOCUMENTACION CIENTIFICA ¥ TECNOLOGICA.~ La
Paz, (Bolivia).

ELECTRICIDADE DE PORTUGAL EDP.— Lishoa-3 (Portugal).

ESCUELA DE CONSTRUCCION CIVIL.— Valparaiso (Chile),

EACULTAD DE INGENIERIA, BIBLIOTECA.— Caracas (Venezuala),

INSTITUTO DE MATERIALES ¥ SUELOS,— Facultad de Ingenierfa y Arquitectura.
Universidad Naclonal de San Juan.— Rep. Argentina.

LABORATORIO DE ENGENHARIA DE ANGOLA.~ Luanda (Rep. P. de Angolal.

SCIENCE REFERENCE LIBRARY.— Londres {Inglaterra).

UNIVERSIDAD DE LOS ANDES. FACULTAD DE INGENIERIA.— Mérida Wun&tu&lﬂrl-

UNIVERSIDAD CATOLICA MADRE Y MAESTRA.— Santiago de los Caballeros (Repd-
blica Dominicana),

UNIVERSIDAD DE CHILE. (Departamento de Tecnologias). Valparaiso (Chile),

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTAMARIA,— Valparaiso (Chile).

VIPRET, 5.A.1,C. Buenos Aires, Replblica Argantina

AVISO IMPORTANTE

DISCUSION DE LOS ARTICULOS ORIGINALES PUBLICADOS EN LA REVISTA
“HORMIGON Y ACERD"

Todos los articulos originales que se publican en “Hormigon y Acero”, quedan sometl -
dos n discusion y al comentario de nuestros lectores. La discusion debe limitarse al campo de
aplicacion del articulo, y ser breve (cuntro phginas mecnnografisdas a doble espacio, como
miximo, incluyendo figuras y tablas),

Debe tratarse de una verdadera discusion del trabajo publicado y no ser unia 1lm|1_|luci-‘.':-n
oun nuevo artfeulo sobre ¢l mismo tema; el cual serd siempre nceptado para su pu blicacion
en nuestra Revistu, pero con tal cardeter.

Debe ofrecer un intorés general para los lectores. De no ser asl, se trasladard al nutor del
artfculo ol que se refiera, para que la conteste particularmente.

Los comentarios deben enviarse, por duplicado, a la Secretarfa de la AT EP., Apartado
19.002. Madrid-33, dentro del plazo de tres meses contados a partir de ln fecha de distribu-
citn de la Revista

Fl autor del artfeulo cerrard la discusién contestando todos y cada uno de los comenta-
rlis recibidos,

Lot textos, tanto de las discusiones y comentarios como de las contestuciones de los
autores de los correspondientes articulos, se publicarin conjuntamente en Una Seccidn ospe-
clal que aparecerd en las Gltimas paginas di la Rovista,
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Comprobacion de una seccidén rectangular
de hormigbn armado con ayuda
de una calculadora programable HP - 67

Alfonia Peciaro Fornles
Josh Pedro Gutlérraz Jiménoz
instituta Edunsrde Torroja

RESUMEN

Se presenta un programa, para lo calculadorn programable de bolsillo HP-67, que per-

mite estudiar las situaciones de agotamiento en una seccion rectangular de hormigdn armado
con dos capas de armadura, de acuerdo con lo especificado en Ia Instruceién EH-73.

Definida la seccion a estudiar, permite caloular puntos del diagrama de interaccion
M-HN, dando como dato de entrada: @ bien ¢l axil N, v calculando en tal caso el momento
M, que junto con N agota la seceion, y ln profundidad X de la fibra neutra correspondiente;
o blen la profundidad X de la fibra neutra, calculando en tal caso el axil N y ¢l momento M
que conjuntamente agota la seccion,

Permite ademas delinie todoes log valores en la secelén deformada, toles como: tensio-
nes, delormaciones, fuerzns nhsorbidas por los armaduras, etc.

Entre las opclones figura In posibilidad de fijar la midxima deformacion del acero en

traccion, con lo cual se pueden estudiar aquellos casos en los que por presentarse problemas
de adherencin no pueda adoptarse el valor de 10 milésimas para dicha deformacion,

Incluye una documentacion completa del programa, que comprende las bases tedricas
en que se funda, una descripcion completa de datos, operaciones y resultados, un giemplo
de aplicacidn ¥ un listado comentado.

1. INTRODUCCION

Lag caleuladoras programables de bolsillo se han convertido en una herramienta habi-
tual de trabujo para los téenicos, gracias a4 su coste relativamente bajo v o la facilidad de su
manejo, Por esta razdn consideramos que resulta de interés la difusion de programas para

tales caleuladorag, que permitan al proyectista obtener el miximo provecho de ellas.

En el presente articulo, se describe un programa para ln caleuladorn programable HP-
67 con tarjeta magnéticn, que puede resultur de gran utilidad para la comprobacion de sece
clones rectangulares, o asimilables a ellas, de hormigon armado, El programa estd contenido
on una sola tarjeta magnética v su empleo es sencillo.
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Para la realizacién del programa se ha tenido en cuenta lo especifleado en la Instrue-
cibn espafiola para Proyecto y Fjecueion de Obras de Hormigon en masa o armado,
[EH-73, en lo referente a diagramas tension deformacion de los materiales, miximas defor-
maciones admisibles en los mismos, v modo de determinar ¢l plano de deformacion de la
seoclon para los distintos pivotes,

2. DEFINICION DE LA SECCION Y DE LOS MATERIALES
Se supone una seccldn rectangular de dimensiones b por h, con dos capas de armadu-

s de secciones AL v A,, situadas a profundidades d' v d respectivamente, tal comao se indl-
o en la figura 17

+ = =y ——
{15 = |
Az X
h id v
- L
i —
r___hﬁ_- ¥
Fig 1

El hormigon, de resistencin curncteristicns oy v resistencia de cileulo Ty, se supone

que sigue una ley de tension deformacion dada por un diagrama pariboln rectingulo tal
coma se indica en la figura 2.

T
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i
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Flg. 2

El scero, de dureza natural, y con una resistencia caracterfstica fy ¥ de cileulo 1y,
s¢ sl pone que sigue una ley de tensién deformacion tal como se indica en la figura 3.

La deformacion altima del acero en traccidn puede ser fijnda.

El valor de 1o deformocidin mixima admisible del acero on traccion ¢, se Tja nocimal-

mente en 10 milésimas, En caso de no ser dada, el Programa tomi automiticomente este
vitlor,

10
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n £1d.
Fig. 3,

sin embargo, en algunos casos puede tenerse que utilizar otro valor de ey, por gjemplo
ciando ge presentan problemas de adherencia debido o una mala calidad del hormigdn,

3 METODO DE CALCULO

El procedimiento usado en el programa conslste en: dada una profundidad X de la fi-
bra neutra, determinar, de acuerdo con el diagrama de pivotes indicado en la figurn 4, el
plano de deformaciones que agota la seccion, cuya ecuacion es ¢ = ax + b, En funeion de es-
tag deformaciones, se¢ determinan las tensiones en el acero v en el hormigdn, y se calcula el
axll y momento resultantes,

= Spa , 2% W%
i ol T_-:;},E

Fig. 4

Para el cilculo de la resultante de tensiones en el hormigdn, se divide la zona de com-
presion en 10 fajas de igual altura, La tension media del hormigdn en la fujn se considera que
corresponde a una fibra situada al 60 por 100 de profundidad en dicha faja, v se sitda la
reguliante de dicha faja en el eentro de la misma,

En el caso en que el dato suministrado sea el axil N, para determinar la posicion de la
fibra neutra se utiliza el método iterativo *Regula Falsi™, tomando como valores inicinles

11
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para la fteraclén los valores X = 0 v la X correspondiente al paso del pivote A al pivote B,
que en el caso de ser e,y = 10 milésima, vale 7/27 d. El proceso se continua hasta que el axil
resultante diflere del nxil dato en menos de 10 Kp.

4, DESCRIPCION DE LOS DATOS

Los datos que describen la secclon se introducirin en la caleuladora como se indican
i continuacion:

Horrado de reglstros. - CLREG

Introducir:

| = Canto total, h, en om, pulsar STO 1,

2 - Profundidad, d', de la armadura A, en em, pulsar STO 2.

3 - Profundidad, d, de la armadura A,, en em, pulsar STO 3.

d - Aren de In armadura A} en em?, pulsar STO 4,

4« Aren de ln armadura A, en cm?, pulsar STO 5.

G« 0,85 x g x b, en My/em? * em, pulsar 5TO 6,

7« fyq en My/fem?, pulsar STO 7,

B - ¢y en milésimas,

Pulsar STO I, §i 3¢ omite este dato, se supone que e2 10 milésimas,
Con In introduccién de estos datos, que puede realizarse en cualquier orden, queda
definidn 1o seceidn,

Ahora se presentan dos opeiones:

Primera opcidn

Dado M ealoular M.

Para ello se tecleard el valor N eén My, positivo sl es de traccidn, negativo si es de com-
presidn, y se pulsard la tecla A,

Sepnda opefon

Dado X {profundidad de la fibra neutra) caloular N y M,
Para ello se tecleard X en cm, positivo si es por debajo de Ia fibra superior de la seceidn

y negativo s es por encima, v se pulsardla tecla E,
5. RESULTADOS

En la primera opeidn, tras teclear N y pulsar A, cuando la caleuladorn se detenga pre-
sentard en el visor el valor del momento expresado en My - m.

En la segunda opeidn, tras teclear X v pulsar E, cuando la caleuladora se detenga apa-
recerd en el visor el axil N expresado en M,

12
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Pulsando la tecla R/S aparecerd inmediatamente el valor de M en My, - m,

Una vez terminado cualquiera de estos cileulos, pusden obtenerse una serie de resulta-
dos adicionales, tal como se expresa a continuacion, Hay que sefialar que los datos de des-
cripcién de la seceidn no han sido alterados y pueden recuperarse mediante la instruceion
RCL adecuada, Ademds los coeficientes a v b de la ecuacion del plano de deformucion, es-
tin respectivamente en los registros Ay H.

Mdxima deformacton del hormigdn (X = @)

Pulsar RCL B,

Deformacion de la seccidm para una profundidad x cualguiera

Teclear %, RCL A, X, RCL B, +

Deformacion en la armadura A,

RCL 2, RCL A, X, RCL B, +

Deformacion en la armadura A,

RCL 3, RCL A, X, RCL R, +
Tenstdn en la armadura A;

RCL 2,fa

Tensitn en la armadura A,

RCL 3,fn

Producto de la tensttn del hormigdn por ef ancho de la seceidn a una profundidad x

Teclear x, I b

Profundidad de fa fibva sed i
RCL B, CHS, RCL A, +

Las deformaciones se expresan en milésimas, y son posltivas sl son de compresion
y negativas si son de traceion,
Lag profundidades se expresan en cm.

Las tensiones se expresan en My/em?, y serin positivas si son de traccion y negativas
si son de compresion.

13
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6. EJEMPLO

Consideramos la seceldn de la figura 5 con las siguientes caractersticas:
Dimensiones de la seccion 40 % 40 ¢m?

Armaduras: Tracelén 2 16=4,032 cm?
Compresion 24 16=4.02 cm?
Recubrimiento 3 ¢m
lyi = 4.200 Kp/em?
+u] 15

Hormigdn: Ty = 175 Kp/ocm?
¥, =15
DATOS PARA EL PROGRAMA

1 - Primeramente pulsar { CLREG para poner o cero los registros,

2 - Introducir en el Hcklatr{! | el canto total (40 STO 1)

" 2 profundidad armadura de compresion (3 5TO 2).
" H 3 profundidad armadura de traccién (37 5TO 3
i * 4 seccion armadura compresion (4.02 5TO 4),
i i 5 aeccion armadura traccion (4.02 5TO 5),
" g fi 0.85 ENTER .175 % 1,5 % 40 % 5TO 6.
i " 7 4.2 ENTER 1.15+5T0G 7.
RESULTADOS

1 = Caloular el momento miximo correspondiente a un axil de compresion de 20 Mp
(N == 20 M),

Teclenr 20 CHS A
Esperar ln solucidén: Aproximadamente 3 minutos.
Solucion: M= 8.41 Mp. m.

Resultados Opclonales:

2= Cileulo de la profundidad de la fibra neutra correspondiente al caso anterior,

14
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Teclear RCL B
RCL A

CHS
Soluclén: 7,52 em.

Tensidn en la armadura superior

Teclear RCL 2
fa

Solucidn: — 3.22 Mp/em? (compresién)

Fuerza abrorbida por la armadura superior,
Tenlendo en pantalla el resultado anterior

Teclear RCL 4
X

Soluclén: — 12,94 Mp

Tensldn en 1o armndurn inferlor

Teclear RCL 3
a

Solucion: 3.65 Mp/fem?

Fruerza absorbida por I armadura inferior

Teclear RCL S
A

Solucidn: 14.68 Mp

Delormacién maxima del hormigon
Teclear RCL B
Solucidn: 2,55 milésimas

Deformacion de In armadura superior

Teclear RCL 2
RCL A
X
RCL B
4

Soluciém: 1.53 milésimas

Deformacion de ln armadora inforior

Toeclear RCL 3
RCL A

X
RCL B
-4

Solucidn: — 1000 milésimag
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10- Determinacion de la profundidad de la 2ona del rectangulo en el dingrama de tensiones
en el hormighn,

Teclear 2
RCL B

RCL A
s

Solucidn: 1.62 em

11 = Diagrama de interaccion de la seccion,

En este coso se obtendrd por 8 puntos, Para cada uno de ellos se tecleard X se pulsard
E y s espera aproximadamente 30 sepundos.

Aparocerd on pantalla el valor de N,
A continuacion pulsando R/S aparecerd el valor de M,

X M M
10® 187,94 0
it - 1 BOLG3 1.12
40 - 143,80 6,53
E{1] 103,04 10.93
Pt 63,50 12.45
10 31,75 10.03

il 21.53 1.33
24.27 — TH.4Y4 12.68

DIAGRAMA DE INTERACION M-N

M LTh'}
is & ¢
o (3]t sdra
=iy
LER
di
¥
g
i
"
N i L i p. M E.MI']
b o ite 490 Lo

Fig. &
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Fi mixime momentio se producird normalmente para la posicion del plano de deforma-
citn, que produzea una deformacion de 3.5 milésimas en la fibra superlor del hormigon, y
ln deformacién del Umite elistico de la srmadura de trnoeldn. En este cago correaponds a
una profundidad X:

37 = 3.5

4.2
Tisral 4

X = = 24,27 em

7. LISTADO ¥ DESCRIPCION DEL PROGRAMA

Fl programa comicnza caleulindo unos valores auxiliares, que almacena en los regis-
iros 0 v 8, y que utllizard parn determinar la ecuacion del plano de deformaciones, en fun-
cidm del pivote que le corresponda (pasos 1 al 25). Asl mismo, compruehba i se ha fijado 1o
mixima deformacién del acero en traceion, y en caso contrarto la fija en 10 milésimas.

Sepuidamente plantea ol método de “regula falsi”, tomando como valores iniciales,
= 0y la x de tranaicion del primero ul segundo pivotes. (Pasos 27 al 46),

La segunda entrada del programa (cuando el dato es la profundidad iniclal de la fibra
neutra), se efecttn por el paso 47, ¥ 1a gjiecucion para esta entrada va hasta el paso 56, lla-
mando a las subrutinas que se describen mis adelante.

La subruting £ C (pasos 57 al 144), calcula el axil y momento respecto a la flbra supe-
rior, de lus tensiones en el acero (pasos 71 al B4), y en el hormign (pasos 85 al 124), Com-
prucba a continuacion & ol axil obtenido difiere del dado en menos de 10 kp, v sl no es
asi devuelve el control al método de “regula falsi®, 5i ¢l error es menor que 10 kp, o 86 ha
utilizado la segunda entrada del programa, caleula el momento respecto al centro de grave-
dad de la seccidn y detlene la gjecucidn.

La subruting 12 (pasos 145 al 186) calcula los coeficientes a y b de ln ecuncidn del
plano de deformaciones ¢ = ax + b para una X determinada y teniendo en cuenta el pivete
que corresponde a dicha X,

La subruting { B (pasos 187 nl 206) determina la tension del hormigdn multiplicada
por el ancho de lu seccidn que se produce a una profundidad X, utilizando el diagrama pa-
ribola rectingulo,

Por Gltimo la subrutina © A (pagox 207 al 223) determina la tension del acero a una
profundidad X, utilizando ¢l diagrama bilineal de tension deformacion,

17
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LISTADO DEL PROGRAMA
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““Una expresion simplificada de la
matriz de rigidez de la
barra prismaética de directriz circular”.

A, Bamartin ¥ J. R, Gonzdlez da Conga
Ingenioros de Caminos, Canalas y Puartod

Intraduceidn

i. En el cileulo de estructuras de barras, es frecuente ln aparicion de glementos estructu-
rales de directriz curva, Se suelen simular estas situaciones, mediante la introduccion
de nudos Intermedios “extra” y sustitucion de los trozos de arco que resultan por
barras rectas prismaticas (figurm 1).

2. De este modo, mediante un tnico programa de cileulo matricial en desplazamientos
de barrag rectas y prismiticas, so pueden tratar estructurns de barras mis generales
~{varincion de la seceidn, direciris curva ete ...)

3. Los Inconvenienies que aparecen en esfe trafamiento estructural son obvios: Inere-
mento del coste de cdleulo al aumentar el ndmero de nudos y aproximacion en los re-
sultndos producida por la sustitueion de la directriz curva de la barra por una poligonal
inserita, Fste Gltimo aspecto implica, por una parte, la necesidad de introducir las car-

barra cwfvd b=

._.rl'|||qi Tgair”

ganjunts de B porias  reclas

Fig 1.
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gas nctuantes en lag batras, de modo consistente a los nudos extra (en general isostati-
camente) ¥ por otra, la especil atencion que debe tenerse en el proceso de interpreta-
ciém de los resultados. En este contexto, la publicacion (1) es Instructiva.

4. Los anteriores inconvenientes pueden evitarse ficilmente, mediante In determinacion
de la matriz de rigidez v ¢l vector solucidn inlclal (empotramiento total en sus dos ex-
tremos) de la barra curva, ya que el método de cileulo matricial en desplazamientos,
una vez conocidos estos dos conjuntos de datos, permite su tratamiento de un modo
automdtico, sin distinelon del tipo de geometria de la directriz. Es decir, un programa
de caleule por computador de estructuras de barras, basado en ¢l método del equilibrio
de los desplazamientos, permite, con un esfuerzo adicional de programacién insignifi-
cante, la inclugidn de cualquier tipo de barrns curvas.

5. La afirmacion anterior s¢ corrobora al observar como programas de cileulo de barras
escritos Incluso en fecha no reciente, como el STRESS (2), permiten la Introduceion
de matrices de rigidez arbitraring y por lo tanto el tratamiento directo de barras de di-
rectrlz curva y variacion arbittaria de seccidn. La sentencla de entrada de datos es, para
este programa, lo cabecern STIFFNESS GIVEN, seguida de los coeficientes de ln ma-
triz de rigidez natural del elementao,

fi.  De low comentarion anteriored g6 dedice la impartancia de la determinaclén de lns ma-
trices de rigidez de barras curvas que aparecen frecuentemente en la prictica,

Como es bien conocldo, existe una téenicn general de ciloulo de estas matrices do rigi-
dez para una barra o elemento bidimensional arbltrario, que puede verse por ejemplo
en (3.

En esencia, en esta técnica se coaccionan “a" grados de libertad del elemento barra,
de modo que se constituye en estructura [sostiticn, es decir, se eliminan los movimien-
tos de golido rigido, En los restantes “b" grados de libertad, se determina, mediante un
teoremu energético (Castiplinno), o matriz de [lexibilidad F, que relaciona los despla-
znmientos ey, que aparecen en los “b" grados de libertad, cuando en ln barra sustenta-
da isostiticamentoe s le aplican las fuerzas 5, segin los “b" grados de liberiad, ex decir:

e, =F 5,

a6 pusde mostrar que, en general, In matrlz de rigidez de 1o barra particionada segin los
“0" y “b" grados de libertad es:

N A

GO ky = o
K = kg =—HF™! (1]
keyy = HF-VHY

[Tl ]

siendo / la matriz de equilibrio de la barrn sustentadn isostiticamente on los “a™ gra-
dos de libertad, es decir, que relaciona la acciones &, con las reacciones ry en las conc-
clones “a". En términos matriciales H se define como sigue:

rg +H5=0

20
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Wormalmente, los “n" grados de libertad se eligen como todos los grados de libertad
que aparecen en el extremo 1 de la barra, réesultando un voladizo como estructura isos-
tatica basicn y In particidén de In matriz de rigidez corresponde a la cligica por nude.

12,

7. En este articulo se presenta una formulacion simplificada de la matriz de rigidez de una
barra de seccidn constante y directriz circular. Se espera, con ello, reducir el esfuerzo
de programacion y cdleulo que puede implicar la inversidon de las matrices de flexibili-
dad. Se ha adoptado la barra de directriz circular en este estudio, por sor mis frecuen-
te v vi que permite simular barras de otre tipe de directriz, mediante la introduccion
de nudos extra ¥ un conjunto de barms clrculares con radios correspondientes a los de
curvatura medios de cada trozo de barta entre nudos consecutivos. Indudablemente,
esta sustituecion de la barra real de directriz arbitraria puede ser simulada adecuada-
mente con un nimero mis reducido de barras curvas circulares que en el easo de con-

siderar Gnicamente Barrs recing,

&, Una barra arbitraria en el espacio representa, en general, sels grados de libertad en cada
nudo extremo, Estos corresponden, en movimientos, a los tres desplazamientios v loa
tres giros.

Se supone, en lo que sigue, que In teorin elistica y lineal de elementos monodimensio-
nales ed aplicable. Li seccion transversal de la barra tiene un gje P"iﬂﬂ‘ﬂ'ﬂll de inercia
contenido en ol plino de lo directriz circular v el gje de gravedad v de esfuerzon cor-
tantes coinciden. Por otra parie, s¢ supone que la mixima dimension de esta seccidn
transversal o8 pequela on comparacion con la longitud del greo v ox posible despreciar
ln deformacion producida por el esfuerzo cortante. Con estas considernciones, se pue-
den adoptar en cada exiremo de la barra los ejes de referencin de los seis grados de li-
bertad, seglin el sistema intrinseco de Frenet, es decir: tangente: (1), normal principal;
() ¥ binormal: (3), Los ejes (2) y (3) coinciden con los ejes pringipales de inercia de la
seccibn.

B, En las hipdtesis anteriores, la matriz de vigidez & de la barra puede ponerse en la siguien-

te forma particionada:
P (kw0 7[d,
- 12]
B, 0 keo| | e

P Y d, corfesponden a lag fuerzas y movimientos del comportamiento arco, ¥

eén donde:

P, ¥ d, son vectores anilogos a los anteriores pero con referencia al trabajo como em-
parrillado (figum 2).

f‘j*| ﬂllll
En forma explicita se definen: p_ -[ ] d, =

f‘:"l t’l:
Mg By
can 2= | mri iy = | O
9y Wi

21
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ol Tl

I, i
con Py Tlm ¥ do = | Vi
m; il

(i=1,2)

La ecuaciéon (2) implica el hecho bien conocido de la teorin elemental de elementos
monodimensionales, referente al no acoplamiento o interaccion entre los dos tipos de
trabajos estructurales de una barra plana, emparrillado y entramado (arco).

10, A continuacién se determinan cada una de las submatrices de rigidez &k, ¥ ky,, en
funcion de un nimero reducido de funciones del dngulo oy subtendido por el arco y

L1]

(SR M'.Ilq‘_:
|
;:3 o #d)| b @ lnjal
my My ’
i
1

ARED

N R rbﬂ

Fig. 2. al Fuerzas,
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cx prezande explicitamente log derminos de rigidez-torsidn, extension ¥ flexidn de I
secoidn trunsversal del arco.

Estruciura emparrillado (viga baledn circular)

1. Se supone la barra de directriz circular de radio R y seccldn constante de las sigulentes
carncter{stions:

E médulo de elasticldad

E

G mbdulo de tarsitn = -i-;:wﬁ-;,—

v eoeliciente de Poisson

1 inereia a flexion normal al plano de la barra de 1o secclén transversal

1 inercia de torsion de la seccidn transversal

i
Se supone que GA = (), con Ay el drea reducidn de cortante.
1Ag

12, Siguiendo el procedimiento general de cileulo, se supone el extremo | de la barra
empatiradoe ¥ en el extroma 2 potunndo ) vector fuerea
P my
PEIP: | =] My

Pa |

cong ' =q R

Para la determinacion del vector movimiento en el extremo 2, definids coma:

d, i,
d=|d, |8,
i w'
.
con W' =4
se utiliza el teorema de Castigliano
aE
gm= ap 13]
dlE
b - (]
o bien d; ap, {im],2.3) [3a]

LT e 1 e Rd
it H-T 1 My 1 +T ’- M} “ﬁ la energia complementaria eldstion
il 1] L]

21
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de deformacifin de Ia barra.

My ¥ My los momentos flector y torsor en una secclon genéricn & (0 < o = @), cuya
expreaion ea:

My = i, #eh (8 — &) + Mg cos (o — &) — q° sen (o — @)
My = my cos (o — ) — my sen (o —a) +q' [1 — cos (@ — &)

La expresion {(3) o bien (3n), dado el cardcter de forma cuadritica de E, puede escribir-
88 COmMo gigue!

3
dE
dt"},‘ﬁ"‘zﬂj Py
i l.l

1 G piM e AIM
con fj; = '8 R [ S o [ e ey (1, ]=1,2,3)
o

ap, a"—Fl Bl i & Iap' ap, Gl ap, ap,

La matriz !"-‘IZ,;} zonstituye In matriz de flexibilidad de la estructura de la figura (3)
y puede ponerse én la forma:

# 4 (1] R #{2}
i o+ —
gy 5 T
SO
[ Ba i fijg — fgo
F=| —a gy = gy + ayy
[ Tio = g0 —#gr T A fgo — 2 0yg * iy
[ g g g
Fiilm iy LET = Wy
| —lez  —Hn figy
alendo:
i
ayy = f cos' e sen’ o dev
0
en partleular:
oo = bty fjp ™ 8€N & ng; = 1 — cos
ﬂ;u“%{“ﬂ + 86N o - 008 &) Ilmm_;'{ﬂ'u—ﬂ“ Qg * COS O)
aen? @
24
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13, Con objeto de obtener una expresion simplificada de Ia inversa de la matriz F de _ﬂﬂ'
xibilidad, es convenlente resolver el siguiente problema de autovalores A y autovecto:
T
”;.1{'1? ;\J‘,'Ullq-uﬂ 4]

La solucion de [4] es:

+ 8 @ g ~ )
A =0 Ag = Ay =

2

P =8 elgta)=p—¢)
i ——
| | l=¢ °
+|
= 0 iqg = ]lL ifa” ol
I 0 -2

CON @Sy, A™RENO, ¥ C¥COSdp

Si Q= (g, 42 3) entonces s¢ pueden obtener las matrices dingonales DR y o

sipiienfes
HT Fin o= n
QIII f','ﬂ:l (= i".J“l
| + ¢) l@ (g + ) — 4 (1 — )]
con DY = ding [ip, { Hih o = 8), @ =G
| +¢ (g - %)
P = ding [U. : po ¢) {p + 8), f—-f-f-—a—]

14, A partir de los resultados del apartado anterior, la matriz inversa de la flexibilidad se
obtiene inmediatamente, como sigue:

sea
F‘m%- R 4 %F“’
entonces:
O FQm g P 4 D =D = ding Gy i)

y por lo tanto:
'
Fl=@ D' Q" = (qy.q2 qa) diag G0y, g, )| 73
T
da

26
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o

Hy ==—0=t 3 = . { i 5 R
wR A . o RO we B
Gl ~ gk (k) i A

|

iy =

plofetn-—dd-o) R ¢ -5 R
| =g Gl l=ci EI

La matriz de equilibrio se deduce inmediatamente de la figura 3, obteniéndose:

g =% 1l-=g
H=y g - i
0 0 |

15, La matriz de rigidez de ln barra circular de emparrillado se determing mediante la apli-
cacléon de los férmulas (1), resultando las siguientes expresiones linales:

Ko =py By +py By + ity by
K=Ky ==p A s TAy— iy T by [5]
K= Ay s T T+ TA T

siondao:
10 1 1 A 0 C? -pC =—32C
Ay=(0 O O A=A A* O By = =¢C w? 2¢
I 0 1 0 0 0 -2C 2¢ 4

T=ding(l, =1, 1)

matd, o ak i ‘S

i 1

v R A R K
— 8) =+ (@ + §) =
(o —8) oy + b+ ) 5

-HFLI I

Ha @

B+O o5+ B-0O2r

1+c e @
A 8 8 ] =c 2, C-l—i:- 2

16. Las expresiones (5) son aplicables en ¢l limite al caso de viga recta. En efecto, se
tiene entonces:

[t+oo, p=0 y Ryp=+€ (luzdelaviga)
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Por otra parte s¢ deduce:

2 w v
A-F\E-‘ B G C-+ G
GJ Ely? 3EI

y los matrices A, &y v Ay deben de modificarse con objeto de relacionar las variables
w ¥ q, en lugar de Ins w'= w/R y q' = q - R, resultando:

ar .I ;
ey 0 0 |
2
Ay=l 0O O 0O By i
O o0 0 (
y e obtiens
!
)
ﬁ:“w"—g 0
0
0 0
IEI
2
9
% %
K3 =Ky = 'g
0 0
_2ELly - -
2
hD E
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3 @ @
@ 0 16 &
4 @
y | W W
r 2 ¢
0 0 3 v
0 0- o oo 0
E
0 0|+ plo 4 o+
0 04 0o 0 0
1 TGy |
0 - 0 0
2 ElI 6kl
-I-E-I L 0 i' Ql
4 g SEL 12El
] L e 2@ .
1 0 0 0 0 0
E 1
=4
0 0 of+|o
o 0 0 o 0 0
TF Gl
_G1 0
0 z 0
2 2E1 6E]
4 6EI 121
rEl B g

3]
St

[ TR

il
a =
=

2
= e

]
=
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il El
Ru"—ﬂ 0 0 0 +W 0 4 0]+
0 0 0 g 0 o
" 19 fc i
0 0 ¥ c—';!'- 0 0
JEI 2 4 E 1 6E1
|'| E ﬂ I .'i'_ [ -] n. H i:r
2 4 6L 1ZEI
0 v ] L 0 [} YL

Oue constituyen las bien conocidas expresiones de la matriz de rigides de la barra rec-
ti de empurrillada,

17, Convilene observar, por Gltimo, que la determinacion de lag acciones de empotramiens

i1y I".i1|1

to rigido fy = gy | v fg = | e | bajo ln nccldén de cargas sobre la barra, se puede
a, a3

realizar de un mode diregio utilizando las siguientes consideraciones:

m,
Sea Py = m¢ [ una accién puntual aplicada en una soecion genérica de la barra, defi

a
nida por el dngulo o (0 = & < o).

Los movimientos dy que se producen en esa seccién, en la estructura em potrada en el
extremo | (fgura 3) son evidentemente :

do =y Py
con Fy la matriz de flexibilidad del trozo dael areo comprendido entee el extremo |

¥ la seccion &, Su determinacion es directa, sustituyendo el valor ¥ POT ¥, en |ng expro-
siones do los apartados anterjores,

| : barfe 1 | empairado
* I':I'- farde 7 1 1ilie

EHPARALLL ADG

Fig. 3,

28
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Los movimientos o, en el exiremo 2 producidos por Py, son entonces:
dy=Hy, do=Hy, FauFy
alendo:

Hy, 1a matriz de equilibrio correspondiente al trozo de barra comprendida entre la sec-
clon o y el extremo 2, Su expresion es idéntica a la matriz /f anterlormente dada, sus-
tituyondo alli el valor &y por o = o,

Entonces los eafuerzos de empdtrnmiento rigido son directamente
T
b=—Ky Hn., Fo Po ~ Ho Py

: [6]
Pa== Ky H::i Fo Fx

con Mg la matriz de equilibrio del trozo de barra comprendido entre lag secciones
| ¥ .

Si la carga actuante eorrespondiern a una distribucion de acciones Py por unidad de ar-
co, las expresiones [6] anteriores se transformarfan en las siguientes:

|ﬂu . Wk
pr==Kp j Hy Fy py R da - j Hy py R dor
! G 7]

Lt
py== Ky f HY Fypy R do
Ja

Faitriietura entinmado (arco circular)

18, Se precede de modo completamente andlogo al caso de emparrillado.
Las caracteristicas de la barra se designan
E modulo de clusticidad
£ fres de lo seccidn transversil
I, inercia a flexion en el plano de la barra, de La seceion transversal.

Se supone que no existe deformacion por cortantas,

19, La barra se coacclona completnmente eén su extremo | y én el 2, actia el vector
fuerzn p (figura 4):

i Mg,
PElP:| =] n
Pa v
. iy
con my; = =5

28
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-\—|_|_I
\ X@J

B e ;<
l : l LT

oy F A &, - ]
'E".J":I- _.-l.'-.I - " : .s ]
b 4208 3
-\5' Bords | ¢ Smp a0
o bagrde ¥ 3 libre
EHTRaAMADD
Fig, 4,

El vector movimiento & en el extremo libre, 2, se determing mediante ¢l teorema de

Castigliono
HIH
e 8
= 8]
i, a
con d=|dy|[=[u
d;\ ¥
f'=68-R

paok [Ty R 1 . Rde
T T T E 0

My v N son los esfuerzos, momento flector ¥ axil, en una seccién genérica &, Su
expresion es:

My
—];‘ =mp + 0[] — o8 (@ =a)] +q sen (o, =~ @)
W= n ook (o — o) — q sen (G =)

La expresion (8), dada la estructura cuadritica de E, se puede poner en la siguiente

farmu:
d=F p
con F, = {f;;} matriz de flexibilidad de la estructura de la figura (4), cuyo clemento
I'“, 1 H
R [* My, OMy, R [ 8N aN
fu=3 “an dee 45 .
EL J, ap, ap, EQ | dp dp
a0
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o bien en forma ma teicial

N | S ST I St
Ay gt TR
con
0 0 0
0 - gy
"““ =0 i1 + u“ﬂ n'”
f;-‘l{!? =| = ny, + dgs fgg = 2 045 F d1g = Mjj = gy
dai < dyy ok gy ligs

20, FEl problema de autovalores y nutovectores sigulente:
1~ A F =0

tiene como solucitn!

@ (@ o+ 8)
M0 M=l MR- d-0
| i 1 el +a)=2s
gy = g, = 1 gy=| —p(l+c)
8 :
¢ | =g 8

con la mizgma notacion que en el caso de emparrillado.

21, La matriz inversa de la de flexibilidad (rigidez) de la estructura de la figura 4 es:
7,

FoUm (g, qa g ding Gay, g, 45 q’T

||I
ty
R - 1
con H Iﬁg MT™R  p=3 R p-4
E 1, Eft 1=c BI l=¢

i ! e

R R?
i (| o) Gk 8) k[ (1 Fe) o +8)— d8]y
E £ E

Documento descargado de www.e-ache.com el 27/07/2024



La matriz de equilibrio se deduce inmediatamente de In figura 4, siendo su expresion
COMO Sigue:

1 {(1=0g) 8

39, La matriz de rigidez del arco circular se obtiene mediante la aplicacién de las formulas
(1), aleanzindose los siguientes resultud os:

Kyu=H A 40, by + B

Ea=Kfi=—0 &+ FE: iy T By 2]
K|1-E|E\ H.E r+_ﬁ;| ?E_jT
glendo:
10 0 | 1 =A AT —ATC ACG
A=l0 0 0] A= —1 | A | &= |=AC Al A
00 0 Ay Ay A} AC, ~A I
T=diagdl,1,— 1)
L I - |
'R Y [l R
VLR T BT,
Hy ™ = I I
b ] ST
“‘h +E:IIHT+(H| +2|l'_','|]L A

I SN L | [ = | 1
A B, Gim it

estos resultados pueden compararse con los presentados en la publicacion (4),

23, Las expresiones [9] son aplicables en el limite al caso de viga recta {entramado), Se
puede eseribir en el limite

R o= oo lp-#ﬂ y H_.F-FQ

2
ﬁl-‘.%— TP - R,

32
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El

B

My —*

¢ /1
3(E£1+

Las matrices Ay, Aa, Oy, 8¢ modifican de modo que relaclonen las varlables myy ¥
en lugar de mg, ¥ 0". Resulta en este caso!

R?* 0 O 1?
A=+l 0 o o] A-+| -R
ﬂ =1 -12—"—
0 D_ "
- 4
HE-II 1 ! —i
1] ® 3 R
= R i
g | 3 ;:l'
& 2
| 6 iy
Se ohticne!

1 0D 0 | 0
= El IEI
Ka=—7-|0 0 0 +m55~— 0 0

2
_ﬂ 0 ﬂ' =% 0
ABIL 0
¥
EQ
0 ¢
6 El
o — 0
| @
1 0 0 |
ol El JEI
ey ] I PRr, _I et
Fi
LD 0 'L‘JJ T
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_,H e saammm
2
I W
] k. 4
@ e |
37
i,
i
2
i
1
2] B ]
s i 0
i 0o 0
h -
0 +4E 0 4 0
d
Erd “ﬂ 0 U_
6EI,
Ei
0
12E1
—n-d.-g—
1r = -
i 3 o 0 0
E §1
e d
0|+ T 0 0
I
e g 0 0
07 | | 1
a3



24,

[2E1, i __:5_F£f_|L‘
v (E
E §2
el D —\-UE.\'I-'F u
SEI  , _12EI
| @ [T
- B :- =] =y
I 0 0 1 0 ¥ 0o 0 0
. _ El 3EI -
Kpy==g=l0 0 0 + 0O 0 0 +-'!r§n-ﬂ 4 0=
2 4
0 XL
0 0 I:J T ° 7 0 0 0]
(411 6ET
e T 0 -
= 0 —L"Eﬂ 0
6 F I, 12EI
g ¢ 2

Que corresponden a las expresiones de las submatrices de righdez de una barra recta de
entramaida plano de oz €

Por altimo la determinacién de la solucion inicial sigue la misma pauta que en el caso
anterior de emparrilludo,

Conclusiones

25.

Las matrices de rigidez de una pieza curva circular pueden expresarse como comblinas
ciom de upn nomero reducido de Tunciones del dngulo central @, Bs posible, agimismo,
G] EQ EI El

R R R YR

separar los cofactores de las rigideces de barra

La utilizacion de las formulas [5] v [9], es directa, para su programacidn ¢ inclusion
dentro de un programa de cileulo matricial en desplazamientos, de estructuras de ba-
rrag, Mo es, por o tanto, precisa la inversién de In motriz de flexibilidnd, con el consi-
gulente ahorro de programacion y cileulo posterior,
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Bases para un nuevo
método de elementos finitos

Jdoah Maria Uroalay

Dootor Ingankera di Caminod
Inatitiito Eduardo Torraja

RESUMEN

El mitodo descrito en este trabajo proporeiona una solucion exacta para clertas cargas
¢ que sustituyen a las que realmente actian. En cada elemento estos dos sistemas de car
gas tenen la misma resultante tanto en magnitud como en posicion, y satisfacen ofras con-
diclones de modo que puede decirse que producen efectos andlogos.

La solucidn para las cargas #E e8 exacta fanto geométrica como mecinicamente. Exis-
te equilibrio a lo largo de las fronteras entre elementos v el valor de cada esfuerzo en cada
nuda es ¢l mitswio en todos los elementos afectados, Para eflo basta neutralizar adecuadamen-
te las cargas pardsitas que de otro modo surglrlan como conseetiencia de desequilibrios en
dichas frovieras,

La solucidn gue s¢ abtiene no es la buscadd, debido tintcamente a la expresada sustiti-
clon de cargay, Se ha definido un error parg medir los efecitos de esta sustitucion,

Lay condiciones de contorno se cumplen exactamaente,

El método se expone aplicindolo a una placa sometida a cargas perpendiculares a su
plane v provista de vigas v soportes.

INTRODUCCION

1. El aspecto mis destacable del nuevo métado es que éste da la solucion exacta para unis
clertas cargas g5, que sustituyen o las que realmente actian, En cada elemento, estas altimas
cargas ¥ lag ¢5, tlenen In misma resultante, tanto en posicion como en magnitud, y cumplen
otras condiclones de modo que puede decirse que producen anilogos efectos.

Las fronteras entre elementos estan en equilibrio v cada esfuerzo tiene en cada nudo el
misino valor en todos los elementos o los que ¢l nudo pertenece.

La tinlen causa por la que la solucién que se va o obtener no e la exacta consiste en la
expresada sustitucion de cargas, De aqui que se haya definido un error ¢ que mide las dis-
crepancias entre clertas magnitudes caracteristicas de los dos sistemas de cargas. Este error
mide, por consiguiente, el grado de aceptabilidad de la solucion obtenida.

K]
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La exposicion del método se renlizn mediante su aplicacién g una placa que forma par-
te de una estructura. La placa eatd sometida a cargas perpendiculares o su plano.

En §82, 7 v B se indican esquemidticamente lns buses del método.

DESPLAZAMIENTO w

2. El desplazamiento w debe ser tal que se cumplan las condiciones geométricas requeri-
das pars que la solucion que se va a oblener sea geométricamente aceptable, con Independen-
¢ia de cudilos sean las cargns nplicadas, Es decir que los desplazamientos deben ser cinemiti-
comente ndmiaibles,

Por conslgulente el desplazamiento w v sus derivadas dw/ax y dw/dy deberdn ser con-
tinuos en toda la placa salvo en algunas excepcionales fronteras entre elementos, en las que
realimente dichas magnitudes pueden ser discontinuas, Como ejemplo de tales fronteras pue-
de cltarse ¢l cago de una frontera paralela al eje OX v en I que se haya dispuesto una char-
nela, donde In dw/dy podri ser discontinua,

Por otra parie, en el méiods, en ¢l que 3¢ conaiderd ¢ada uno de los elementos, se de-
sea no considerar, en el andlisis global, el equilibrio en ninguna de Ias fronteras de elementos
asin que por elle o solucidn que s¢ va a oblener deje de ser correcta, Eslo pusde consepuire
haciendo que los esfuerzos en las fronterns de elementos resulten continuos con In Gnica
ecxcopeiom de las rontoras sipuiontes. Estas altimas Mronteras, Gnicas en las que se admilen
discontinuidades de esfuerzos se caracterizan por estar aplicadas en ellas unas reacciones
que estin determinadas por dichas discontinuidades v que cumplen ademiis la condicion
de no entrar en el andlisia global, Esta condicion significa que las reacciones en cuestion
requieren que las ecuaciones de equilibrio se estublezoan no en el andlisis global sino dos-
pués de efectuado éate andlisis,

Para que on las Mronteras de elomentos los esfuorzos resulton continuos basta suponer
que las cargns concentradas en puntos aislados de dichas fronteras v las cargas por unidad
de longitud aplicadag a lo largo de las mismas, experimentan unas traglaciones tan pequefias
como s quiern hacia el interior de los elementos.

Estus traslaciones supuestas se aplican o las citadas cargas slempre que éstas entren en
el andlisia global, como ocurre con lus cargas dadas v con las reacciones desconocidas gjerci-
dus por vigns y soportes sobre Ia placa.

Coma gemple de cargas que no enbran en ol andlisis global pueden eitarse lag reaceio-
nes ejercidas sobre la placa por un apoyo (w = 0} a todo o largo de una frontera de elemen-
to, tanio si exta Mrontera, por pertenccer g un borde, perlencee a un solo elemento, como 8
es comin a dos elementos, En este Gltimo caso se admiten discontinuidades de esfuerzos
on la frontera pues son estas discontinuidades Ins que determinan los reacciones,

En cuanto a las reacciones ejercidas por apoyos puntuales en los que sea w = 0, entran
en el andlisis global y, debido o o imposibilidad de ponerlas previamente en funcidn de los
desplazamicntos, entran como incognitas, sin perjuicio de gque a causa de la facilidad de su
eliminncion, no flguren en el slstema de ecunciones al que conduce dicho analisia.

Er de sefialar que las cargas concentradas en puntos nisludos de lronteras de elementos
entran slempre en el andlisls global y por congigulente experimentan las supuestas traslacio-
nes referidas, con lo que se eluden los problemas que tales cargns plantean.

Con objeto de que, en el andlisis global, los esfuerzos resulten continuos en una frontes
i entre elementor en la que, do acuerdo con lo anterior, deban serlo, puede imponorse la

36
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condicidn de que lns derivadas de las que dependen los esfuerzos sean continuas en dicha
frontera, siempre que los dos elementos n que ésta pertenece tengan las mismas caracteristl-
cis geométricas y mecinicas que correspondan, En cualquier caso ln continuidad de esfuer-
zof en ung frontera entre elementos puede conseguirse neutralizando las cargas pardsitas
que, sin esta neutralizacion, surgirfan en tal frontern como consecuencia de la discontinui-
did de esfuerzos en ella.

Fn §38 v siguientes so ostudian las condiciones de contorno.

3, Sea b un nudo cunlquiera de la placa, Se designa por { Ay, ) al vector cuyos elementos son
lox valores desconocidos que w v algunas derivadas de w toman en A. Estag derivadag son las
que deben ser continuas en toda la placa salvo én algunas fronteras entre elementos, de
acuerdo con § 2. Ea dectr que son las dw/dx y dw/dy en cualquier caso, asl comao las derivas
das de lns que dependen log esfuerzos para cuya continuidad no se aplique la neutraliza-
cidn citada en § 2,

Puede haber que incluir ademas otras derivadas que deben ser continuas en toda la
placa, porque de no Inclulrlas resultarfan esfuerzos nulod en log nudos, como se verd en
& 27.

Maturalmente, si por razones de discontinuidad un elemento de {Ay) tiene valores dife-
rentes en elementos diferentes, serd necesario distinguirlos.

4, Los elementos de placa son rectangulares. Sea € uno cualquicra de estos elementos,
Los nudos perteneclentes n € son los vértices £, /, & [ de € El vector (A" ] es el dado por:
J AR R
(€)= [a] A A A (1)
Andlogamente el vector [ &) estn formado por los elementos de los vectores tales como

¢l Ay ) de todos los nudos de la estructura,

5 Parn w®, que es el desplazamiento w en ©, e adopta la expresidn:
wC =71 126 (2)

donde los elementos de [ ¢°) son [unciones de x, ¥, preferentemente en los ejes locales de
€ lin & 27 se verin las condiciones que deben cumplir los elementos de [IPE' 8

6. Las soluciones mas sencillas para {¢%) son las proporcionadas por los polinomios de
Hermite, Fstos polinomios fueron utilizados por Bogner' y otros para definir w para el mé-
todo usual de elementos finitos, en un trabujo citado por Zienkiewicz?, Desal® v Abel y
otros, En el Apéndice 1 se tratard brevemente de estos polinomios,

La definicion de{ Ayl dada en & 3 estd orientada hacia el empleo de polinomios de Hei-
mite. No obstante, el emplea de estog polinomios no es necesario y el vector{ Ay } puede de-
finirse de oira manera. Lo importante es que se cumplan las anteriores condiciones de con-
tinuidad,

CARGA g5

7. Para que la solucién que se va a obtener sea exacta es preciso que la carga que actia en
un elemento € cualquiera sea la definida por w en € mediante la ecuacion diferencial corres
pondiente, [Meha carga, designada por qr‘:",. sustituye a todas las cargas que actian en €, ¢o-
nocldas o no. Estas cargas son las que actian en el interior de C agf como aquellas cargas

aplicadas en las fronteras de €, que de acuerdo con § 2, se supongan trasladadas hacia el in-
terior de O

37
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Mataralmente, entre las cargas que actan on © no se incluyen las correspondiontes a los
esfuerzos en las fronteras de ¢, que estarin en equilibrio, en la solucidn que se va a obtener,
con c,r‘::_,.

Sobre In placa no actdan mbs cargas que las ¢5 de sus elementos, aparte de aquellss
reacciones que, de acuerdo con § 2, no entran en ¢l andlizis global,

B, El sistema de ecunciones lineales en que se traduce el nndlisis global expresa la referida
sustitucion de cargas, Esta sustitucion puede efectuarse imponiendo la condicion de que
unos clertos momentos de la cargn g% sean iguales que los momentos correspondientes de
las cargas sustituidas por ella, En particular estas cargas v la ffﬂ tienen la misma resultante en
posicidm vy magnitud. Cumplida esta condicién referente o In resultante puede sustituirse la
condiclon de igualdad de algunos momenios por la minimizacion de la suma, para todos los
tlementos, de los cundrados de las diferencias entre momentos para un namero mayor di
maimeintos, Mas adelante ae tratard con detalle de los momentaos ¥ del sistema de ecuaciones,

Puesto que la solugidn que se¢ va o oblener es exacta para las cargas qE, se puede juzgar
el prado de sceptabilidad de dicha solucidn midiendo los efectos de lo sustitucion do cargas,
Para ello se ha definido el error ¢ como la raiz cuadrada de la suma, para todos los elemens
tos, do los cuadrados de las diferencias entre momentos, Lo sustitueidn de cargas medianto
la minimizacion de ¢ puede identificarse con la del final del pareafo anterior, En § 50 se de-
fine € con mis precision.

2. Bila placa es isGtropa se tendrd:

‘,_(“aa i ad . ot )w‘-'-fil"" (1)
Tw dx® axd gpd T gyt :

En cualquier ecago
g6 = (Y€ (A€} (4)

donde () es un vector que se obtiene Ficilmente del (%),

MOMENTOS M,,
10. Sen g5 unu fuerza por unidad de superficie, duda por q;‘ - qg {x, v} v aplicada en el
elemento C

Se designa por My(q) al momento de drdenes r, 5 de g, definido por ln expresion:

. i o i
Mys(gg) = / (';I;") (h'?f") iy (x, y) dS (5)
Al oy

en la que at y BE son las lemgitudes de los lados de O paralelos o los ejes QX vy OF. La inte-
gral se extlende a la totalidad del elemento €. Los valores de ¢, 5, son enteros no negativos.
Conviene que los ejes sean los locales de C

Maturalmentie, on el caso de una fuerza concentiada en un punto desaparece |a integra-
cidn en ln expresién (5).

an
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11, Laadaptacién de (5) al caso en que la earga sea un momento es inmediata,

Sea ME un momento concentrado en el punto X, vy, de € y contenido en un plino

perpendicular al de In placa. Se consideran dos fuerzns F iguales y opuestas, perpendiculares
a la plaga y contenidas en el plano de ME, Una de estas fuerzas notin en el punio Xy, Va-

Sea @ el dngulo del plano de M“ con el eje OX siendo d la distancia entre las dos fuerzas I
El momento My, {M*) serd el limite de

ety ey -G GH] o

cugndo ff=+ey d=+0con Fd= ME, Resulta:

Mty [+ () () 20 os () (2)" 22 e )

con r(;u,-”ff;'-"')"l fgual o O pura r=0 ¢ igual a 1 para #= 1, para todos los valores de
xpr sin excluir el de x4y =0,

Fl momento My de un momento por unidad de longitud se obtlene ficilmente do
{7 por integracion,

12, El momento Mg de una carga es ln resultante de la carga, Los nmm:tntm ”81 y M
aon los momentos de la carga con respecto a los gjes O.X y @Y, divididns por by

13, Eea {r,' ]ulvm:tur

2 r

001=[1 203 () o (3 () ()" ()]

cupndo lo carga o8 una fuerza,

Se designa por (%) al vector cuyos elementos son los momentos de la carga de que se
trate, de los drdenes r, 5, indicados en [ﬂ'ﬂ e

Para la carga r;ﬁ,'-; fx, » se tendri:
{I'Elﬂj () qf (x, p) dS ()
v

Para ¢l momento concentrado M© se adaptardn las expresiones (8) y (9) de acuerdo con
la (7).

CARGAS EN FRONTERAS DE ELEMENTOS
14, Se trata seguidamente de las cargas que, de acuerdo con §2, deban experimentar las

supuestns traslaciones alli indicadas, Se trata, por consiguiente, de cargas concentradas en
punios aislados de fronteras de elementos asf como de cargas por unidad de longltud aplica-

das a lo largo de dichas fronteras, siempre que unag y otras cargas hayn que tenerlas en cuen-
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ta en ¢l andlisis global, Es decir que se trata de cargas dadas o de reacclones ejercidas sobre
In placa por vigas, soportes y apoyos puntuales.

15, Lus cargas en cuestidn pueden distribuirse en partes v (rasladar cada parte o un
elementa.

Las trasluciones de estos corgns no lienen mas objeto que el de poder no considerar ¢l
equilibrio en las fronteras de elementos, de acuerdo con §2, Son tan pequefins como se
quiern y, por tanto, al tomar momentos My, de las cargas de que so trata, se considerarin ¢s-
taa actuando en sud verdaderos punios de nr-llu.':twl-.'m.

16, Las cargas expresadas, al ser incluidas entre las sustituidas por las g5, plerden su natu-
ralezn de cargns concentradas en puntos aislados o en segmentos. Una vez efectuado el
andlizis plobal de la estructura extas cargas pueden recuperar su naturaleza cuando estén
nplicadas n todo lo largo de una frontern de elemento como ocurre por gjemplo con lag
cargas transmitidas por vigas. La frontera puede ser Mrontera ontre elementiod o perfenccer o
un borde, Del andlisis global se deduce la carga que la viga transmite o In placa as{ como los
esfuerzos de ln placa en la frontera de elemento, es decir en un costado de la viga, Por con-
slipuiente pueden obtenerse facilmente los esfuerzos de la placa en el otro costado de la viga.

17. Be designan por q’f} i aquellns de los cargas en cuestion, que, aplicadas en 'y depen-
dienfes de w, pueden oXpresarse directamente en la forma:

aSe= (5" (A6) (10)

donde {AY) es un vector formade por (A€} ¥ por vectores andlogos al (Ay ). Entre los cargas
qff pueden citarse los rencciones ejercidas por vigas v sopories sobre la placa,

18, Sean por gjemplo la fuerza ¥ los momentos tranamitidos por el soporte /m a la placa.
Estas cargas dependen de los desplazamientos y los giros de los nudos { y m y de las cons-
tantes hmcﬁnicns del saporte y pueden ponerse mnmdiatnmunte en In forma (10). Los ele-
mizntos de N’ } serin constantes. Bl vector ”# } debe incluir los deaplazamientos v los

giros del nudo m, los cuales no estdn incluidos en (A%} porque m no pertenece a la placa.
Los desplazamientos del nudo { en el plano de la placa deberfan considerarse, Mo abstante

no han sido considerndos en este trabajo que no trata de mas dezplazamientos de I placa
que ¢l w,

Las fuerzas transmitidas por el suelo, nungue no cubiertas por el titulo de esta seccion,

pueden ser tratadas aqui. Se supone que estas fuerzas estan dadas en C por la expresion
— K w® donde K esuna constante y puede ser una funcidn de x, v. Entonces pueden poner-

ge en la forma (10) de acuerdo con (2), Log elemoentor de flﬂrff} gerdn ahora funciones de
X ¥

Mas adelanie se verin otros casos de In forma (10).

19, Entre las cargas en cuestién exiglen otrag, también aplicadas en € y dependientes de
w, que no pueden expresarse directanmente en ln forma (10). Estas cargas so designan por
qEI' Por gjemplo la fuerza transmitida a la placa por un apoyo puntual en gue sea w = 0.

ESFUERZOS EN LAS FRONTERAS ENTRE ELEMENTOS

20. El problema consiste en conseguir la continuidad de los esfuerzos en aquellas fronteras:
entre elementos en las que los esfuerzos deben ser continuos de ncuerdo con §2.

21, Sea k17 la frontera enire los elementos € v £, Esta froniera se supone paraleln al eje

A0
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02X, El esfuerzo cortante a congiderar por ser el que actn en & /, es el usunlmente designado
por Qy y que por rizones de convenlencia se designari por ¢, Los esfuerzos cortantes
0F; vy @, que son Q alo largo de k/en Cy D, estan dados por:

o = tefp” €11 ofy = e’ ) (n

donde los vectores (wf,), (@l s¢ obtienen facilmente aplicando las formulas que dan @,
en funcidon de w vy particularizando para £/ Los elementos de estos dos veclores gon

(unelones de x,

si @F, # Q) actuard hacia arviba (fig, 1) 0 1o largo de & una carga pardsita 0} — Of,
no expresamente considerndn. Para neutralizar esta carga habrd que aplicar a lo largo de k {
)

o_ At
aﬂ aﬂ
&
ki l il

|
—E_Jl““ma,ﬂ‘ D

g

1

S B

Flg 1.

otrn carga igual pero hacia abajo, Esta otra carga puede descomponerse en otras dos, {_}'}, ¥
Qﬂ, aplicadas a lo largo de &k en C'y 13, de modo que

Of, +Qf =0f, - of, (12)

El esfuerzo cortante @ toma los mismos valores a ambos lados de k. Estos valores
que se designan por Ei‘, f’ estan dados por:

oy s QY Al =l s
Qif =of, +Of, =0f, - of, (13)

¥ son los que deben adoptarse a lo largo de la frontera & f aunque en la propia frontera sean
diferentes. Es decir que se ha introducido una a modo de perturbacién que esta limitada o
ki Exta perturbacién os ficticia puesto que, una vez aplicadas las cargas {,PEI y Uﬂ- Fesulia
que no existe ninguna carga en k/

Lus cargns ©F, ¥y O, que son fuerzas por unidad de longitud, son arbitrarias siempre
que se cumpla (1) y que OfF pueda ponerse en la forma de una expresion lineal y homo-
penen de elementos de (), que no sea necesariamente nula. Esta altima condicién impide
adoptar QF, == QF, v @f) = QF, porque entonces QFF = 0.

41
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Fig, 2

22, Hasta aqui se ha tratado del esfuerzo cortante € a lo largo de &/, lo que no es suficien-
te. Fs necesario, ademis, que el valor de @ en / sen el mismo en &/ que en la frontera /p
(fig. 2) que estd en prolongacion de k[ entre los elementos £ y F. Sea Of? el valor de
Q?f’ en I, es decir el valor de @ en ! tanto en € como en £, Debe cumplirse en [ la con-

dicién:
QF"'-’ s Qf"" (14}

y andlogamente en los restantes nudos.

Sea ¢ ¢l valor desconocido de @ en [ en cada uno de los cuatro elementos afectados.
Para () se adopta la expresion:

Q=C Of+C P +Cy O +Ca O (15)

donde €, Cy, Cy, €y son coeficientes arbitrarios y por ejemplo @F es el valor en [ de
@f,, dado por (11).

Se trata de neutralizar de acuerdo con §21, lns cargas pardsitas producidas por desequi-
librios de @ en las fronteras entre elementos, de manera que s¢ cumpla (15).

Parn E;'E, ¥ ﬁf} se adoptan las expresiones siguicntes:

& : xXp - % :
Q5= K1 Qf) +Ka O+ e KT + KTy + KM f + KT o+
I "

X=Xk ¥ A0 4 VT AR 4 FVI AR 4 gV oF 6
+-".".¥gm: G3+A QI'+K Qf"‘j‘ Qf) r{l}

Ty X X X Xk
- " c S g 0 o comm—— { - ¥
O == 0 + K OF + (1 = K QF) =g (K ) =, K7 )

que cumplen la condieidn (12)

De acuerdo con (13), fo estd dado por:
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X)
O =1+ Ki) QF + K, Gi’ﬁ", = (& WL i (kY. (an

En log nudos & v { e tendri:

EED =] K:]EE +'K.'I Qf + K ﬂ# +A‘ﬂgf .hﬂ'ﬂ'."ﬂgli,ﬂ'ﬂ" Ef

: (18)
QFD:.“ o Kl}lﬂf' + K, QF + KV QF +KWQF + KF”Q'F o KV Ef
Deben cumplirse las expresiones:
Q= 0% Q=0F° (19)
y por tanto!
Kiml1+K +KY=C,
Ki=g, + kY= C,
} (20)

| + K, + K wg¥llm ey
Ky+ K'Y= gVillag,

Cualquier sistema de valores que satisfagan (20) proporciona una solucitn,
23, Una solucidn sencilla se obtiene haciendo:
c‘| “ﬂ";“ﬂ;'ﬂ'; 1:"4- I
KimKtlimj: K mfkVm-] (21)
KIIKH.KIH'..KJF_ KF_HP'H_G

Entoncios:

0f =- 0F, + b, + ':: 0P + oy

0p=-——L-gP+of
ki Xy — Xy | "1 (32)
QFf = of + =@f + 0

GP=0f=0,: Of*=0l =0,

24. Las cargas E'f, y ﬁf} son de la forma (10). Todas lus magnitudes que aparecen en las
expresiones (16) que dan estas cargas son de la forma (11) o se obtienen particularizando una
expresion de eata forma para un nudo.

25, Para el esfuerzo cortante @, en fronteras entre elementos tales como la f, paralelas al
gje Y, el procedimiento ox anidlogo. Para los momentos flectores M” Y .IH 8¢ Opera como
para @, y @,. Para los momentos torsores deben considerarse las fronteras nkee elementos,

43
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paralelas tanto a &/ como o/, debiéndore tomar para las constantes die la correspondiente
expresion andloga a la (15), los mismos valores para lns dos direceiones, Fsto se debe a que
lox momentos torsores en un nudo ncthan segin las fronteras de ambas direcciones v tiénen
en éllng el mismo valor.

26, Fl procedimiento anterior para conseguir la continuidad de los esfuerzos en las fronte-
ras entre elementos es vilido en cualquier caso.

En reglones de placa en que lus constanies mecdnions no varien, esta continuidad puede
conseguirse lambién haciendo que las derlvadas de que dependan los esfuerzos sean continuas
en las fronterss en cuestibn, Entonces los valores desconocldos de estas derivadas en los nu-
dos deben incluirse en los correspondientes vectores (A, ). La continuidad de estas derivadas
en las fronteras en cuestion no evita que, en lag fronteras én lis que las constantes meednicas
varlen bruscamente, se produzean discontinuidades de esfuerzos, pero facilita la aplicacion
del procedimiento de §22 porque en los vectores {nﬁfrl ¥ [LFE” di {11) muchos clementos
son nulos,

27, Las condiciones que deben satisfacer los elementos de (¢°) de (2) ya pueden ahora
deseribirse.

Primeramente la expresion (2) impone, por ejemplo, la condicion de que, derivando
wE con respecto a ¥ y particularizando In derivada para el nudo /, todos los elementos del
veetor en que el (¢€) se transforma deben ser nulos salvo uno. Fste elemento, que serd igual
u 1, serd el asociado al elemento de (A%} que es el valor de dw/dx en /.

Lu continuidad en toda la placa de w y de Ins derivadas de w incluldas en {Ay} debe
condicionarse de ncuerdo con §2.

Finalmente las expresiones andlogas a la (11} y que dan los esfuerzos no deben ser ne-
cesnrlamente nulas en los nudos porque entonces los valores finales seran también nulos, de
acuerdo con (15), Psta condicion exige considerar la 8%/dxdy en {Ay ) al menos si se adop-
tan polinomios de Hermite para w, porque en caso conlrario esta derivada resultaria nula
en los nudos, como puede verse en ¢l Apéndice 1, y por tanto el momento torsor también
serin nulo en los nudos.

28, Sea F una fuerza cualquiera distribuida a lo largo de una frontera &/ entie elementos.
Fl equilibrio en & exige que los correspondientes esfuerzos cortantes sean discontinuos en
Kkl Esta discontinuidad esta condicionada por la expresion adoptuda para w, Por consiguien-
te el equilibrio en &I no puede en general conseguirse exactamente mediante discontinuida-
des de esfuerzos, 51 es posible, en cambio, equilibrar de esta manera otra carga /7 que tenga
los mismos momentos My, n considerar que la /. La carga /' no necesita ser obtenida porque
solo interviene en el andlisis medisnte sus momentos My, que son los de /7 Naturalmen -
te, la sustitucion de F por F' también se refiere al caso en que la carga F sea nula en todos los
puntos de ki, sea porque efectivamente no haya eargas en kl, sea porque se les apliquen las
traslaciones supuestag de §2. Fn ambos casos se admitivfan discontinuidades de eslueraos
en las lronteras entre elementos con tal que los correspondientes momenios My, de las car-
g definidus por estas discontinuldades fueran nulos,

La solucién obtenida con este tratamiento de las (ronteras entre elementos serd menos
sutisfuctoria que la descrita en §22.

29, Sea Al ln frontera entre los elementos C'y 2. Esta frontera se supone paralela al gje
X Se supone que en &l Lo derivada 2w/dy es continua como usualmente debe serlo. Lsta
derivada s, en &I, una Tfuncion solo de x. Si se adopta una solucion polindmica come vs pric-
tieamente necesario, esta funeion es derivable y su derivadn es la dw/dxdy, Esta derivada se-
ri continua en &/ salvo en k v [ donde, de moments, ho interess saber si ox continua o no.

fi4
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Debido a que In Biv/dxdy en ki es combn a € y [ es evidente que si lus wtmptmdluntes
constantes mecdnicas varian bruscamente en AL el momento torsor serd discontinuo en ki,

Pste o5 un caso dé discontinuidad de esfuerzos en fronteras entre elementos con el
consiguiente desequilibrio, que no puede ser resuelto mediante discontinuldad de derivadas,
pues laa derivadas afectadas deben ser continuas en tales fronteras. Fl caso de que se trata
puede en cambio resolverse mediante el procedimiento indicado en §22,

IGUALDAD DE MOMENTOS M,,

30, Lo lgualdad de momentos My de ln carga ‘IE y de las sustituldas por ella pueda expre-
BUFRE COMO sigue

(BS1= (af1 + (a5 + (5] (23)

Cada uno de estos vectores es un vector [p€) y para todos ellos s& han empleado el
mismo vector (7°) y los mismos ejes, El vector del primer migmbro se reflere a ‘fE v los del
segundo miembro se reficren a las cargas dadas, a las cargas 45, de §17 v a las cargas ¢, de
819, De estos cuatro vectores solo se conoce el {ﬂf L

311, De acuerdo con (4) & Hene:
{Pﬁ“/ (€1 (4€17 ds (A€} =[LE] (AC) (24)
J g

De seuerdo con (10) resulia)

(1= X / (mCHWE)" ds (A€ = ? (W) (€)= [U5] (AF) (25)
Fde
Flnalmente:
{.‘
5 . " 3 Ler) " 1 .

(061 = Z (05} g5, = [nS 05y o mGul { ot =IUS) (65) (26)

l r

Tom

En esti expresion no figura ninguna integral porque se reflere a cargas l.;ﬂlii.!ﬂﬂfrll:r.iuﬁ an
puntos aislados, Los elementos de {115"] son conslantes v se obtlenen particularizando

; ; Ll &
() para las coordenadas de g, .
32, Teniendo en cuenta §830 y 31 se tione:
. " - .l ﬂl .1
(€] (€)= (p%) + [UE] (AC) + [US] 145) (27
El vector L'r;::"] puede inclulrse entre las incognitas del sistema de ecuaciones. ffl‘mm_t‘ﬂ-
te vector no aparece mas que en O es preferible eliminarlo lo que es especialmente sencillo

para cargas aplicadas en el origen de coordenadas, que pueden ser las locales, Fliminando
|qf’-'|. se abtiens una expresion de la forma

(p€1=[U%) (A%} (28)
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donde se conocen {p‘f"]n y IEEI.
La expresitn (28) puede escribirse:

(€} = [UF] (A} (29}

donde se conocerin {p‘il} ¥ [UC].
VIGAS Y SOPORTES

33, Sea una viga unida a la placa. Un elemento de la viga coincide con la frontera §f del
elemento €' de la placa, La frontera f es paralela al gje OX y puede pertenccer a un borde o
sei frontera entre elementos. En este dltimo caso se supone que la opcion de 815 elegida
es ln de aplicar en € la totalidad de las cargas que la viga transmite a la placa.

34, Los desplazamientos de la viga deben ser los migmos que log de la placa en . Estos 4l-
timos desplazamientos, designados por wy, estarin dados por la expresion:

wy = (95)" () (30)

que a¢ obliene particularizando (2) para 4.

Las Tuerzas g, transmitidas por la viga a la placa son las opuestas a las dadas por o ecuwr
cion diferencial de la viga, Por lo tanto:

i
dwy i ¥y
el L - . &
q,= £ fmz’", £ !F}f '|¢U} (A%} (213
Esta carga es de In forma (10).

35. Silu placa en 4 y la viga experimentan las mismas rotaciones @ alrededor de §, se tiene
para la viga:

M
ﬂ-g—:’: cmm';ﬂ’:-dt: dM, = i, dx (32)

donde M, es el momento torgor de la viga v m, es el momento alrededor de i aplicado a la
viga por la placa. Por consigulente:

I

m..-ﬁ'f; FTLET T (33)

Para obtener m, s necesario derivar w, dado por (2), con fespecta a ¥ antes de parti-
cularizar pura if.

La carga transmitida por la vign o In placn es = M, y ed de la forma (10),

36, Se considera el cuso de la figura 3, El nudo / pertencce a dos elementos de una viga recs
ta unida a la placa, En el mismo nudo se une un soporte.

El esfuerzo cortante @ en ln viga estd dado por Q== £ ] Eliivf dx*, Este esfuerzo puede
ser discontinue en / n cousa deldiscontinuidad de f o de aﬂ.-jax-'f,

a8
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Figg. 3

La fuerza F transmitida a la placa serd F=F, - 0"+ Q" de acuerdo con Illl figura
Los esfuerzos cortantes Q' vy Q" son evidentemente de la forma (10). La luerza F; esde la
misma forma de ncuerdo con & 18, Por consigulente la fuerza / es también de ln forma (10),

Dé la misma manera pueden tratarse los demas esfuerzos.

17, Sen i/ un elemento de una viga unida o una placa, Se considera el caso de cargas aplica-
dus directamente en el elemento §f fuera de sug extremos.

El elemento f de viga no estd sometido n otras cargas que las determinadas por los des-
plazamientos mediante la correspondiente ecuacion diferencial. Las cargas a las que ahora
estd sometido el elemento § no proceden Gnicamente del correspondiente elemento C de
placa a causa de las cargas directamente aplicadas en #f. Si se supone que todas las cargag de
i proceden de la placa serd preciso suponer que las cargas aplicadas directamente en if lo
extin on la placa,

En cualguier caso puede gscribirse:
oy = (p,) + (pyp) s (0E1={0p) — (pyp) (34)

de maodo andlogo que para (23),

La primera de las expresiones (34) se refiere al elemento §f de la viga y la segunda al ele-
mento € de ln placa., Cada uno de los vectores es un veetor (p€1 y para todos ellos s¢ han
utilizado el mismo vector {n°) y los mismos ¢jes. Los primeros miembros se refieren a las
cargas determinadas por w mediante Ins correspondientes ecuaclones diferenciales. En los
sepundos miembros aparecen las cargas aplicadas en la viga ¥ en la placa asf como las inte-
ricclones entre viga v placa, consideradas estas Gltimas mediante {py, ). De (34) se obtiene:

C1= (pp) + () = (oY) (35)

Fsta expresion indlen que se opera como si las cargas aplicadas realmente en la viga lo
estuvieran en In placa,

47
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CONDICIONES DE CONTORNO

38, Las condiciones de contorno que se consideran son aquellas que pueden expresirse
mediante una ecuncion lineal y homogenea de w y de derivadas de w, que se anula en un nu-
do o en todox los puntos de una frontern de elemento de placn. La ecuacidm serd lineal y
homogenea en elementos de (AL

3%, 5i por gjemplo se tiene un apoyo puntunl en el nudo / en el que Wy = ), éstn serd ung
ecuncion de contorno. La fuerza de reaceion en / es una de las cargas designadas por "'fu en
§19, Esta fuerza debe tenerse en cuenta en el nndlisis, de acuerdo con (23).

40. Cada condiclon de contorno en un nudo da lugar a una ecuacion de contorno, Por el
contrario cada condicidn de contorno en una frontern de elemento de placa da lugar o varias
ecunclones de contorno, como se indica a continuacion,

41, Se considers una condicion de contorno que afecta o una frontera if de elemento.
La frontera #f es paralela ol eje OX v pertenece a un borde. La expresion lineal y homogenen
de elementos de (A}, correspondiente a esta condicion, debe anularse para todos los puntos
de i, 5i se adopta una solucion polinbmica para w se podrd escribir dicha expresidn como
un polinomio en x cuyos coeficientes serin funciones lineales v homogeneas de elementos de
(A}, Cada uno de estos coeficientes deberd ser nulo y originard por tanto una ecuacién de
conlornao.

42, S por gjemplo w debe anularse en todos loy puntos de 4, al menos lns sipuientes ex-
presiones:

[~1]

W, m(%)l =y, = (T‘f)f “0 (36)

deberin verilicarse, Fstas cuatro magnitudes son clementos de (A},
43. El conjunto de todas las ecunciones de contorno puede eacribirse comao sigue!

(V] () = (0) (37)

donde [ ¥] es una matriz conocida de elementos constantes,

44, En la matriz [l_"'} puede haber filus que sean combinaciones lineales de lns demis. Se
designa por [F] n una matriz que estd formada por filag de [V] que son linealmente inde-
pendiontes ¥ de lax cuales las rostantos filas de [pl son combinaciones linenles. Me-
diante:

[F] {A}= {0} (38)

#¢ expresan los mismas ecunciones de contorno que mediante (37).

45, Maturnlmente en el caso de desplazamientos impuestos ¢l vector del segundo miecmbro
tended elementos no nulos,

46.  En los bordes no se pueden imponer mas de dos condiciones de contorne, 5i deben iim-
ponerse tres condiciones de contorno, como ocurre en el caso de borde libre, puede adop-
tarse ¢l conocido recurso de sustituir los momentos torsores en el borde por fuerzas que son
globalmente equivalentes ¥ que se superponen a los exfuerzos cortantes correspondientes,

48
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47, Las condiclones de contorno que se refieren a esfuerzos en los bordes pueden tratarse
de otra manera que conslste en aplicar a lo largo del borde cargas que neutralizan o las cargns
en gue se traducen los esluerzos que deben ser nulos. Por ejemple, sila frontera kI del ele-
mento € perienece n un borde donde @, debe anularse, deberf aplicarse en k7 una carga
opuesta a la dada por la primera de las expresiones (11}, Esta carga os de la forma (10),

Entonces las matrices [F ]y [ ¥] se limitan a lag condiciones de contorno de natu rnleza
geométrica.

48, De acuerdo con el tratamiento dado o las vigas en §§34 y 35, v teniendo en cuenta
BE2 vy 7, los bordes provistos de viga de borde deben ser tratados ¢como bordes libres,
como consecuencia de lus supuestas traslaclones de las cargas que I viga de borde transmite
a Ta placa y su consiguiente inclusién entre las sustituidas por la &, correspondiente.

49, Finalmente e considern el caso de un apoyo intermedio segn una linea, Se trata de
un apoyo ¢n cuyos puntos es w= 0 y tal que existen clementos de placa a umfi:sx lndos del
apoyo. [s el caso de un apoyo no extremo de una placa continua a modao de viga cantinua,

Las reacclones de apoyo se equilibran mediante discontinuidad de los correspondientes
esfuerzos cortantes. Fsta discontinuidad podria evitarse con las traslaciones de cargas ex-
puestas en §2, pero entonces se dificultarfa la obtencion de las reacciones. K preferible
considerar ln discontinuidad en cuyo caso, una vez realizado el andlisis global, se conocerin
los esfuerzos cortantes o lo largo del apoyo en los clementos de placa a ambos lados del
apoyo. Por consiguionte las reacclones pueden obtenerse licilmente por diferencia,

ERROR ¢

50, La tnlea cousa por la que la solucion a obtener no es la }_'.l_l.ihﬁl'.f.lﬂ- gongiste en la surtitus
cidn de lag cargas que nothan on cada elemento por las cargas 4., -

Il error ¢ expresa In discrepancia entie los efectos de estos dos sistemas do cargas me-
diante lag diferencias entre sus momentos My, considerados, Se define por la expresion:

& =VIFE [E!'.' = Pﬂlj;.-i.EF 'ﬂ{-.]. {I:’,!]:'
c

donde la suma se extiende a todos los elementos, El veetor (p®} es el vector conocido de
(28) y el vector p© estd dado por:

[p€) = [UF] (AF) (40)

Por consiguiente el vector {E‘-' %1 expresa los residuos de las ecunclones (28). El
significade de este vector puede clatificarse considerando (27) y suponiendo que el vector
H’E'l no existe, con lo que (p%) = [pf;:-j.

El error es la ralz cundrada de la suma de los cundrados de los residuos anteriores en
todos los elementos.

81, [l error ¢ tiene las dimensiones de una fuerza, Si se divide este error por la resultante
de 1as fuerzas dadas se tendrd el error expresado por un nimero adimensional,

La razém por 1o que a y b€ aparceen en (3) es precisamente ln de evitar que las di-
mengiones de My, puedan variar con r y s

a8
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52, El error ¢ no pretende medir las discrepancias entre lag cargas qﬁl y las sustituldas por
ellng 8ino las que existen enfre sus momentos, es decir entre sus efectos,

SISTEMA DE ECUACIONES

53, El sistema es un sistema de ecuaciones lingales en el que (X} es ol veetor desconoeido,
Unii vez obtenido este veotor, pueden obtenerse ficilmente los desplazamientos v los esfuer-
708,

Hay dos maneras de formar el sistema, directomente o minimizando e. Hstas dos mane-
ras pueden dar lugar a sistemas diferentes, En otro trabajo se estudiard con detalle la forma-
citm del sistema.

54, El sistema directo esta formado por una expresion como la (29) para cada elemento
¥ por la expresion (38) que expresa las condiclones de contorno.

El niimero de ecuaciones debe ser ¢l mismo que el de incdgnitas, Por consiguiente ol
namero de ecunciones incluldas en la correspondiente expresion (29), asi como en la (23),
no puede ser on general o mismo para todos log elementos. Esto no significn sino que el na-
mero de condlclones impuestas a r;:; puede diferir de un elemento a otro,

55, El gistema que se obtiene minimizando e os mas general que el directo. Para el error
fque savan minimizar es lmﬂimﬂ adaptar, para cada elemento, la correspondiente expresion
(23) o la (29) con el mismo nGmero de ecuaciones. Pueden utilizarse las mismas parejas de
vitlores de 7, 5, en My, para todos los elementos, La arbitrariedad de la que se puede hacer
uao puede permitir mejorar un sistema mal condicionndo.

Es claro que si para el error ¢ que s va a minimizar se utiliza para cada elemento ol
mismo vector {ﬂc'] gque parg el gistema directo se tendrd e = 0 vy los dos sistemas se con-
fundirin.

Para ln minimizacién de @ deben cumplirse lag dos condiciones siguienies,

Primeramente deben satisfacerse lag condiciones de contorno, expresadas por (38).
Adomis deben satisfacerse, para coda elemento, ins ecuaciones incluldas en (29) v referen-
les o la igualdad de los momentos My, Mg v M. La ipualdad de estox momentos garantiza
que, en cada elemento, ln cargn gt ¥ las sustituidas por ella tlenen la misma resultante en
mugnitud y posicion, El cumplimiento de la segunda condicion equivale a anular los térmi-
nos correspondientes de la suma que figura en o.

Para el cumplimiento de lag dos condiciones anteriores pueden utilizarse los multiplics-
dores de Lagrange.

Fatas dos condiciones pueden satisfacerse de un modo mas sencillo, pungue solo apro-
ximadamente, como sigue. Se afaden a ln suma que figura en @ los cuadrados de los residuos
de las ecuaciones incluidas en (38), Se asignan pesos o los términos de ln nueva suma. Los
pesos asignados a los términos que, con arregle a las dos condiciones citadas, deben ser nu-
los, deben ser mucho mayores que los demis. Entonces puede procederse n minimizar el
error ¢ nsl definida,

OBSERVACIONES FINALES
56, Un criterio andlogo al descrito para las cargag puede aplicarse a la extructura, La estrue-

tura dada, que puede contener plezas linenles y superficies, serla sustituida por otra, Las su=

b0
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perficies de esta Gltima estructura tendrian en los nudos los mismos valores de las coordena-
das v de algunas derivadas que ln estructura dada, El objetivo ed el de oblener una aolucian
exacta para una estructura andloga a la dada, sometida o unos cargas andlogas o las dadas.

57, Con respecto al método seguido para la integracion de ecunclones diferencinles en de-
rvadas parclules es claro que el que conduce al sistema directo es el de Tcﬂiduu%bu:'ﬂl#lmduﬂ
(weighted residuals), Las funciones de peso son los elementos de los vectores (1" .

El método de integracién en el que se minimiza ¢ difiere del do minimos cundrados al
menos en su version usual, Bl primero minimiza los cundrados de las diferencias entre mo-
mentos My, de dos sistemas de cargas y el Gltimo minimizarfa los cuadradaos de las diferencins
entre los propios sistemns de cargas, Fl primero utiliza cuadrados de integrales y el altimo
utiliza integrales de cuadrados,

58 Como el método usual de elementos finitos, el aqui descrito proporcions una solucion
por frozos, Fste es ol Gnico rasgo o al menos el mis importante, comin a los dos métodos.

El métode que aqui se expone da lugar a una solucion exaota para unas cargs lif‘:;'. que
sustituyen a las que realmente actuan. En cada clemento los dos sistemas de cargas tienen
al menos la misma resultante en magnitud y posicién, Por consigulente no surgen problemas
de convergencii,

La solucidm para las cargas qrﬁ: es exaeta tanto geomélrica como mecdnicamente, Lo
fronteras entre elementos estdn en equillbrio v el valor de cada esfuerzo en cadn nudo es cl
mismo en todos los clemenios afectados.

La solucion que se obtiene ne es lo buscada a causa inicamente de la anterior suslitu-
ciom de cargas. Se ha definido un error para medir los efectos de esta sustitucion,

El método usual se basa en la minimizacién de la energln potencial fotal. Por consi-
guiente utiliza integrales definldas de cuadrados, Por el contrario ¢l nuevo méloda, al mini-
mizar ¢, utiliza cundrados de integrales definidas y no emplen consideraciones energéticas,
En ¢l lns cargas no intervienen mas que a través de sus momentos My, y para obtener los mo-
mentos de las cargas dadas no hay que asociar estas cargas a sus desplazamientos sino o sus
coordenadas. Naturalmente, pueslo que los desplazamientos son funcidm de las coordena-
dis en posible transformar un método en el otro sl ambos cumplen las mismas condlciones
e exactitud, 1o que no ocurr,

Fl nueve método es mas complicado que el usual s se emplea el mismo nimero de
nudos en ambos métodos, Debldo o 1o exactitud referida es de esperar que el nueve método
requiera un ndmero menor de nudos que el usual. Por otra parte lns complicaclones de cil-
cula no parece que constiluyen un gran ohatdeulo como lo demuestran algunos elementos
woflsticados con nudos intermedios en los Indos y nudos interlores usados en ¢l método
usual,

50, Para aplicar ¢l nuevo métode u otros campos que el de anilisis de estructuras no €8 nes
cesario eonocer el funcional equivalente a la energin potencial total. En su lugar es necesario
conocer el concepto equivalente al de equilibrio en las fronteras entre elementos, Fa decir,
os necesario conocer las condiclones que deben cumplirse en estas fronteras para que In s
lueion puedn considerarse vilida.

51
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APENDICE |
POLINOMIOS DE HERMITE

Estos polinomios f;p (£) ¥ fig(£) 8¢ definen como sigue. Designando:
: d! :
Flp (5 = fm(®) con FlptBymfig &) (41)

dizhe verifionrse:

Flp (0= Fle(1)=1
(=0, 1,...p
Fip(1)= Fjg(0)= 0 (42)

Flp@=Fl ()y=Fl @=Fl(1)=0; i,f=0,1,..,p; I%#]

Sen = x/a y f= /b donde a y b son las longitudes de los lados del elemento rectan-
pular paralelamente a los ejes OX vy OV, En estos ejes las coordenadas o, #, de los cuatro
nudos son:

1E0; 00, 201:0), 3(0:1), 4(1: 1)

Designando por ejemplo:

w} -('Tj—";:)r (43)

el desplazamiento w puede definirse por ln expresién sigulente donde, para todos los po-
linomios, es p = 1:

W= Wy Fop () fop (B) + Wy fuo (80 for (B) + Wy fog (0 fe (B) + wy foe (o) e (B) +
WA Sy () fo (B) + Wil a frg(e) fog (B) + wit a fig (o) g (B) + wif a () fg (B) +
Wi b fop (00 i (B) + Wi b fue (0 fip () + ) B fi (60) Frg(B) + Wi b fog (e0) F0(B) +
+ wi abfip (00 S (B) + w3 abfig(en fn (B) + wi™ abfip () fis(B) + wi abfjg(er) fig(F)

(44)

Como puede verificarse fdcilmente, w, dw/ax, dw/dy y dW/dxdy son.continuas en
toda la placa,

Debe obgervarse que la supresion de In altima fila de (44) implica;

wy? = gl = - (45)

NOTACION
a®, b lomgitudes do los lados del slemento &

My(gh) momento de drdenes 7, 8, de la carga g€ que actia en el elemento C

b
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carga definida por w® mediante la correspondiente ecuacion diferencial.

carga dependiente de w y aplicada en C, que puede expresarse directamenie en
funelon de @{"}.

carga dependiente de w y aplicada en €, que no puede expresarse directameints en
funcion de (A ).

axfuerze cortante en la frontern k{ entre slementos, en el elemento C.
valor de QF, en el nudo /.

esfuerzo cortante en &/, en los elementos C' y D,

valor de @ ‘D on el nude 1,

esfuerzo cortante en ¢l nudo /, én todos los elementos afectados,

fuerzas aplicadas en &7 en el elemento € para neutralizar lns fuerzag parasitas que
actan en k! como consecuencin de discontinuidad de esfuerzo cortante (QF, #

Q“
matrices empleadas para expresar las ¢ondiciones de contorno en funcidn de (A
desplazamiento w en el elemento C.

error que, medianie los mmntntm My, mide las discrepancias entie las cargas que
actian realmente y lns cnrgas :,'“, gue las sustituyen,

vector emplendo para expresar w€ en funcién de (A%,

| ¢;¢'} vieclor empleado para expresar q:: en funcién de (AF A

{Ay}  vector cuyos elementos son los valores desconocidos en el nudo A, de w y de al-
punas derivadas de w,

(A€ vector cuyos elementos son los elementos de los vectores (A} correspondientes
a los nudos 4, /, &, 1 del elemento C.

{x€) veetor formado por el vector {A”] y por otros vectores como el [Ny}, de los que
dependen las cargas en €

(A} vector formado por los vectores andlogos al (Ay) de todos los nudos de ln e
tructuri.

(7%) vector cuyos elementos son de la forma (x/a®) « (v/b%),

(5] vector cuyos elementos son los momentos My, de la carga qf de log drdenes r, 5,
dados por log elementos de [!','" )
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Tolerancias en
estructuras de hormigon

F.1.P. Comisibn de Practics Construetiva
F.LP, Comialdn do Pratabrioss|bn

INTRODUCCION

Hl presente documento ha sido preparado por un Comité Mixto de las Comisiones de
Prdctica Constructiva y de Prefabricacion de ln F.LP. En él se dan definiciones y valores de
las tolerancins que, en opinién de los autores, parecieron aceptables desde los puntos de
vista de la seguridad v de las posibilidades practicas. Confiamos en que pueda servir de base
para ¢l caleulo y ejecucidn, y en que pueda tambich servir de base para futuras recomenda-
ciones, Para conseguirlo, serd preciso analizar mis datos estud isticos de desviaciones geomé-
iricas medidas en In realidad v estudiar mis su aplicabilidad a los distintos tipos de estructi-
ras. No obstante, esperamos gque este documento pueda despertar la atencion sabre ln im-
portancia de las tolerancias, facilitando nsi el progresa de la construceion.
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Mr, E, Ludwig ( Repiblica Democrdtica de Alemania)

Mr. M. A. May {(Inglaterra)

Mr M, E, Willen {Suecin)

Mr. F, Rudersdorf (Repiblica Federal de Alemania)
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INDICE

Generalidades,
Delinlelones.

Miveles de Toleranela,
Desvinclones Admisibles

B o —

1.4.1. Corte y eolocacion de Armaduris y Vainas,

1.4,2, Fabricacion de piezas prefabricadas,

1.4.3, Constiiceidn con Hormigdn in situ y montaje
de plezas de hormigdn profabricadas,

1.1.- GENERALIDADES

El problema de las tolerancias es una cuestion importanie porque proporeiona un  ins-
trumento para evitar las dificultades de tipo téenico y legal que puedan suscitarse entre las
distintas personas que intervienen en la construccion,

Lag tolerancias geoméiricas, que son las inicas que aqui se analizan, ofrecen particular
importancin en los siguientes aspectos de la construceidn:

Extruetural, Las varigciones dimensionnles afectan a ln resistencin de las piezas y, por
consiguiente, tumbién a la seguridad estructural,

—  Funcional, Bl empleo de determinadns formas en la construceion puede verse afectado
jror lag desviaciones resultantes,

Econdmico. El nivel de tolerancia influye en los materiales, en los medios auxiliares y
métodos de conatruccidn y, en consecuencin, en el coste de todos ollos,

~  Estético, El aspecto final de unn construccidn guarda también una estrecha relagion
con lus tolerancias aceptadas,

Las tolerancias a las que se reflere este trabajo son aplicables a todas las consirucciones
de curficter general. Los casos especiales pueden exigir tolerancias especiales.

Fl Ingeniero debe especificar con claridad cual es el nivel de tolerancia que va a aplicar
i ln estructuras o o cnda una de las partes de la misma,

Deberd también indicar en ¢l plano las dimensiones de tal forma que siempre sea posible
efectuar mediciones directas. (Por ejemplo, distancia entre lax carag del hormigén de dos pis
lires conseculivod en vez de distancia entre gjes), Se tendrd aqui especial cuidado de evitar
¢l doble dimensionamiento.

El Constructor deberd maniener puntos de control y mareas de replanteo durante todo
¢l proceso constructive hasta su terminacion, de forma que ol control de las tolerancias sea

siompro posible,

Las tolerancias menclonadas en este trabajo incluyen lus relativas al replanteo y a la
jecucion in situ, gsi como a los procesos de produccion y montaje en el caso de las estrue
turns prefubricadas, Las tolerancins se refieren a las estructuras antes de retirar los apeos;
no e tienen en cuenta las flechas ni las contraflechas de caleulo v, en general, las tolerancias
o s refieren a lug variaciones debidas al transcurso del tiempo ¥ o la temparatura.

Nuncn se permilith que la estructurn rebase los limites de las propledades, pese o lus
tolerancias aqui indicadas.
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1.2.- DEFINICIONES

Dimension basica o posicién, — Dimension o posieion que slrven de referencia para es-
tablecer log Himites (Fig. 1)

G10m
606:£002m

LOMGITUD BASICA €06m
DESYIACION ADMISIBLE £ 0.02m
LONGITUD DIMENSIOMAL 0.04 m

Fla. 1.

Desvigeion. — Diferencia entre dimensidn o posicion v In dimension bisica o posicion
bisica correspondientes,

Desviaeion admisible. — Limites aceptados para la desviaclon.

Alabeo, — Fl valor absoluto de In desviacién de una esquina respecio a un plano que
pusa por las otras tres esquinas, (Fig, 2),

—4= ALABEO

Fig. 2.

Rectitud — La diferencia entre o forma real de una linea v la linea recta. (Fig. 3

Tolerancia — La diferencia entre los limites admisibles para ln dimensién o entre los
Iimites admisibles para la posicion. La tolerancia es un valor absoluto sin algno.

t— RECTITUD

I

Fig. &

&7
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1.3 NIVELES DE TOLERANCIA

El nivel de tolerancia descrito en 1.4, es el adecuado para obras que normalmente se
consideran como de “buena calldad™ en lo que se refiere a las tolerancias geométricas.

En algunag obras puede ser suficiente un nivel de precisibn mas bajo v el Ingeniero de-
berd Indicarlo con claridad, pora reducir o] costo (otal,

En casos especiales, donde ln obra exige tolerancias mds estrictas, el Ingenlero deberd
indicarlo con claridad en sus especificaciones v en la etapa de cileulo. Puede ocurrir que en
un contrto solimente una o dos dimensiones exijan tolerancias estrictas, circunstancin que
deberd hacerse constar por separado de las dimensiones pertenecientes a la “buena prictica™
standard, MNinguna tolerancla deberd nunca ser de nivel superior a los 2/3 de las elfras Indi-
cadns en 1.4, y en ningOn caso se podran disminuir 1os limites minimos.

Conviene observar que el hecho de elegir niveles de tolerancia innecesariamente estric-
tos aumenta en gran medida los costes de la construgeldn y el Ingenlero debe considerar con

eapecial atencidn esta clrcunstancin en todas lns etapas de la construceion,
1.4, DESVYIACIONES PERMISIBLES

14,1, Corte vy colocacion de nrmadurns y tubos

Corfe

Longitud de corte (siendo L la longitud bisica).

L=6m% 20 mm
L>=6m2 30 mm

Dobifado

Dimensiones de forma

L=0,5% mI10mm
OSm=L=I150m%15mm
L>=1,50m% 20 mm

Cafocacion

Recubrimienia; Desvigeionss en menos 5 min

Diesvincidm en mis (Siendo h el canto total del elemento).

h=050m 10mm
D50m=h=150m |5mmnm
h=1580m 20mm
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Distancia entre barras paralelas consecutivas (Siendo L la distancia bisica entre las
superficies de las barras),
L=005m+ 5nm
005m=L=020m+ 10 mm
0,20m < L =040 m £ 20 mm
L=040m + 30 mim
Desviacion en el sentido del canto o del ancho del elemento de cualquier punto del
efe de I armadura o vaina (Siendo L el canto total o el ancho total del elemento en ca-
da caso ),
L=025m# 10 mm
0,285m=L=050m%15mm
0,50m=L=1,50m % 20mm
L=1,50m+ 30 mm

1.4,2,- Fabricacitn de piezas prefabricadas
i) Dimenstones longitudinales:

L= 3Im*10mm
Im=L= 6m2i1smm
tm=L=12m*20mm

L>12m %30 mm

b Dimensiones transversales:

L= 05 m* 5mm
DS0m=<L= 1,50mt &mm
1L50m=<L=< 300m* 10mm
Jm=L=< 600m% 12 mmn
600m=L=1200m% 15 mm

L= 12,00 m+20 mm

) Rectitud:

L= 300mt 5 mm
Jom<L= 6,00m* 10 mm
G00m<L=1200m#* 15 mm

12,00 m<L=2400m + 20 mm

L>=24,00 m * 30 mm
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d) Alabeo, (Siendo L la diagonal del rectangulo):

L= 300mt 8mm
300m=L= 600ms10mm
6,00m=L=10,00m £ 15 mm

L= 12,00m 40,0015 L

¢} Contraflecha. Variacion relativa al valor medio;

L= 3,00m% 5mm
300m=<L= 6,00mt Bmm
GOOm=L<1200mt* |2 mm

12,00 m < L < 24,00 m £ 20 mm

L= 24,00 m £ 30 mm

Diferencia entre las contraflechas de dos clemenios conseculivos;

L=< 300m 5mm
30m=L=< 600m 8mm
60m=<L=<1200m 12mm

1200 m=L=2400m 20mm

L=2400m 30 mm

1.4.3.- Construccién con hormigon in situ ¥ montaje de piezas prefabricadas

1.4.3.1.- Cimentaciones

a) Posicién en planta: 2 por 100 del ancho en este sentido pero no superior a

+ 50 mm.
b} Dimensiones en el plano: £ 30 mm,
o) Variactdn de nivel de la cara superior: 20 mm,
d) Varlaclon de nivel de la cara inferior: t 30 mm,
e} Varlacion del canto; t 0,05 h = £ 50 mm.

1.4.3.2.- Superestruc tura

a) Posicién en el plano (Distancia a la 1inea de relerencia mas proxima):

£ 10 mm.
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b} Verticalldad {Siendo h la altura bdsica):

h= 0,50mzt 5mm
050m=h= 1,50m* 10 mm
|, 80m=h= 300m15mm
3,00 m < h = 10,00 m £ 20 mm
h = 10,00 m £ 0,002 h

¢) Dimensiones transveraales y lineales:

L= 0,25m#% 5mm
025m=L= 050m#* 10 mm
050m=L= 1,50m#* 12 mm
150m=<L= 3,00m# 15 mm
3,00 m < L= 10,00 m £ 20 mm

L= 10,00 m £ 0,002 L

d) Dimensiones totales de la estructura:

e) Roectitiil:

L= 15,00 mt 15 mm
15,00 m < L= 30,00 m £ 30 mm
L= 30,00 m £ 0,001 L

L= 300m% 10mm
300m=<=L= 600m%15mm
6,00 m < L= 10,00 m + 20 mm

10,00 m = L = 20,00 m £ 30 mm

L= 20,00 m £ 0,0015L

f) Alabeo (Siendo L la diagonal del rectangulo):

L= 300m#10mm
3I00m=L=< 600mtl5mm
6,00 m<L=12,00m %20 mm

L>1200m40,002L

) Diferencias de nivel respecto a la superficie superior o Inferior mis proxima:

h= 300m
JMOm<h= 600m
6,00m<h=12,00m
12,00 i < h = 20,00 m
h= 20,00 m
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Ensayo a flexion de vigas
de hormigon de éaridos ligeros

Por Javier Alenio Gbmez, Ingeniero do Caminos

1, Introduccidn

Fn un articulo anterior [16] presentd los resultados de ensayos de probetas dehormigon
de drides ligeros espafioles, comparindolos con la normativa existente en otros pafses. En ¢l
anunciaba eate segundo articulo sobre las experiencias realizadas sobre vigus ensayadas a e
xi6n. Fstos ensayos s realizaron en el laboratorio de INTEMAC en Torrejon de Ardoz (Ma-
drid), al igual que los de rotura de probetas. En este mismo laboratorio se habiun ensayado
poco antes unas vigas similares de hormigén normal de la misma manera que en los ensayos
que ahora nos ocupan. Los resultados de aquellus prucbas se publicaron asimismo en Hormi -
gon y Acero, en su n® 122 [11]y nos van a servir para, comparando ambas series de experion
cias, evaluar en clerto modo la influeneia de los dridos ligeros en el comportamiento de ele-
mentos flectados en condiciones reales. De aqui ¢l paralelismo buscado entre la presentucion
de estos ensayos y los ya citados del n® 122 de esta Revista,

2. Montaje de los ensayos

Se ensayaron 4 vigas de idénticas carncteristicns geométricas:

— Longitud: 360 cm.
Luz entre gjes de apoyos: 300 oms.
- Seccion: rectangular 20 x 40 em,

Dos de ellas, lns denominadas A-1 y A<2 se armaron con cuantia alta representada por
4 # 16 de acero AE 30 F (Tetracero), v las otras 2, denominadas B 1y B 2, con cuantin baja
representada por 2 ¢ B de acero asimismo AL 5017 (Tetracero),

En todas elins se dispuso ademds una armadura de montaje én su cara superior de 2 ¢ 6.
La srmadura de estribos estaba sobredimensionada, estando compuesta por cercos ¢ 8 a dis-
tancias de 10 y 20 cent{imetros.

La figura n® | recoge estas caracter{sticns de las vigas,

En o figura 2 aparece ¢l eaquema de aplicacion de las cargas y el posicionamiento de los
aparatos de medida, Fatos consistfan en 2 comparadores de 0,01 mm de aprecincion en sec-
ciones inmediatas a los apoyos y 3 fleximetros de 0,05 mim de aprecincion situadas a la mitud
v o los cuartos de la luz, Asimismo se colocaron en la seccidn central de la viga y en cada late-

a7
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ral de la misma una base de extensdémetro mecinico a 3 ¢ms de la arista superior y tres bases
coineldiendo eon el baricentro de la armadura de traccion, Bl extensémetro empleado era de
400 mm de base x 0,000 mm de apreciacion,

3. Materiales empleados
Para el hormigon de las vigas se utilizd cemento P<350, arena silfcea del rio Jarama  de

madulo de finura 2,94 y dridos ligeros de arcilla expandida Arlita procedentes de la factor{a
de Alcalid de Henares. Las carncteristicas de los firidos ligeros se recopen en la tabla 1.

TARLA 1
Cranulemaetrin Médula de Tinuia Densidad aparente on
montin (Kg/dm?)
A F-5 . ..0004 A/ mm 5497 0,480
ﬁurlilu ﬂ'ﬁ res e Bl’lﬁ mim 'ﬁl'q'l'-II ﬂis lﬂ'
La composicidn del hormigdn figura en la tabla 2,
TABLA 2
Oy del Total de los Vallimenes relativoa Poson (Kgs)
Aridos {dem )

Afita G ........, 44,2 3062 1094
Allta -8 ......... 22 1524 126
Arenn natural ., 000 KR 2342 600
Comento M350, . ..., - 110,2 345
AH“"IIIII.IIIJI.I-I.I " I?? IHT
LT e B Al e 1010 1.000

La densidad de este hormigdn oscild de 1,66 saturado a 1,42 desecado en ostufn hasta pe-
0 constante. De acuerdo con estos valores, v atendiendo a las Directrices alemanas para ¢l
hormigon ligero | 1] su densidad de proyecto seria del orden de 1,47 Kgs./dm3 .

Se rompieron probetas tanto del hormigdn como del acero empleado, obteniéndose ns{
los valores para Ins caracteristicas de los materiales de cada viga que s recogen en la Tabla 3,
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TABLA 3

ie Ty fa W
VIR L 241 5,507 6368 0,233
Viga A2 oo 2ivth 5.622 6,338 | 0,212 B
Viga BB-1 ... .. 2R3 54826 .20 00,0246
_‘J:;:EE T 274 5626 | sam 0,0258
—" oy 73 2t 4
[ :

1

" :9_,|._ . SR L I . Mk _.+_Le_+.
| +

3 &0 & =
:_ L) - _.*_
orf L | Jod
Rl
an ?4. L i A .1‘-"“ M
s b7 PR - ).

TR LR Rk {!lnlln!n
o {im pha K T EL R

Fig. 1. ESQUEMA DE ARMADO

4, Realizacion del ensayo y obtencién de resultados

Cada vigu se cargd hasta rotura en § escalones de carga, correspondiendo, aproximada-
mente a los siguientos eatados:

vacalon 1: 0,25 Momento de servicio

Excalon 20 0,50 e o
Fscalén 3 0,75 " s
Escaldm 41 1,00 - i

Facalén 5 Rotura,
La duracién media del proceso de carga fue de 1 a 2 horas por viga,
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4.1 Flechas

Ein In tabla 4 aparecen resumidos los valores medidos para las flechas en los fleximetros
situados a la mitad v a los cuartos de la luz. En la figura 3 ¢ recogen estos valores de forma

grificn.
TABLA 4
Flechng obtenidas en el ensiyo
Cudint i Vign Esealiin Carga puniual PUNTO DE MEDICION
P {toi)
L/4 L/2 L4
| 243 0,64 0,67 0,04
Fi 5,07 1,93 240 2,148
Al 3 100 40 465 154
i 10,33 {serviclo) 503 7.03 512
8 19,08 {roviura real) -
ALTA -
1 2,53 085 141 091
| 527 2,38 266 2,28
A-d 3 5,01 184 5.58 362
4 10,76 {(zerviclo) L.56 g3 512
5 19,76 {roturs roul} - =
| 224 0,06 0,09 0,03
2 0,60 0,23 0432 025
B 3 1,15 056 088 0,54
| 161 (servicio) 2,04 2,89 1,44
i 300 {rstura reul) -
BAJA - =
i 0,24 0,10 0,14 0,07
2 0,71 0,19 0,33 0,22
3.2 ! 119 fi,64 1,06 o6l
i 165 (servicia) 251 . 242
5 3,08 {rotura real) : L
TABLA S
Deformaciones medios regisivndns
CUANTIA ALTA CUANTIA BAJA
_V_Ii_.-'t_ﬂl VIGA A2 MEMA VIGA I VIGA B-2 MEDIA
Super. |Infer, |Super, |Infer. | Super. | Infer. |Super, | Infer, |Super. | Infer, | Super, | Inf,
i ad I!i-ll _2'.’-| 192 137 173 14 o7 15 1 15 31
2 304 503 | 556 655 | 430 579 | 49 i59 | 51 21| 50 ¥
3 574 §34 | BGS |-1.140| 76H 87 | 127 321 | 144 06 | 135 3 I:fg
i BEA LTS8 11,217 1-1.632 | 1.051 1403 | 235 Hoy | 271 -1.174 | 253 ~1.036
{Bervio.)
1.5%
frrvicio | 2.086 2.520 = 34 7.171 | 526 433
Fa
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4.2, Deformaciones de fibras comprimidas v traceionadas

De manera similar s¢ han recogido en ln tabla 5 v en las figuras 4 v 5 las  deformaciones
medidas sobre las bases extensomdétricas situadas a 3 em de la fibra superior v a la altura del
baricentro de ln armadura de traceion,

4.3 Fisuracion

En las vigas A-2 (Cuantia alta) y B-1 y B-2 (Cuantia baja) se midieron el n® y ancho de
fisuras existentes en cada escaldn de carga, En las figuras 6 y 7 se recoge ¢l ancho total de fi-
suras ZW y el ancho Wy que tiene una probabilidad del 95 por 100 de no ser rebasado en
cada escaldn de cargn.

4.4 Comportamienio en rotura

Fn la tabla 6 figura resumido el proceso de obtencidn del momento de rotura de edleulo
Mue. Puede apreciarse en ¢ que para el cilculo de la capacidad mecdnica de la seccidn de hor -
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migén se ha tenldo en cuenta que, por tratarse de un ensayo relativamente ripido, el factor
cansanclo del hormigon actia de forma muy atenuada, por lo que se ha tomado como wension
de rotura 0,95 fe, en vez de 0,85 fo. La aplicacion de este coeficlente 0,95 estd sancionado por
numerosas experiencias pricticas,

Los momentos efectivamente actuantes en cadn escaldn de carga figuran en la tabla 7.

Este cdloulo se ha realizado haciendo caso omiso de que el hormigdn de las vigas Tuera
convencional o ligero. Se ha utilizado el diagrama paribola-rectdngulo al 3,5 por 100y las cur
vas tensldn-deformacion reales facilitadas por el fabricante del acero estirado en frio.

5. Principios de cdleulo parn el hormigon ligero

En este apartado resulta de la maxima importancia establecer la “predictibitidad” de la
rotura de s vigas de hormigdn lgero, o lo que es lo mismo encontrar qué sistomade caleu les
proporeiona resultados tedricos mids en conformidad con los experimen tales,

&
‘r‘_ Hurmigﬁn néfmdal
‘Tl
| Compresion
£e

Fig &

81, Grdficos tenston-deformacton del hormigdn lgero

Al llegar o este punto conviene hacer una aclaracion sobre el disgrama lension-delorma-
cion del hormigon ligero, Los ensayos reallzados hasta la fecha parecen indicar que en el hor-
migon ligero, una vez alcanzado el valor maximo de la tension de compresion, se produce un
brusco descenso de la curva tension-deformacion, en vez de una eafda gradual como en el hor
migon normal, La figura 8 tomada de la Referencia [2] ilustra graficamente este hecho.

i
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sin embargo el fendmeno dista mucho de ser sencillo como puede verse en la figura 9
tomada de la ref, [3]. En ella s aprecia como algunas dosificaciones de hormigon ligero, por
cjemplo las L8/25 y B/15 tlenen una rama descondente mis suave que cualquiers de los hor-
migones normales, Otros ensayos interesantes para la curva tension-deformacion son los rese -
fados en [4] donde se aprecia en especial la influencia de la edad del hormigdny del conteni -
do de cemento,

3.2 Normas de cdlculo de secelones de hormigan Hgero en agotamienio por flexion

Al vista de lo expuesto en el parralo 5.1, anterior, puede deducirse que existen argu -
mentos, tanto a favor como en contra, para postular para el cileulo en cuestion, lod mismos
procedimientos que para el hormigdn normal,

A Tavor de no establecer diferencios en el cdlculo en agotamiento por flexion entre  los
hormigones normal ¥ lgero estdn por gjemplo 1a norma USA ACI-318 [5] v lninglesa CP10
[6]. También se¢ declaran partidarios de esta tesis Brakel y Perchat en [7), v ¢l Manual del
C.EB. "Teenologia de las estructuras de hormigdn de dridos ligeros™ [8] en el capitulo 6 pro-
pugni el mismo diagrama rectangular de tensiones parn ambos hormigones avanzado sdlo co-
mo |:usihj! idad o tener en cuenta, “que puede no alcanzarse el valor 0,0035 de los hormigones
normales’,

Por el contrario la escuela alemana fijdndose fundamentalmente en la forma diferente de
la curva tensidn-deformacion que he mencionado en 5.1, propone que ¢l cilculo se haga con
una ley parabolica limitada al 2 por mil sin segmento rectangular posterior. Como soluclén al-
ternativa, las Directrices alemanas [ 1] proponen el diagrama del hormigon normal afectando
al ancho de la seceion de un coeficiente reductor o < 1~ M/N = 0,80,

i

Lii misma norma es aplicada por las Recomendaciones Provisionales Francesas para la
utilizacion de Hormigdn de Aridos Ligeros (9], También sdmite la ley rectangular, pero con
una altura 0,75 x en vez de 0.8 & para el bloque de tensiones, v una tension 0,75 £, en vez
de 085 14,

La propuesta de Normas Téenicas lalianas editada por la ALLC. AP, [10] también fija
la deformacion en una paribola limitada al 2 por mil, admitiendo ademis una ley triangular,

Par altime el Model Code del C.E.B, |1| tambica Gja las dos leyes, parabalica al 2 por
mil y rectangular con (,75 x y 0,75 [, aunque no hace mencion de la posibilidad de usarel
coeficiente o < 1~ M/N = 0,80 definido en las Directrices alemanas v las recomendaciones
(runcesus. d

MOTA, ~Extando ya redactado este artfoulo he tenldo acceao ol bormdod de Lo mieva norma DIN 4219 i,
en breve, sustituird a lag Diroctrices antes mencionudas [1]. En esta norma se abandona el disgrama
de edleulo con ley parabdlica ol 2 por mil y se propone la utilizoctén del mismo  diagrama pardbola.
rectingulo hadta el 3,5 por mil del hermigdn normal con la salvedad de aplicar o In realstencia del
hormigdn el coeliciente de minormeidn 0,95,

Es de eaparar qua on el futuro lis normas (rancesas @ italinnas sigan este misimo camino,

6. Andlisis de los Resultados: Momento de Roturns

En ¢l punto 4.4 quedaron resenados los momentos de rotura de las vigas, Mu, asi como
los momentos calculados, Mug, utilizando ¢l mismo diagrama de cileulo de la paribola - rec -

EL
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tangulo que para el hormigon normal ¥ los valores experimentales de la resistencia del acero.
En la tabla 8 aparecen estos valores resumidos.

TABLA B
Viga w Mu Mue Mu/Mue

Al 0,233 14,49 15,08 0,961
- Medin 0966

A2 0,212 14,57 15,44 0,270

B 0,0246 2,49 2,20 1,087
™ Madia 1,045

B-2 0,0238 2,49 2,30 1,083

Media 1,025

e 9 0 3

W:  Cusntis meainion.
Mu: Momento real de roturn,
Mue: Momento ealeulada do rotura,

Puede apreciarse que 1o correspondencia teorfa-prictica, utilizando este método de cdl -
¢iilo o8 muy buena. Este hecho se pone mas de manifiesto comparando los valores de Mu/Mue
con loa obtenidod en énsayor similares realizados con hormigbn normal.

En el n® 122 de esta misma revista [11] se publicaron los resultados de ensayos efectua-
dos en el mismo laboratorio sobre vigas similares de hormigdn normal.

Lag vigas sefialadas como K estaban armadas con acero AE-50T y las sefaladas como N
eon acero AE-50 N,

Los resultados figuran en la Tabla 9,

TABLA 9
Viga : W Mu Mue | Mu/Muc
A
ﬁ E::ii :::: 2;}5 é.ﬂg? Media 0,997
N coms 3 e | i | meawiso
O Meds 1,036

Al comparar las tablas 8 ¥ 9 e aprecia una gran similitud (Media total M,/M,, = 1,025}
para el Hormigbn Ligero y 1,036 para el hormigén normal). Es decir, que a la viata de los so-
los resultados un observador no podria deducir si se trataba de vigas de hormigén convencio-

nal o de aridos ligeros,

8
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& . Cros ensayos

Algunos de los principales ensayos europeos recientes sobre vigas de hormigdn ligero se
recogen en las referenclas [12], [13], [14], [15] ¥ [4]. En este Gliimo artleulo se plantea ade-
mis un interesante andlisis comparativo de los ensayos de otros autores,

En las experiencias de Toma y otros [12] se rompieron 48 vigas de seceion 15 x 30 de
las cuales 24 eran de hormigdn normal y 24 de hormigdn ligero, Habin 4 grados de precom-
presion (0, 33, 66 v 100 por 100) v 3 cuantins de armadura. En la figura 10 s¢ representn ln
correlncién entre los momentos de rotura reales y caleulados en ln que se aprecia que no exis-
te ninguna variacion entre los Hormigones normal v ligero, En cambio en los momentos de fi-
suracion sl hubo diferencia apreciable a favor del hormigdn normal (véase fig. 11) como ¢o-
rresponde a la menor resistencla a tracclén del hormigon ligero, tal como quedd explicado en
i nrifeulo onterior [16].

Como parte de log ensayos de Kavyrchine y otros [4] se intentd ver que 