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457-0-80

Planteamiento directo del método

de los elementos de contorno a partir
del teorema de reciprocidad

Manuel Martinez Lafuente

I. GENERALIDADES
1.1. Objeto del trabajo

El objeto del presente trabajo es la exposicion de un planteamiento “directo”, basado
exclugivamente en la aplicacion del teorema de la reciprocidad, para la deduccion de las rela-
ciones fundamentales en que se basa el METODO DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNO,
Dicho planteamiento, mds simple e intuitivo que los derivados de las téenicas del cdleulo in -
tegral, ofrece una vision del problema mas asequible para el lector que la que se deriva de los
anteriormente mencionados, por lo que se juzga como muy conveniente para la iniciacién de
aquél en el estudio de este nuevo método de andlisis eldstico.

Tras obtener las relaciones bisicas en que se apoya el citado método, pasan a analizarse
las “soluciones fundamentales’ aplicables a los problemas de cardcter tridimensional v bidi -
mensional,

Por altimo, se expone ¢l planteamiento matricial derivado al abordar la resolucidn pric-
tica del anilisis mediante las téenicas habituales de aproximacidén numérica,

1.2, Nomenclatura

Sin perjuicio de que se vaya definiendo en el texio el significado de la nomenclatura uti-
lizada, conforme ésia se va introduciendo, recogemos aqui el significado de la terminologia
mis representativa de la exposicibn que acompaiia:

b: Componentes de las fuerzas misicas,

e Componentes del tensor deformacidn,

n;: Cosenos directores de la normal exterior a una superficie.

q;: Componentes delas fuerzas superficiales.

— q : Componentes de las fuerzas superficiales correspondientes a la solucion funda-
mental,
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— r: Radio vector, o componente del sistema de coordenadas cilindricas o polares,

~ u;: Componente de los desplazamientos,

— u{;: Componentes del degplazamiento correspondientes a la solucion fundamental,
A: Matriz cuadrada, cuya inversion proporciona las incdgnitas del contorno.

— E: Médulo de elasticidad,

— F: Vector, cuyas componentes son los datos de las variables que definen ¢l problema
elistico en ¢l contorno,

G: Mdédulo de rigidez transversal,
— P: Punto genérico perteneciente al dominio eldstico,
— U Vector formado por las componentes de los desplazamientos en ¢l contorno.
— X! Vector, cuyas componentes son las incdgnitas del contorno.

- fi: Constante, de valor 1 en los puntos interiores al dominio eldstico y de valor 1/2 en
los puntos del contorno,

— A Operador gradiente,
8 : Deltas de Kronecker.
— i Coeficiente de Poisson,
1 Operador laplaciano.
— I't Contorno del dominio eldstico,
- o: Componentes del tensor tension,

— £1: Dominio elistico,

[I. PLANTEAMIENTO GENERAL DEL PROBLEMA ELASTICO
11,1, Introduccién

La finalidad del analisis eldstico es la determinacion de los estados de deformacién v de
solicitacidn originados en el “"medio clistico’” como consecuencia de las "acciones™ que so-
bre éste actaan, Dichos estados vienen definidos, respectivamente, por las componentes del
desplazamiento (o sus derivadas primeras) v las componentes de la tension, en un punto ge-
nérico del medio eldstico, Denominaremos “medio elistico”, o “s6lido eldstico™, a aquél que
tiene la propiedad de recuperar su forma primitiva cuando dejan de actuar las acciones que
le solicitan, Definimos como “accién™ a cualquier eventualidad capaz de modificar el estado
de deformacion o de solicitacion del medio eldstico (cargas exteriores, deformaciones térmi-
cas, asientos de apoy os, etc.).

En lo que sigue, admitiremos que el “medio eldstico™ es homogéneo e isbtropo y de ti-
po hookiano, Ademds, supondremos que los movimientos son despreciables en comparacion
con las dimensiones reales del solido eldstico, En definitiva, vamos a situarnos siempre dentro
de los Iimites del analisis lineal.

En estas condiciones, las variables que definen el comportamiento del medio eldstico son:

10
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a) Desplazamientos: Se definen en cada punto por las componentes u; (i=1,12,3) del
vector PP’ (P: punto inicial; P’: punto deformado) con relacién a un sistema general
de referencia Ox, X; X3. Las componentes del desplazamiento se expresan enla forma:

=y (X, X3, X3) (I1.1)
X3
8] —
X2

Como veremos mds adelante, si se determinan explicitamente las funciones u;, el proble -
ma eldstico estd totalmente definido.

b) Deformaciones: En un punto cualquiera del sélido eldstico, la deformacién viene de-
finida por las seis componentes del tensor simétrico de segundo orden siguiente:

__(I__+ ok (11.2)

Estas componentes quedan determinadas univocamente en cada punto del medio eldsti-
co a partir de las funciones u;,

¢) Tensiones: Se definen en cada punto por las seis componentes del tensor simétrico de
segundo orden o y representan las componentes de la tension (fuerza por unidad de
superficie) que actiian sobre el plano perpendicular al eje “x;” en direccion paralela al
eje “x; "

Mis adelante veremos que dichas componentes se obtienen directamente de las compo -
nentes de la deformaci6n a partir de la ley de Hooke generalizada (ecuaciones de Lamé). Por
lo tanto, la determinacién explicita de las funciones u; resuelve completamente el problema
clistico.

11,2, Condiciones que satisfacen las componentes de la tension

Supongamos que el “medio eldstico” ocupa el dominio 2 limitado por el contorno I'.
Admitamos que en los puntos interiores a £2 pueden actuar “fuerzas misicas”, cuyas compo-
nentes, porunidad de volumen, denominaremos by, y que sobre los puntos del contorno I' pue-

den actuar “fuerzas superficiales’ cuyas componentes, por unidad de superficie, denominare-
mos ;. En estas condiciones, las componentes del tensor tension han de verificar:

1

Documento descargado de www.e-ache.com el 21/02/2026



a) Las ecuaciones de equilibrio interno (en los puntos interiores al dominio §2). Son tres
ecuaciones que se expresan en la forma:

il
b =0 Gi=1,2,3) (I1.3)
3 x,i
b) Las ecuaciones de equilibrio en el contorno (en los puntos pertenecientes a la super-
ficie I'). Son otras tres ecuaciones, que se expresan en la forma:
oy m=q Gj=1,2,3) (IL4)

donde ny representa el coseno director de la normal exterior a la superficie I' con rela -
cidn al gje X

¢) Las ecuaciones de equilibrio del conjunto, Estas ecuaciones se derivan de las dos ante-
riores y son:

c-1) Tres ecuaciones de equilibrio de fuerzas:

/nbi.dﬂ+ /F q;.dlM'=0; (i=1,2,3) (IL5)
¢-2) Treg ecuaciones de equilibrio dg momentos: T |
. ; = 1,
{ﬂ (b|.XJ - |.'?|| .H|){|-ﬂ+ ./l_‘(fh.?(j ([}.Xi){lr—'(}; i %cj ;?z (11.6)
=]

d) Las ecuaciones de compatibilidad, Estas ecuaciones son necesarias para garantizar la
existencia univoca de lag funciones u; y se formulan directamente en términos de las
componentes del tensor deformacién (ver referencia bibliogrifica n® 1). A partir de
las relaciones tensidén-deformacion, dichas ecuaciones pueden expresarse en términos
de las componentes del tensor tension, Asi, en el caso de medio eldstico homogéneo
¢ isbtropo, las ecuaciones de compatibilidad se expresan en la forma:

I 8% v ab, b
V2 g, + ki By Afh) - [—L4 —L 116
Wt TEy Imax 1-put® (aﬁ am) )

donde los diferentes simbolos expresan:
— V: Operador laplaciano.

— At Operador divergencia,

— &j:Delta de Kronecker.

Como consecuencia, en ausencia de fuerzas masicas, by = 0 (i = 1, 2, 3), o si éstas son
constantes, las ccuaciones de compatibilidad se reducen a:

1 @%@

v? —_— e 11,7
%y l+vaxlﬂxj ( )

donde 0 es la traccidn cibica (0 = o, = oy, + 095 + 033) y ¥ es el coeficiente de Poisson
del material.

Particularizando la expresion (I1.7) para los casos en que i = j, se obtiene:
Vio=0 (11.8)

lo que indica que el invariante @ es arménico cuando las fuerzas méisicas son constantes,

12
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I1.3. Relaciones entre las componentes del tensor tensién y las componentes del tensor
deformacion

En elasticidad lineal 1as relaciones tensién-deformacion se expresan mediante las scuacio-
nes de Lamé (caso de solido eldstico homogéneo ¢ isdtropo) que pueden escribirse en forma

compacta como:
donde:

— A v p son las constantes de Lamé, que se definen por:

A i
T+ -2
_ (11.10)
h=G= ﬁl + #)
siendo E el médulo de Young del material y G el modulo de rigidez transversal.
— ¥ es la dilatacion cabica = ey, = ¢,y + €33 + eag
Las relaciones (11.9) pueden expresarse también en la forma:
2G e G
b i v By R 10 o (IL11)
| = 2 v a xk a KJ d xl

que utilizaremos en el capitulo I11

Las relaciones inversas (deformacién-tension) son inmediatas a partir de las ecuaciones
(11.9) y se escriben en la forma:

A 1
& =—-2—’j ('-\3-:\—4_—2% ﬁﬂﬂ + 2-; aj (I1.12)
A partir de las ecuaciones (11,9) pueden obtenerse las expresiones de las ecuaciones de
equilibrio interno (11.3) y de las ecuaciones de equilibrio en el contorno (I1.4) en términos de
las componentes del tensor deformacién. Dichas expresiones, que omitimos aqui por no ser
necesarias pata el contexto basico del presente trabajo, constituyen, junto con las ecuaciones
de compatibilidad, que exponemos a continuacién, el sistema general de ecuaciones que han
de satisfacer las componentes del tensor deformacion.,

1.4, Ecuaciones de compatibilidad

Fl hecho de que, en un punte cualguiera del medio eldstico, las componentes de la defor-
macién vengan definidas a partir de las derivadas de los corrimientos, impone la necesidad de
establecer ciertas relaciones entre aquéllas, denominadas ecuaciones de compatibilidad, para
asegurar la existencia univoca de las funciones u;. Dichas ecuaciones se expresan en la forma:

I’a: Eu a? Cpe a? i + a2 &g

o - I1.13
dx dxg Oxdx dxdxe DX ( )

A partir de las relaciones (I1.12) resulta inmediato comprobar que las ecuaciones (11.13)
cquivalen a las (11.6).

En el sistema anterior es fdcil ver que s6lo hay seis ecuaciones independientes.

13
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IL5, Estado de tension plana

Un estado de “tension plana™ contenido en el plano Ox, x, se caracteriza por verificar:

03=0 (i=1,2,3) (11.14)
que, teniendo en cuenta (11.9), equivale a:
d uy A Ay Allg A
- . it e I e (i
LAt bl vl ekl el v vl e (4.14)

Sisustituimos las relaciones anteriores en el sistema (11,9), obtenemos las relaciones ten -
sion-deformacion correspondientes al estado de tensidén plana:

2hu ]
Ty '—‘Fi—“(ﬂn +ﬂii)+2pell

2A
Taq E\_—I-EE (e tegp)+ 2ueg; (1L.16)
Oy = (e +egy) =

Andlogamente, sustituyendo en (11,3) obtenemos las siguientes ecuaciones de equilibrio
interno (by = 0):

day, 00,
+ +b, =0
Tx, A% Wy =
(IL17)
Doy, 00y,
et p S A g
d X, d X3 !

mientras que las ecuaciones de equilibrio en el contorno, correspondientes al estado de ten-
sion plana, resultan:

Oy .0y F0; .00 =q,

(I1.18)
O3y .My + 033 .0y =0

Sustituyendo las ecuaciones anteriores en las relaciones (11.6), obtenemos:

1 8%6, v b,
1 - -
Vien+tTar R T T A0 T2
. | 2%, p dby
: — — e
V ﬂz;"‘ l+l-" ax: I » ﬁtb) 2 E-‘x;
l 3201_ I
L+v axl =Ty A0
(11.19)
| 2%, __ab

|+ p dxy0x; 0%,

I %0, _  ab,
l+p 8x,0x, 0%,

[ a7, __(ab, abz)

a =
Vign T D% D%, DX, T X,
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Ll[]ﬂdﬂ 51 = ﬂ” e G“.

Las ecuaciones (1L.19) muestran que, en general, o ,, 3 v 045 dependen de x5, por
lo que s0lo en el caso en que las fuerzas actuantes satisfagan determinadas condiciones pue-
de asegurarse el estado de tension plana.

En el caso de placas estrechas de espesor constante cuyas bases estén libres de cargas
exteriores puede admitirse, con suficiente aproximacion, que el estado tensional resultante
eq ¢l correspondiente al caso de tension plana, si las fuerzas actuantes en las caras laterales
son simétricas con relacidon al plano medio de la placa. En este ¢aso se debe verificar:

abl < abg - aﬂl
3:{3 axg = ax;

=0 (11.20)

Sustituyendo en (11, 17) se obtienen las relaciones siguientes:

Bb; - azﬂ'” azﬂ“g

T Ax;  0x, 0%, ax?
(I1L21)
- Bb: . aiﬂ“ alﬂgj
dx,  oOx} 0%, 0%,
que, reemplazadas en la Gltima de las ecuaciones (1L 19), nos conducen a:
2o %0
2 - = : (11.22)

axg T l+r 9x, 0x,

lo que demuestra que, incluso en el aso de placas estrechas, la componente 0, depende
de x4 con lo que no se satislacen estrictamente las condiciones ideales del estado de tension
plana. No obstante, en estos casos resulta razonable admitir que la variacion tensional a lo
largo del espesor es lo suficientemente pequefia como para despreciarla y suponer que el es-
tado tensional resultante es el que corresponde al caso de tension plana (ver referencia bi-
bliogrifica nim. 1 y nam. 2).

En estas condiciones, si en las ecuaciones (I1.13) hacemos i= j= [, k= 0= 2 obtene-
mos la unica ecuacion de compatibilidad independiente relativa al estado tensional plano.
Dicha ecuacion se expresa en la forma siguiente:

az!‘..'-“ azu_ﬂ“_ 32 Em
B.\(g Bx? 9%y 9%,

=0 (11.23)
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A partir de (1. 16), obtenemos:

1 -
e = (04 — v ay)
0 |
'-"ﬂ‘f(”:z v ay) (11.24)
1 + v
C2="f %2

Sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuacion (11.23) v derivando las ecuacio-
nes de equilibrio interno (11.17), obtenemos, finalmente, la ecuacion de compatibilidad co-
rrespondiente al caso de tension plana expresada en términos de las componentes del tensor
tension. Dicha ecuacion es:

9? a? db db
[:"—"' :l(ﬂxx"'”;:):—(l +P)(W:+a_x:) (11.25)

2 2
dx] dx;

Cuando las fuerzas masicas son constantes, la ecuacion (11.25) se escribe asi:

vie, =0 (11.26)
e a?
a1 in d : 2 f e o —— = -+ .
siendo: V= Bx:”: Bx% y Oy=0y + oy

IL6. Estado de deformacion plana
Un estado de “deformacién plana” paralelo al plano 0%, X, se caracteriza por:

uE = U (X, %) (k=1,2)

(IL27)
LLEY =] 0
que, teniendo en cuenta (11.2), equivale a:
S0y (=], 2.3) (11.28)

A partir de (IL9) se obtienen las relaciones tension- deformacion correspondientes
al estado de deformacion plana:

16
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o= A(ey +epn)+ 2pey,
Ta3 =X ('311 + '3-11)"' 2u €3z [”29)

033™ ¥ {0y + 0q9)

O3 = (eg3 + ey)

en el que las componentes 9,3 y 0,5 son nulas.

Sustituyendo en el sistema (I1.3) obtenemos las ecuaciones de equilibrio interno:

aa A5 2

3}{1 + 3:{3 + bl _u

aﬂjl 303; =

TS + s + by =10 (11.30)
00y, B
a—h + by =0

Al ser o445 independiente de x5, la componente by de las fuerzas mdsicas debe ser
nula, con lo que las ecuaciones (11,30) coinciden con las (11.17).

Las ecuaciones de equilibrio en el contorno correspondientes al estado de deformacion
plana son:

0 ny o ng =gy

O3i Ny + 0z N3 =4, (1L.31)

33 N3 =13

-

que, exceptuando la altima, coinciden con las ecuaciones (11 18) relativas al estado de ten-
s10n plana,
La Gnica ecuacion de compatibilidad independiente resultante del sistema (IL6) es!

L 2 ab, db
[ i J(a“+un)=_ l | (ax: + ax:) (11.32)

2 b b
dx] ox; v

que, en el caso particular en que las fuerzas misicas sean constantes, coincide con la
ecuacion (1L 26).

17
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11.7. Relacion entre los estados de tension plana y de deformacion plana

Teniendo en cuenta las expresiones obtenidas en.los dos apartados anteriores, resulta
inmediato obtener una relacion entre las soluciones correspondientes a los estados de tension
plana y de deformacion plana. Asi, si conocemos la solucion correspondiente al estado ten-
sional plano actuante sobre un dominio £2, limitado por el contorno I' v solicitado por las
fuerzas misicas b, y por las fuerzas superficiales q;, podemos obtener directamente la
solucion correspondiente al estado de deformacion plana, relativa al mismo dominio soli-
citado por las mismas fuerzas que en el caso anterior, tomando unas constantes eldsticas
“ficticias™:

. E
B = | — p?

(11.33)
- i
R

y adoptando la solucién correspondiente al estado de tension plana, salvo en lo concernien-
te a la componente tensional @4y, que, para el caso de deformacion plana, se obtendra de la
tercera ecuacion (11.29).

En el caso en que sean constantes las fuerzas mésicas actuantes, la solucion tensional,
exceptuando la componente a;5, coincide en ambos estados,

Es ficil ver, a partir de las relaciones (I133) que G=G'.

I1.8. Solucion general del problema elastico

En general, los métodos habituales de andlisis elastico pueden clasificarse en dos
grandes grupos:

a) los métodos “integrales”, llamados asi porque contemplan de forma global ¢l com-
portamiento del dominio eldstico, estableciendo las ecuaciones diferenciales que ri-
gen el fendbmeno e introduciendo las condiciones de contorno apropiadas al caso.
Entre éstos tenemos:

a-1) INTEGRACION DIRECTA de*la ecuacion diferencial. Método puramente
matemitico, pero de escasa aplicacion, pues no es frecuente que el sistema de
ecuaciones admita solucion directa en forma explicita.

a=2) INTEGRACION MEDIANTE DESARROLLOS EN SERIE. Tal es el caso en el
que la solucidn se obtiene en forma de desarrollos en series de Fourier. Este
método ha tenido gran utilizacibn en el andlisis de placas rectangulares cargadas
en su contomo,

a-3) INTEGRACION NUMERICA. Como es el caso en que la integracion de la ecua-
cion diferencial se obtiene utilizando “esquemas numéricos”, como, por ejems-
plo, el método de las diferencias linitas.

a-4) APROXIMACION MEDIANTE PONDERACION. Son métodos en los que se

18
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obtiene una solucion aproximada minimizando, segin diferentes criterios (ver
referencia bibliogrifica nim. 3), ¢l error ponderado global de la solucidn,
Estos métodos son muy eficaces para obtener resultados particulares (no glo-
bales), como, por ejemplo, cargas de pandeo,

b)los métodos de “discretizacion”, llamados asi porque se divide ¢l dominio en un
conjunto de subdominios (elemenfos) interconectados entre si (nodos y aristas), En
este caso, tras admitir determinadas leyes de comportamiento en cada subdominio,
se establecen las ecuaciones de compatibilidad y de equilibrio en los elementos de
conexion entre subdominios. Asimismo, se establecen las condiciones globales de
equilibrio del conjunto y se garantizan las compatibilidades de movimientos en los
enlaces exteriores del dominio ¢listico (apovos). De esta forma se llega a un sistema
de ecuaciones lineales completo, cuya soluciom se aborda Tacilmente utilizando
las técnicas habituales de chleulo matricial. En la actualidad, gracias a la incorpora-
cion delos ordenadores electronicos, puede afirmarse que estos métodos han despla-
zado totalmente a los anteriores. Entre éstos, establecemos la clasificacion siguiente:

b-1) METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS. En este caso, los elementos
cubren todo el dominio eldstico (interior y contorno) y se caracterizan porque,
en peneral, las leyves de comportamiento admitidas dentro de cada uno de ellos
satisfacen las ecuaciones de compatibilidad, pero no verifican las ecuaciones
de equilibrio interno. Fueron desarrollados fundamentalmente durante la déca-
da de los afios sesenta (ver referencia bibliografica niim. 4) y vienen utilizan-
dose habitualmente desde entonces.

b-2) METODO DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNO. En este caso, los elemen =
tos solo cubren el contorno (o contornos) del dominio eldstico, y se caracteri-
zan porque, en éstos, las leyes de comportamiento admitidas verifican las ecua-
ciones de equilibrio intermo. Estos métodos se han desarrollado recientemente
(ver referencias bibliogrificas num. 3 v nliun. 5) v puede afirmarse que todavia
nos encontramos en una fase de adaptacion en la que, progresivamente, éstos
desplacen o complementen a los anteriores en la préictica habitual concernien-
te a la problematica general del analisis elastico.

. DEDUCCION DIRECTA DEL METODO DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNO A
PARTIR DEL TEOREMA DE RECIPROCIDAD

IL1. Introduccion

Consideremos un solido elistico sometido, alternativamente, a dos sistemas de fuerzas
masicas y superficiales (by, q) v (by, qy) bajo cuyo efecto se producen en el mismo,
respectivamente, los desplazamientos uy, y up. En estas condiciones, siempre que se satisfa-
gan las condiciones correspondientes al estado elistico lineal (validez del principio de super-
posicion) el teorema de Betti (ver referencia bibliografica niim. 1) se expresa en la forma:

b, uy d2 +] a uy dI° (1L 1)
¥r

]

f bku'kdﬂ+[ qku'kdl"=/
o 1 L

Ly
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donde se utiliza la nomenclatura siguiente:

~ by(by): componentes de las fuerzas misicas actuantes en el interior del solido
elistico (dominio §2).

— qi(qy): componentes de las fuerzas superficiales actuantes en el contorno del solido
elistico (superficie I'),

~ uy(u}): componentes del desplazamiento en el sblido elistico bajo la actuacion
de los sistemas (b, q,) 6 (b, Qi ).

Supongamos que ¢l solido elastico estd realmente solicitado por el sistema (by, q,)
y que conocemos la solucion, que denominaremos “fundamental”, en la que los desplaza-
mientos en un punto cualquiera del solido vienen definidos por uy, las fuerzas misicas por
b, y las fuerzas superficiales por qi. En estas condiciones, sustituyendo en el sistema
(I11, 1), obtenemos:

dy ui :lI*=[ bf{ uy dS2 + [ q ug dI’ (11L.2)
vl

r Jr

i hkuﬁdn+]
J 52 .

que podemos escribir también en la forma:

f by Uy dn:] (qy uk — qf u) dr+ / by uj d (111.3)

¢} r il

Imaginemos que adoptamos como “solucion fundamental™ aquélla en la que en un
di ¥

punto cualquiera, P, del sdlido eldstico actiia una fuerza unitaria en la direccion “'s”, siendo
ésta la Ginica accidbn interna que solicita al medio elistico, En este caso, la ley de fuerzas
actuantes puede expresarse en la forma:

b[: =6, enel punto P
by = 0 en el resto de £2 (111.4)

qL= qL(P. 5) en ¢l contorno

siendo qu(P, s) las fuerzas superficiales introducidas en ¢l contorno por la actuacion de una
fuerza unitaria de direccion *'s” en el punto P,

Sustituvendo (I111.4) en (111 3), obtenemos:

u,(P)=I (qy ui(l", 8) — L]{‘(P. s)u)dr +[ by uL(R 5) dS2 (I11.5)
4T J 1
siendo:

— u,(P): desplazamiento del punto P en la direccion *'s”

Laa(l’, g): desplazamientos del medio elastico debidos a la actuacion en P de una car-
ga unitaria de direccion **s” (solucion fundamental propiamente dicha).
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La expresion (I1L5), evidentemente, solo es aplicable a los puntos “interiores™ al
dominio £2.

En general, la “‘solucion fundamental” correspondiente a un determinado problema
depende, entre otros factores, de las condiciones de contorno del mismo (geometria y dis
posicion de enlaces en T'), aunque, bajo un punto de vista matemitico, es suficiente con
que dicha solucién satisfaga las ecuaciones de equilibrio interno, las ccuaciones de compa-
tibilidad y las ecuaciones de equilibrio en el contomno. Por esto, y tratando de evitar una ex-
cesiva multiplicidad de soluciones, podemos adoptar en todos los casos la misma “solucion
fundamental”, que es la que se obtiene al considerar el solido elistico como indefinido y
solicitado por una fuerza puntual en un punto interior, P, y por fuerzas superficiales iguales
a las que se producen a lo largo del contorno I' en el solido elistico indefinido. Esta solu-
cibn, obviamente, cumple todos los requisitos anteriormente mencionados para poder ser
considerada como “'solucion fundamental®.

N1.2. Extensidn del método alos puntos del contomo

Cuando el punto P pertencce al contorno del solido (1), la ecuacion (111.3) sigue siendo
aplicable, aunque su integracion no es tan inmediata como en los casos en que dicho punto
sea interior a aquél. Para obviar este inconveniente, admitiendo como “solucion fundamen -
tal” la misma que en el caso anterior, reemplazamos la carga superficial unitaria actuante
en P por una distribucion uniforme de fuerzas misicas sobre un elemento infinitesimal de
volumen centrado con P, de forma que la resultante de ambos sistemas de cargas sea coinci-
dente (de hecho, bajo un punto de vista fisico, las cargas puntuales s6lo se conciben como
situaciones limite de cargas mésicas actuantes sobre elementos de volumen infinitesimales),
Si £2' es el elemento de volumen sobre el que actian dichas fuerzas, la ley de cargas actuante
en ¢l medio se puede definir en la forma:

¥ ] ,
bk"_' ﬁ ﬁlk ('.r‘lﬂ

by = 0 en ¢l resto de £

(111.6)
qi = qj. (P, s) en la parte de I" exterior a £’
qi =pk (P, s)en la parte de I interior a &
Descomponiendo la integral del primer miembro en (I1L3) en la forma siguiente:
bl . -dﬂ=] bE «uy - +/ f . ug - dS 1.7
.fn ke * Uk Ja-ar kU 4 S Bl Uk (17
donde £2" es el volumen comun a §2 y £2', obtenemos:
] br-uk-dn=[ b"vuk-dﬂ=gu (P)y=a- uy (P) (IT1.8)
i R Jar " & *
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siendo & funcion de la geometria del contorno. Si éste es “suficientemente liso”, es decir,
si el plano tangente a I" en P es Gnico, se verifica:

o |
it 119
@=er =g (LIL9)

Anilogamente, descomponiendo el segundo término de la primera integral del segundo
miembro de (I11.3), obtenemos:

[[‘ q{; U - dr‘= /1"-..[" qf: (P, S). U - dI" + /I’" p{; (P, S)' Uy - dr ("l IO)

Es facil ver que, en los casos en que el contormno es “suficientemente liso”, la sepunda
integral del segundo miembro de (IIL10) es nula. Asi, en dichos casos, puede identificarse,
en la practica, I con su proyeccion sobre ¢l plano tangente a I'en P, v, al resultar la distri-
bucion tensional pf (P, 8) antimétrica con relacion a dicho plano tangente, la integracion
extendida a lo largo del mismo (parte comin con §27) debe ser nula (*).

En la expresion (IIL10) T designa la parte de contorno (I') interior al elemento
infinitesimal de volumen §2',

Por consiguiente, en los casos en que el contorno del solido eldstico sea “‘suficiente-
mente liso™, la particularizacion de las expresiones (I1L.3) a los puntos de I" puede escribir-
se enla forma:

12 Uy (P]=Ir (pk + ug (P, )~ qj (P, s): ug). dl’ -I~/ by - uf (P, 5) dS2 (IL11)
" of 3

donde las funciones ull;(P. 5)y qi(P, g) tienen ¢l mismo significado que en el caso anterior.

Si el contorno del solido no es “suficientemente liso”, la ecuacion (I11L.11) no es vilida,
aungque, como veremos en el capitulo VI, en los casos habituales puede obviarse este incon-
veniente mediante la introduccidon de condiciones suplementarias de compatibilidad,

IIL 3. Solucion general del problema elastico a partir de la solucion de contomo

Teniendo en cuenta las relaciones (IIL5) y (IIL11) podemos formular los desplaza-
mientos, correspondientes al dominio elistico §2 limitado por el contorno I', mediante la
expresion:

lif‘u,;(l’)l'ﬂfr (qk - ul (P, 8) = qf (P, s):ug)- dl‘+lﬂ by - ul (P, 5) dS2 (11L.12)

siecndo:

— B: constante, que vale 1 para los puntos interiores al dominio §2 y 1/2 para los
puntos situados en el contorno I,

u,(P): componente del desplazamiento del punto P en la direccion “s”,

— Qi : componentes de las fuerzas superficiales actuantes en I

(*) La antimetr{a se entiende referida a las condiciones de integracion,
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— by: componentes de las fuerzas misicas actuantes en £2

- ug: componentes de los desplazamientos del sdlido elistico bajo la actuacion del par
de fuerzas de componentes ¢ v by,

uL(P, s): componentes del desplazamiento en un punto cualquiera del sélido elastico
motivadas por la actuacidén de una carga unitaria de direccion “s” en el punto P (*'solucion
fundamental’).

— q}.(P, s): componentes de las fuerzas superficiales actuantes en I' cuando una carga
unitaria de direccion “s” actha en el punto P,

Como consecuencia, llegamos a la conclusion de que los desplazamientos del solido
clistico quedan determinados si se conoce, ademis de una solucion fundamental, la solucién
correspondiente al contorno,

Para que tenga validez la ecuacion (IIL12) es necesario que la solucion fundamental
corresponda a un dominio elistico £2' cuyo contorno I'' sea exterior a £2. Como vimos en
111, 1, en lo sucesivo, denominaremos “soluciéon fundamental”™ a la que corresponde al medio
elistico indefinido solicitado por una carga unitaria interior, Obviamente, esta solucion es
vilida en la practica para el andlisis genérico del problema eldstico en ¢l medio homogéneo
e 1sotropo tridimensional.

Conocidos los desplazamientos del medio eldstico, las componentes del tensor tension
quedan determinadas de la forma siguiente:

— en el contorno del solido, a partir de las componentes q, mediante las ecuaciones
de equilibrio en ¢l contorno (11.4).

— en los puntos interiores al dominio £2 mediante lag ecuaciones de Lamé, particula-
rizadas en lag expresiones (IL11).

Asi, si derivamos las ecuaciones (I11.12) con respecto a las variables independientes
obtenemos, en los puntos interiores, la siguiente relacion:

au, J aul 2 qf [ duf
el = | (g —E oy —RY A0 | Byt A (111.13)
me r & 3 Xm X E)xm 411 ; Xm

donde uj = uj (P, 1) y q = qi (P, r).

Sustituyendo (IIL.13) en (IL.11), obtenemos:

f f f
2G aqy dq;  0q) "
_I. ( 57 %u ax,+G(ij ; ax, | |\ al
J T
I I I
| 3G duy duj | duj )) 114
. - h, d&2 (111.14)
+I“(1--2p 8 %y +G( TR
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Introduciendo la notacion:

2Gy_, dug . [dui  duf
Dy =T—25 % 3%, T "( ax; | %,
; l : (I1L.15)
2G dqi . [ dq g )
Sk” ] " 6“ axr + (_l ( K.J + ?'l[
J
la expresion (111 14) puede escribirse en la forma:
Jr Jp Jn

cuya aplicacion s6lo se extiende a los puntos interiores al dominio §2.

Hemos obtenido, pues, las dos relaciones fundamentales, (I1L12) y (IIL16), en las
que se apoya el “método de los elementos de contorno™ partiendo exclusivamente de los
teoremas basicos del analisis elistico lineal: principio de superposicion y teorema de reci-
procidad. Dichas expresiones son coincidentes con las que resultan de aplicar ¢l “método
directo’ convencional, basado en la integracion de las ecuaciones de equilibrio interno me-
diante la formula de Green (ver referencias bibliogrificas nim. 3 y nam. 5),

En los capitulos IV v V s¢ exponen, respectivamente, las soluciones fundamentales
correspondientes a los problemas elasticos tridimensionales v bidimensionales y se obtienen
las expresiones explicitas de las funciones caracteristicas introducidas en ¢l presente ca-
pitulo.

Las relaciones anteriormente obtenidas muestran que, al menos bajo un aspecto pura-
mente tedrico, la problemitica habitual del analisis elastico lincal queda totalmente resuelta
en cuanto se conozean las soluciones correspondientes al contorno, lo que, por otra parte,
resulta a todas luces evidente considerando el problema como un caso particular de sistema
de ecuaciones diferenciales lineales (ver referencia bibliografica nium. 6). Como consecuen-
cia, ¢l problema elistico queda reducido, una vez determinada la “solucién fundamental”, a
la determinacion de la solucion particular de contomno de cada problema concreto, Para
abordar este ltimo problema puede procederse de dos formas distintas! '

a) por el *método directo™, consistente en particularizar para el contorno las relacio-
nes (111 12) ¥ resolver el sistema de ecuaciones integrales resultantes por alguna de las
técnicas habituales de integracion, Este procedimiento, exceptuando contadas apli-
caciones cuya simplicidad permita abordar el problema sin excesivas complicaciones
matemaiticas, resulta en la prictica desechable por su complejidad.

b) por “métodos indirectos”, entre los que se encuentran, por ejemplo, los “métodos
de discretizacion”, En estos ltimos se discretiza el contorno del dominio eldstico
en un namero finito de elementos, denominados “*elementos de contorno’, en los
que se admiten determinadas leyes de variacion, normalmente polindmicas, para
los desplazamientos y fuerzas superficiales, de manera que en cada elemento
dichas distribuciones queden definidas a partir de un nimero reducido de incognitas.
Si se particularizan las expresiones (IIL12) para determinados puntos del contorno
("nodos™) se obtiene un sistema de ecuaciones lineales de ficil soluciéon con las
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téenicas convencionales de andlisis matricial. En el capitulo VI exponemos el plan-
teamiento matricial del método, denominado METODO DE LOS ELEMENTOS

DE CONTORNO,

I1I.4. Extension del método a los problemas de carficter no lineal

Pese a que el fundamento del método de los clementos de contormno esta basado en
las propiedades caracteristicas del analisis lincal, puede éste extenderse, utilizando el recur
so de considerar como fuerzas exteriores a los (érminos no lineales del problema, a los pro-
blemas de caricter no lineal (ver referencias bibliograficas nim. 3 y nim. 5). No entraremos
aqui en mis detalles sobre el particular, por considerar que su exposicion rebasa ampliamen-
te los limites del planteamiento del presente trabajo,

IV. ESTUDIO DE LA SOLUCION FUNDAMENTAL PARA EL MEDIO ELASTICO
TRIDIMENSIONAL

IV.1. Introduccion

Como vimos en el capitulo 11, la “solucion fundamental™ es la correspondiente al me-
dio elastico indefinido solicitado por una carga puntual unitaria en un punto interior al mis-
mo. Este problema fue resuelto por Lord Kelvin (1848), quien obtuvo la solucion que pa-
S1MOs A exponer a continuacion (ver referencia bibliografica nam. 7).

IV.2. Estado tensional del solido elistico indefinido solicitado por una carga unitaria
actuante en su interior

Comenzaremos por considerar el caso en que la fuerza unitaria es paralela al eje Oxj.
El estado tensional correspondiente, referido a un sistema de coordenadas cilindricas con
origen en el punto de aplicacion de la fuerza, viene expresado mediante las relaciones:

- 1 2 {32 |
x=z} i} o =g 7 R 2“)
..-l"".r. I
- ! SN S i §
’ I e 7 =r kol e ol R
= i (IV.1)
el \© PR Sy R
%) > gr(l-y) B
F=1
i o R
IZ 87 (l —p) R? R? + 1 2!‘-’) J
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Es ficil comprobar que la solucion anterior satisface las siguientes condiciones:

a) Ecuaciones de equilibrio interno:

ag, 0Ty Op—0g
ar * 0z ki -0
(IV.2)
aﬂ'z 31’,-,_ h -
0z i 0z % =0
b) Ecuaciones de compatibilidad:
0 v _
IF(U, 1+pa)"dl+ao—0
(1v.3)
qd v 93 v - AT 1 _
W(“*' T+ S)” 9z’ ("ﬂ I+ “) 27 70
dondes=ao, + o, +0,
¢} Las condiciones de contorno:
il 4
J (0, sen? w + 7, senw cosw) dw =0
W (IV 4)
" 1
‘L (1, sen? w + 0, senw cosw) dw == TRE
donde: r=Rseng v 2= Rcosg
lim o, = lim o, = lim 0, = lim 7, =0
I=+w= I+m IT=m=m r—ﬂ
(IV.5)
lim o, = lim g, = lim o, = lim 7., =0
A F oo ¥ o AR

Pasando a un sistema cartesiano de referencia, 0, X; X5, la solucion tensional anterior
s¢ transforma mediante las relaciones siguientes:
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que, sustituidas en (IV.1) dan:

ay =

033 =

1

TRw(l—p)

CBw(l -

|

2
%%(3'%;'-|+2r)

2
x’(3—"1—1+2u)

R\ R?

2
3i(3%%+1-2u)

BT E () R

013 =

3

XjX3X;3

C8w(l -

I

Ri

R!

2
X X3

033 =

1

8w (l -

2

(IV.6)

(Iv.7

51 hubiésemos tomado la direccion del eje 0x; coincidente con la de la carga actuante,

la solucion tensional resultante se obtendria directamente de (IV.7) dando una rotacion de
noventa grados al triedro elemental alrededor el gje 0x, en el sentido de las agujas del reloj.

En este caso, la distribucion tensional seria:

Documento descargado de www.e-ache.com el 21/02/2026

27



0, ﬂﬂ(:._p)%(3%+l—2p)
a2 87r(ll F)K—;(af{—%—|+2u)
O3 = sw(:-v)x_;(:";_i_lﬂ")
ﬁ,; ﬁw{:—pjx_:;(J-'xﬁi+l_2”)
crlﬁ—m%(:%;—zﬂ 2»)

(IV.8)

Por Gltimo, si la direccion de la fuerzg coincide con el eje 0x,, la solucidn tensional
resultante se obtiene de (IV.8) intercambiando los subindices 1 y 2 en todas las expresiones.

IV.3. Desplazamientos del solido elistico indefinido solicitado por una carga unitaria

actuanie en su interior

Introduciendo de nuevo el sistema de coordenadas cilindricas utilizado en el apartado
anterior, las deformaciones en un punto cualquiera del medio elistico pueden expresarse

en la forma (ver referencia bib
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liografica num, 8):

1 . .
&= [0, v (g, +0,)]
e, == o, —» (o, + a,)]

1
&= [0, — v (g, + 0,)]

C2(1+w)
Yrz o It Trz

(Iv.9)



Sustituvendo las expresiones (IV. 1) en (IV.9), obienemos:

! z [_3
m?WF[F“"””"HM}
o 1 =z
€= BrE(1-» ROV

(IV,10)

I z |_3
ff‘mﬁhﬁ‘(“"“ﬁ’“‘““ﬂ

1+ p r | 322
“"rz=‘4n|u:(1-p)"i'ﬁ( R? +1"”)

=

Si denominamos u al corrimiento radial y w al corrimiento vertical (segiin ¢l cje 0z),
se verifican las relaciones siguientes:

(IvV.11)

. du dw
Tz oz or

De las segundas ecuaciones (IV.10) y (IV. 1 1) se deduce!

| + » Tz

ll=m"ﬁ‘? (IV.12)

ecuacion que, logicamente, satisface las primeras ecuaciones (IV.10)y (IV.11). 5i la deriva-
mos con relacion a z, oblenemos:

Qu _ 1+ p T pa a3 .
9z B8wE(l -») R® (R* —32%) (IV.13)
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sustituyendo la tercera de las ecuaciones (IV.9) en la tercera de las ecuaciones (IV.10)
¢ integrando, resulta:

e LY e e B
YRR U o - R e T (IV.14)

donde f (r) es una funcibn arbitraria de “r”,

Derivando (IV.14) respecto de r y sustituyendo (IV.13) en la cuarta de las ecuaciones
(IV.11), llegamos a:

2 _ 32 R E(l—») R® 2
R L= ”(]ip)f) r(r)=%+z—4p (IV.15)

que equivale a;
=0 (IV.16)

Sustituyendo (IV.16) en las expresiones (IV.13) y (IV. 14) obtenemos, finalmente:

-

UEL Tz
ETE(l—») R?
(V.17
1+ 23
e — (3 = gt Sy A
Y8 TER (1 v)( YTre)

-

donde A es una constante, que representa un movimiento rigido del conjunto del sblido
paralelamente al eje 0z, es decir, en la direccion de la carga interior.

Las ecuaciones (IV.17) proporcionan, en coordenadas cilindricas, la solucién en
desplazamientos correspondiente al solido elastico indefinido solicitado internamente por
una carga unitaria de direccion coincidente con la del eje 0z, Puede comprobarse ficilmente
que dichas ecuaciones satisfacen las condiciones generales de equilibrio y de compatibilidad
expuestas en el capitulo II (condiciones generales que satisfacen las componentes del tensor
deformacion).

Pasando a un sistema cartesiano de referencia 0x; x5 X4, la solucidon anterior se trans-
forma mediante las relaciones siguientes:

%, b
'||‘
'H.x u; =u-senl
s u; =u-cosf
R ! uﬂ B o
0 !
f — x-
al .~ @
1~
(IV.18)

Xy
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que, sustituidas en (IV.17) dan:

= 1+ » XiX3
'"8rxE(l-») R}

1+ X3 X3
s Al D30 V.19
g (1-» R ( )
u—__iii__43_4p+%§y+A

' 8nER(l —p)

Si hubiésemos tomado la direccion del eje 0%, coincidente con la de la carga, la solu-
cion en desplazamientos resultante se obtendria andlogamente (basta con dar una rotacion
al triedro de referencia de noventa grados, en sentido horario, alrededor del gje 0x; ), expre-
sindose en la forma:

' | + v X3
R . i SR | RAp Nl 4 TR
N RO !

[ o KiXjz
= V.20
N El-D K ¢ )

1+ w Xi1X3

Uy =
1

SnE( -9 R

=

donde A’ es una constante arbitraria, que representa un movimiento rigido del conjunto
paralelamente al eje 0x,.

Por Qltimo, si la direccion de la carga coincidiese con la del eje 0x5, la solucion en
desplazamientos se obtendria directamente de (IV.20) intercambiando los subindices 1 y 2.

IV.4. Solucion fundamental en elasticidad tridimensional

A partir de las ecuaciones (IV.19) y (IV.20) resulta inmediato obtener la solucion en
desplazamientos correspondiente al medio elastico indefinido solicitado internamente por
una carga unitaria, actuante en un punto P en la direccion “s” (solucion fundamental).
Dicha solucion puede escribirse en la forma:

£ p 1+ 3= 4 )by + 1Ak IV.21)
%(’ﬂEBwERU—p)P P)ou + 3 ;

a
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X

A partir de las condiciones de equilibrio en el contorno (IL4) y de las ecuaciones (1V.7)
y (IV.8) se deduce la siguicnte “solucibn fundamental” tensional en elasticidad tridimen-

gional:
(P s)=-— b JART s XeXu | _
Tl 0T AW g | Ry
(1- QP)JVJ{;Q-"'IH—%'NH (IV.22)

En las expresiones (IV.21) y (IV.22) se ha introducido la siguiente nomenclatura
R: distancia del punto P al punto considerado.

— byt deltas de Kronecker,
— Xj: proyeccion sobre el eje 0x; del radio vector (cuyo modulo es R) que une el pun-

to P con el punto considerado,
n: normal exterior a la superficie sobre la que se evalian las tensiones y despla-
zamien tos,

— nj: cosenos directores de dicha normal.

n

2 ¢ proyeccion unitaria del radio vector sobre la normal exterior a la superflicie

s L
: R
Particularizando las expresiones (I1L.15) para las funciones definidas anteriormente,
obtenemos:
32
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- ! Xk
il 1 — 2 B * + ' — r + 3 A
Dklj 8 7 (—l — 1 R® |:( l’)( ki Xy 5];} X 51I xk) R ] (1v.23)

G 38R
e = . T |- . .
Skij 4#(1_H)R5)Ran [“ R0y % 0 O X F 00 )

E%--x{-xj-xk] +;—§(HI'KJ'X|¢ +nj-Xi-Xg)+

1_‘.1'1:.12._"’ (3 me - Xi o xj+ (G- njp+ 6 - n) R?]- (1 - aw) by - g (1v.24)

Hemos, pues, obtenido las expresiones caracteristicas del anilisis elistico tridimensio-
nal referidas a la “solucion fundamental”, aplicable en el METODO DE LOS ELEMENTOS
DE CONTORNO, '

En las expresiones (IV.21) no se incluyen los términos procedentes de movimientos
rigidos del conjunto, puesto que éstos no modifican el estado tensional del medio eldstico.

V. ESTUDIO DE LA SOLUCION FUNDAMENTAL PARA EL MEDIO ELASTICO
BIDIMENSIONAL

V. 1. Introduccion

Cuando nos encontramos con problemas elisticos bidimensionales (estados de “ten-
sion plana” o de “deformacion plana”™) la “solucién fundamental” se obtiene resolviendo el
estado consistente en considerar el medio como indefinido y solicitado internamente por
una carga puntual unitaria. Dicha solucion fundamental difiere sepiin se trate de un estado
de **tension plana” o de “deformacién plana”, pero, tal como vimos en el capitulo 11,
basta con conocer la solucion correspondiente a uno de estos estados para poder obtener
la correspondiente al otro. Por este motivo, sdlo vamos a estudiar aqui la solucién funda-
mental del estado de tension plana, dejando para el final la formulacion de la solucién apli-
cable al estudio de los problemas de deformacion plana.

En el estado de tensién plana, la solucion fundamental es la que corresponde al caso
de una “laja” indefinida solicitada por una carga unitaria actuante en su interior. Dicha
solucion, que pasamos a exponer a continuacion viene recogida en la mayoria de los trata-
dos de Elasticidad (ver referencias bibliogrificas n® 1, n® 2y n® 8) y puede obtenerse direc-
tamente por integracion de la solucién tridimensional expuesta en el capitulo anterior (para
el caso de deformacion plana).

V.2. Estado tensional de la laja indefinida solicitada por una carga unitaria actuante en un
punto interior

Comencemos por considerar el caso en «ue la fuerza es paralela al eje 0x,. El estado
tensional resultante, referido a un sistema de coordenadas polares con origen en el punto de
aplicacion de la carga, viene expresado mediante las relaciones:
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_.3+y coal
(W P T
_l=v cosl
%= "4 " x
o | —» send
o 4q r J

(V.1)

Puecde comprobarse facilmente que lds expresiones anteriores verifican las condiciones

siguientes:

a) Ecuaciones de equilibrio interno:

T,y
-af

1 da, + aﬁn L 21’;9:

T30 T or ro =0

82 1 @ 1 @8
[H+T*é-l_-+-r-5-w:|(ur+uﬂ)-0

¢) Las condiciones de contorno:

i am
I (0, cos @ —7,, sen@) rdd ==1

0

tiw
[ (o, 8en 0 + 7, cos@)rdd =0

lim g, = lim 0, = lim 7,, =0

[ b I -+ I+
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Pasando a un sistema cartesiano de referencia 0x, x,, la solucion tensional anterior se
transforma mediante las relaciones siguientes:

oy, =0, cos?0 + 0, sen®d — 271, senf cos 0

0y =0, sen*@ + o, cos?@ + 27, send cosd (V.6)

a3 = (0, — a,)sen B cosd + 1, (cos? @ — sen?0) J

Sustituyendo (V.5) en (V.6), obtenemos:

__cosfl
T T

[(3 + ¥)cos?@ + (1 — v)sen?d]

52,=-%?§_-‘:- [(1+3#)sen?d — (1 — ) cos?0) V.7

sen

=" gwr

[(3 +v)cos?f + (1 — ¥)sen?d]

Si hubiésemos tomado la direccion del eje 0%, coincidente con la de la carga, la solu-
cibn tensional resultante se obtendria directamente de (V.7) dando un giro de noventa
grados alrededor del eje perpendicular al plano (0x5). Dicha solucion se expresa en la

forma:
0, = % [(1 —»)sen?d — (1 + 3 ) cos? 0] *
a,;=—:'f—:f [(3 + p)sen®d + (1 — p) cos? ] (V.8)
0y =~ ‘;";f [(3 + #) sen?d + (1 — ) cos? 0]

V.3. Desplazamientos de la laja indefinida solicitada por una carga unitaria actuante en un
punto interior

Introduciendo de nuevo el sistema de coordenadas polares utilizado en el apartado an-
terior, las deformaciones en un punto cualquiera de la laja vienen definidas por las ex-
presiones:
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3+2p—1? cosl

1
EIW“'E':“(UI—IJEF)=—

4TE r
1 (1+w»)? cost
e = (0, —va)= ”E) =5 (V.9)

_Tra _ 1 —v? send
WG 2xE T

Si denominamos u al corrimiento radial y v al corrimiento tangencial (perpendicular
al radio), las componentes del tensor deformacion se derivan de éstos mediante las rela-

ciones:
du
&= ar
u av
€ =7+ Ta0 (V.10)
av du v
w=3r T Ta0 T

Sustituyendo (V.9) en (V.10) e integrando la primera ecuacion resultante, obtenemos:

+ a3
um=2ELEZY 000 og, 1+ (0) (V.11)

donde f(#) es una funcion arbitraria de 6.

Sustituyendo (V.11) en la segunda ecuacion (V.10) e igualando a la segunda ecuacion
(V.9), deducimos:

+ p)? _ 4
o =(f”[ﬂ') gy 2P +42an Y cos 0 log, r— f(0) V.12)

Integrando la ecuacidn anterior, obtenemos:

o+ il
v=H}—sene+3—"fﬂ"E—”senemgur_[r(o)dug(r) (V.13)

donde g(r) es una funcion arbitraria de r.
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Sustituyendo (V.11) v (V.13) en la tercera de las ecuaciones (V.10) ¢ igualando a la
tercera de las ecuaciones (V,9), deducimos:

du _ 34200 '
Eg—:—-ﬁanE-—pﬁun 0 log, r—lfw) df + g(r) — r g'(r) (V.14)

Si derivamos (V. 11) respecto de @ e igualamos a (V. 14), se obtiene:
If(&)dﬂ +{ (@)Y= g(r)—rg(r=0 (V.15)

La integracion de las ecuaciones (V.15) conduce a:

pry= Ar
(V.16)
fil@y=Bsen @ + C cos 0

donde A, B y C son tres constantes anitrarias. que representan un movimiento rigido del
conjunto.

Sustituyendo (V. 16) en (V.11) v (V.13) obtenemos la solucién en desplazamientos
buscada:

+ 20— p?
—%msﬁlog‘t r+ Bsené + Ccos 0
(V.17)

V- :_e:g [(1+p)?+@3+2v—p?)log r]+Beosd — Csenf + Ar

J
donde log, designa a la funcion “logaritmo neperiano”.

Pasando al sistema de referencia cartesiano 0x, X5, los desplazamientos se transforman
mediante las relaciones:

u; =ucosl—vsend

(V.18)
u; =usenf +vcosd
Si sustituimos las expresiones (V.17) en las ecuaciones (V.18), s¢ obtiene:
| x2 .
W == [(3+2u_y2)[ﬂgﬂr+(; + v)? _r'zi']'H:— A xg
(V.18)
1+ )2 XX
u, = (‘”EJ ’r,-"‘ +B+Ax
ul
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Si hubiésemos tomado la direceion del eje 0%, coincidente con la de la carga, los des
plazamientos resultantes se obtendrian andlogamente, viniendo expresados por las ecua-
ciones:

2
ol Bl Lo,

(V.19)

1
4mE

2
Uz = [(3+2v—u3)lpg¢r+(1+p)z%]+B._[_A.xl

donde A’, B v C' representan también constantes arbitrarias y son las componentes de un
movimiento rigido del conjunto (traslacion: C', B'y giro A”),

V.4, Solucion fundamental en tension plana

A partir de las ecuaciones (V.18) y (V.19) resulta inmediato obtener la solucion en des-
plazamientos correspondiente a la laja mdefinida solicitada por una carga puntual unitaria,
actuante en un punto P en la direccion 8™ (solucion fundamental en tension plana). Dicha
solucion puede eseribirse en la forma:

Ul (P, §) = = [(3_p)1ugura,k-(1+p)i’ir{-‘~‘&} (V.20)
X
2d .
f
92
s
1
= = q,
r \"\
P -X-r

Teniendo en cuenta las condiciones de equilibrio en ¢l contorno (I1. 18) y las eccuaciones
(V.6) y (V.B), se obtiene la siguiente “solucion fundamental” tensional para el estado de
tension plana:

r . | ar Xy Xi
H G Tlt(l—p}ﬁsk+2"—ﬁ"([+u)jl_

(v.z21)

.(1_u)(%nk—x7“n,)

En las expresiones (V.20) y (V.21) se ha introducido la nomenclatura siguiente:
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r: distancia del punto P al punto considerado
~ 0, deltas de Kronecker

X, : proyeccion sobre el ¢je Ox; del radio vector (cuyo modulo es r) que une el punto
P con el punto considerado,

— n: normal exterior a la superficie sobre la que se evalian las tensiones y despla-
zamientos,

— n;: cosenos directores de dicha normal.

— dr/dn: proyeccion del radio vector sobre la normal exterior a la superficie dividida
por el modulo de dicho radio vector (proyeccidn unitaria) = x; ny/r.

Si particularizamos las expresiones (I111.15) para las funciones definidas con anteriori-
dad, obtenemos:

T | +u i
Dm=_m]‘“ =) (B x; + by M by X+ 25 X x "kJ (V.22)

G (2 [ar AL
Sku=_m37{a_n( # gy %y bRy ) T mdTAT g "*"‘”“‘]+

2y =2
-hr—:(ni XigF X X )+ =5 2 [Rnkxlxj (Bkj"i‘*'&m“])r‘J—

— (1= 3p) b0y (V.23)

Hemos, pues, obtenido las expresiones caracteristicas del andlisis tensional en régimen
de tension plana aplicables en el METODO DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNO.

En lag expresiones (V.20) no se incluyen los términos procedentes de movimientos
rigidos del conjunto, puesto que éstos no modifican el estado tensional,

V.5. Solucibén fundamental en deformacion plana

Las expresiones obtenidas en ¢l apartado anterior pueden transformarse a partir de las
relaciones (I11.33) en las correspondientes a la solucion fundamental en el estado de deforma-
cion plana. Las expresiones resultantes de dicha transformacion son:

g 1 Xy X
uL(F‘.a)=—T(_}“—-_T)[(:’n—fﬂfp)l«.\g‘J rﬁuk—r—:k] (V.24)

f ot NERETSE
aw® == g o

[u-zp)s,kﬂ ""’”‘]

e :p)[-"iﬂunk—ir‘in,M (V.25)
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1 2 -

o Ty [“ = 20) By Xyt By ¥ - By X+ Tmm K "*] (v
(& 2 or

SHJ=“E“}“'(“1__IJT=“)TE'[“ =208y Xt v B Xy + 8 %)) -

4 v
—E X xk]-i'-T(n, X) Xt x;x) +

Al mismo resultado podria llegarse por integracion de las expresiones (1V.21) a (IV.24)
correspondientes a la solucion tridimensional.

VI. FORMULACION MATRICIAL DEL METODO DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNO

VI.1. Introduccion

Como vimos en el capitulo I11, el estado de desplazamientos de un solido elistico li-
neal, solicitado por fuerzas misicas de componentes by v por fuerzas Rupcrﬁcialuﬂ de coms
ponentes q;, puede definirse en la forma:

(ay uf (P, 5) — ql (P, s) uy) dI’ + [ by uy (P, 5) dS2 (VL)

LA 1]

Bu, (P)= /

r

donde £2 representa el dominio elistico considerado y I' a su contomo.

Como vemos, la ecuacidon (VI 1) permite obtener log desplazamientos en cualquier
punto del solido elistico una vez se hayan determinado los desplazamientos y las tensiones
en ¢l contorno, puesto que las restantes funciones que intervienen en ésta son conocidas
a priori (seghn hemos visto en los capitulos IV y V). Por lo tanto, si el problema elistico
es conocido en el contorno, podemos afirmar que también es conocido en todo el dominio
(al menos teodricamente). Lamentablemente, la integracion de las ecuaciones (VI.1) no pue-
de abordarse dircctamente mas que en determinados casos particulares. En general, los valo-
res de las componentes q, s0lo se conocen en parte del contorno (I ), mientras que las
componentes uy s6lo estin prefijadas en otra parte del mismo (I%;), con lo que las ecuacio-
nes (VL1) resultan ser ecuaciones integrales de dificil solucion analitica. Por esto, como
veremos a continuacion, suele recurrirse en la prictica a procedimientos numéricos de reso-
lucion, entre los que se encuentra ¢l método de discretizacion, que, para el planteamiento
efectuado, adopta la denominacion de METODO DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNO.
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V1.2, Definicion de los elementos de contormno

Dividamos el contorno I' en un conjunto de “n” elementos, denominados elementos
de contorno, en los que supondremos que las funciones incognitas, q, y u,, pueden expre-
sarse mediante “funciones de forma’ determinadas. Dichas funciones, normalmente poliné-

ELEMENTO DE
CONTORNO

micas, determinan univocamente los valores de las incognitas en cualquier punto del ele-
mento de contorno. En particular, admitamos que dichas funciones quedan definidas cuan-
do se conocen sus valores en determinados puntos del elemento, denominados “nodos”,
y que se expresan en la forma:

UL ) d)kj Uj (VL2)
i i ;
Qg = wkj qj

donde el indice “1”" designa al elemento de contorno i,

En cada elemento, los nodos se sitGan en los puntos de conexidbn con otros elementos,
en puntos interiores al mismo, o, simultineamente, en ambos sitios, dependiendo del carde-
ter de las funciones ®y y Wy,

En general, para las “funciones de forma”, también denominadas “funciones de inter
polacion”, se adoptan las mismas que en ¢l METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS
(ver referencia bibliogrifica nim. 4), siendo las més frecuentes las de tipo polinémico, que
podemos clasificar en:

a) Funciones constantes: Py = Wy; = 8y;. En este caso s6lo habri un nodo por ¢lemen-
to, situado normalmente en su baricentro.

b) Funciones lineales: @ = W, =y, §,,, donde las funciones ¢, son lineales. En este
caso, si los elementos son planos (caso tridimensional) o lineales (caso bidimensio-
nal), suelen disponerse los nodos en los “vértices” o puntos extremos del elemento,
siendo éstos los puntos donde se conecta con otros elementos.

¢) Funciones de grado superior al lineal: Py = ¥y =y, 6y, donde las funciones ¢,
son de grado superior al lineal. En este caso, los nodos se disponen, ademds de en los
vértices, en puntos interiores del elemento, siendo el niimero total de éstos variable,
dependiendo del grado de las funciones g, ,.
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Hemos supuesto, como es frecuente, que las funciones de interpolacion tbkj y \IIH son
del mismo orden, aunque resulta mis consistente tomar las funciones W, de un orden infe-
rior a las @y, si bien, no es necesario para el desarrollo del método que expondremos a
continuacion,

En cuanto a la forma de los elementos, éstos suelen ser planos (en los problemas
tridimensionales) o lineales (en los problemas bidimensionales), aunque pueden utilizarse
indistintamente todas las tipologias habituales en el método de los elementos finitos para el
anilisis de laminas (si el problema es tridimensional).

Como veremos a continuacion, la Gnica discretizacion necesaria para abordar numérica-
mente el anilisis elastico es la constituida por los elementos de contorno anteriormente de-
finidos, de ahi la denominacion del método como METODO DE LOS ELEMENTOS DE
CONTORNO,

VL3. Planteamiento matricial del problema

Teniendo en cuenta las expresiones (V1.2), podemos aproximar las integrales, a lo lar-
go del contorno, que figuran en el segundo miembro de la ecuacion (VI.1) mediante las
sumatorias siguientes:

1 . | = .
j ae UL (P, s)dl"=12“(’ ug (P, 5) Wy, dr) q
I -

=] .
i

(VL3)
f=n

[-“k ay (P, 5) dr=i31([ ay (P, s) Py l.‘ll")u;

JP el Vi !

=

Las integrales que figuran en los segundos miembros de las expresiones (VI1.3) suelen
evaluarse numéricamente mediante “cuadraturas™ (ver referencias bibliogrificas nim. 9 y
nam. 10), pues, exceptuando ¢l caso en que las funciones de interpolacion sean constantes,
o a lo sumo lineales, la integracion directa suele ser compleja. Por otra parte, teniendo en
cuenta que la resolucidén numeérica se aborda habitualmente con ordenador, carece de in-
terés, en general, el obtener analiticamente las expresiones de las “funciones primitivas™ de
las integrales, puesto que su evaluacion numérica puede obtenerse ficilmente con gran apro-

ximacién. En cualquier caso, sea cual fuere el procedimiento de integracion de los segundos
términos de las expresiones (VI.3), obtenemos los coeficientes siguientes:

Q,(P, s)=[ ay (P, 5) By dT"

o I
‘ (VL4)

Uy, (P, s)=J u (P, 5) Wy, dI’
l**

-

con log que la ecuacion (V1. 1) puede escribirse en la forma:

i=n ; -
fu )= = (U;(P,5) g — QP, u}u}}+[ by, uy (P, 5) dS2

« 1
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La integral que figura en el segundo miembro de la ecuacion anterior puede evaluarse,
bien por integracion directa, bien numéricamente. Habitualmente, por andlogas razones a
las expuestas con anterioridad, suele recurrirse a este Gltimo procedimiento, recurriendo,
para ello, a discretizar internamente el dominio en “m” elementos. Estos elementos inte-
rores sblo intervienen en el proceso de evaluacibn numérica de dichas integrales y no
tienen el cardcter de *“‘elementos elisticos” propiamente dichos, como sucede, por ejemplo,
en el método de los clementos finitos. De una u otra forma, obtenemos los siguientes
coeficientes:

B(P, s)=[ b, ui;(P.s)dﬂ='E:":f by up (P, 5) mnf T by ui (P, 5) 40
Fy

o/ rliﬂ* .

que permiten expresar la ecuacion (VI 1) como:
i=n
B U,(F)'—" IEI (Uij(Pm 5) Cl; - Q]J{Ps 5) U;) + B(P, 5) (VL3)

Si particularizamos la expresion (VL.5) para los “nodos”, obtenemos un sistema de
“an’ ecuaciones con “an’ incognitas (donde @« es el producto del nimero de nodos de
cada elemento por el nimero de grados de libertad de cada nodo) que puede expresarse

en la forma:
. IBE L r
ﬁu! =]?l (C'ij qi - "{u u,) + B!I (Vl'ﬁ)
donde:
G” = Uu(l’, Ei)
Ay = Qyr 9 (VL)
B, = B(rs)

Las ecuaciones (VI.6) pueden escribirse abreviadamente, siguiendo la notacion matri-
cial, en la forma:

CU+HU=GP+B (VL8)

donde:

. C: matriz diagonal cuyos coeficientes valen 5”12

— U: vector, o matriz columna, formado por las componentes de los desplazamientos
en los nodos.

A . )
_ H: matriz cuadrada cuyos elementos son los coeficientes Htl
. (3: matriz cuadrada cuyos elementos son los coeficientes Gi.l

' T
_ B: vector o matriz columna, cuy os elementos son los coeficientes By.
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La ecuacion (VL.8) equivale a:
HU=GP+B (V1L9)

siendo H una matriz cuadrada cuyos términos son:

3 1

Obsérvese que no es preciso obtener directamente los valores de los términos diagona-
les de la matriz C (1/2 para los puntos situados en contomos suficientemente lisos), puesto
que no hemos utilizado las condiciones generales de equilibrio del conjunto, que, como sa-
bemos, equivalen a imponer que no se producen variaciones tensionales en el medio elistico
cuando éste se ve sometido a movimientos rigidos. Asi, si suponemos un movimiento unidad
en todos los nodos del conjunto, la ecuacién (V1.9) se escribe en la forma:

HI=0 (VL.11)
donde I es el vector cuyas componentes valen todas uno. De la ecuacion (VL. 11) resulta
inmediato: s

i

De una u otra forma, la ecuacion final (V1.9) constituye un conjunto de “arn’ ecua-
ciones lineales con “an” incognitas, cuya resolucion proporciona las incégnitas necesaria
para que puedan determinarse los estados de tensién y de deformacién en todo el dominio
elastico.

VL4. Solucion de la ecuacion de contorno

Como vimos en (VL1), en general, se conocen los valores de las componentes de las
fuerzas superficiales en cierta parte del contorno (I'; ), mientras que los desplazamientos vie-
nen prefijados en otra parte del mismo (I"; ), verificindose que:

=1+ (VL13)

Sea p=wan el nimero total de ecuaciones del sistema (VL.9). Denominemos p, al ni-
mero total de componentes conocidas de las fuerzas superficiales (nodos pertenecientes al
subconjunto I'y) y py al nimero total de componentes conocidas de los desplazamientos
en los nodos (nodos pertenecientes al subconjunto I'y). Teniendo en cuenta (VI1.13) se debe
verificar:

P=p1t+p, (VL.14)
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con lo que resulta que el sistema (V1.9) posee tantas ecuaciones como incognitas. Podemos,
por tanto, escribir dicha ecuacion en la forma:

A X=F (VL15)

giendo:

— A: matriz cuadrada obtenida a partir de los coeficientes de las p incognitas del
sistema (VL.9).

— X: vector compuesto por p; componentes de desplazamientos y p; componentes
de fuerzas superficiales.

— F: vector cuyas p componentes son conocidas.

La resolucion del sistema de ecuaciones (V1.15) por cualquiera de las técnicas habitua-
les de chilculo matricial proporciona las p incognitas buscadas:

— p; componentes de desplazamientos (nodos del subconjunto I’y )
— py componentes de fuerzas superficiales (nodos del subconjunto I'; ).

En general, la matriz A no es siméirica, lo que diferencia a este método de otros
habituales en anilisis eldstico,

Una vez determinadas las componentes nodales, las ecuaciones (VI.2), unidas a las
(II1,12) vy (IIL.16) resuelven totalmente el problema elistico en los puntos interiores al
dominio £2.

V1. 5. Extension del método a los contornos no lisos

Como vimos en el capitulo III, la deduccion de la ecuacion (VI.1), base del plantea-
miento matricial anterior, quedaba condicionada en el contorno a que éste fuese “suficiente-
mente liso”, no resultando vilida en caso contrario, En la prictica, en la mayor parte de log
casos puede asimilarse el contorno, o contornos, del dominio elastico a un conjunto de ele-
mentos lisos que lo reproduzcan con suficiente aproximacion, siendo, por tanto, aplica-
ble sin modificacion el procedimiento de cilculo anteriormente descrito, No obstante, en
ciertos casos particulares, resulta necesario tomar en consideracion las posibles discontinui-
dades del contorno. Tal es el caso, por ¢jemplo, en que se trate de analizar el estado tensional
en un cilindro, donde los puntos situados en el perimetro de las bases tienen distinto plano
tangente, segin se les considere como pertenecientes a las bases o a la superficie lateral del
cilindre, a uno u otro lado de los mismos. En estos casos, la aplicacion del método anterior-
mente expuesto conduce a discontinuidades en dichos nodos, que resultan incompatibles con
las condiciones generales de deformacion y de solicitacion admitidas en el cileulo eldstico.

Para obviar este inconveniente hay que introducir determinadas condiciones suplemen-
tarias, que garanticen la continuidad de la solucibn en dichos puntos del contorno. La forma
mas simple de hacerlo, aunque ello incremente el nimero de ecuaciones del sistema
(VI.15), es la introduccion de “nodos miltiples” (ver referencia bibliogrifica n® 5), en-
tendiendo por tales a aquéllos que se sitian junto a los nodos tedricos y que se suponen per-
tenecen, independientemente, a cada uno de los elementos de contorno que alli concurren.
Procediendo de esta forma, se incluyen en el sistema (V1.9) las ecuaciones correspondientes
a cada uno de los nodos en que se desdobla el “‘nodo maltiple”, con lo que se incrementa el
niimero de incognitas. Sin embargo, también podemos aumentar ¢l nimero de ecuaciones
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para consegulr un sistema completo, puesto que los nodos que concurren en ¢l mismo “‘no-
do multiple” han de verificar:

a) La igualdad de desplazamientos.
b) La compatibilidad de deformaciones.
¢) La compatibilidad tensional.

Este grupo de condiciones colabora al conjunto siempre con el suficiente nimero de
ecuaciones auxiliares como para que ¢l sistema sea completo, La utilizacion de unas u otras
de las condiciones a), b) o ¢) depende de la naturaleza del problema de contorno considera-
do (nodo perteneciente al subconjunto I'; o al subconjunto I'y ).

VL6. Aplicaciones pricticas

No vamos a exponer aqui resultados correspondientes a la aplicacion prictica del mé-
todo, puesto que rebasariamos con mucho el cometido del presente trabajo, No obstante,
y remitiéndonos a las referencias bibliogrificas n® 3y n® 5, podemos afirmar que la aproxi-
macion de resultados conseguida con el presente método es mis que satisfactoria, rebasando
incluso, en determinados problemas, a la conseguida con el método de los elementos finitos.

VII COROLARIO

VIL 1. Introduccion

A la vista de lo expuesto en anteriores capitulos, podemos afirmar que la solucion ge-
neral del problema elastico en un dominio genérico queda definida en cuanto se conozea:
una “‘solucion fundamental”, relativa al problema elistico sobre un dominio “exterior” al
considerado, y la solucion particular de contorno correspondiente al propio dominio en
cuestion, Dicha conclusion, general para los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales,
s¢ ha obtenido aqui directamente por aplicacion sistemitica del TEOREMA DE RECIPRO-
CIDAD a la determinacion de desplazamientos genéricos en el medio eldstico, coincidiendo
los resultados obtenidos con los que se derivan de la integracion de las ecuaciones de equili-
brio interno mediante las formulas de Green (método directo convencional), Procediendo
de esta forma, creemos haber acercado mis al lector a la significacion fisica del problema
planteado, huyendo, a su vez, de la complejidad inherente al planteamiento puramente
matematico del problema.

En cuanto a la “solucion fundamental”, hemos visto que, para los problemas de carfe-
ter tridimensional, podemos utilizar la solucién dada por Lord Kelvin para ¢l estado tensio-
nal del medio eldstico indefinido solicitado internamente por una carga unitaria de direceién
arbitraria,
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VIL2. Comparacion con el método de los elementos finitos

Si tratamos de comparar el METODO DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNO con el
METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS, encontramos como mis destacables los siguien-

tes aspectos:
a) La discretizacion del MLE.C, sélo se extiende al contomno, mientras que en el
M.E. F. abarca a todo el dominio elistico,

b) Los elementos resultantes de la aplicacion del M.E.C. tienen una dimension menos
que los correspondientes de la aplicacion del M.E.F.

¢) Los puntos nodales considerados en el M.E.C. no tienen necesariamente que estar
situados en lag zonas (vértices o aristas) de interconexion entre elementos, como ocurre en
el M.E.F.

d) Las soluciones fundamentales consideradas en el M.E.C, se caracterizan por verifi-
car, en el interior del dominio elistico, las ecuaciones de equilibrio interno, mientras que las
funciones de forma aplicables al M.E.F. satisfacen, todas o en parte, las condiciones de con-
torno,

e) Con el M.E.C. pueden analizarse dominios indefinidos con contornos situados en el
infinito, lo que no puede hacerse con el M.E.F., a no ser que se reduzca el “dominio real” y
ge asimile mediante un “dominio ficticio” de dimensiones finitas.

f) En general, la aplicacion del M.E.C. conduce a una reduccion considerable del name-
ro de ecuaciones a resolver, frente a las necesarias con ¢l M.E.F., lo que loégicamente reper
cute en una mayor “economia” de explotacion,

g) En general, con el M.E.C. se necesitan menos “datos” para definir ¢l problema a
analizar que con el M.E.F,, considerando el problema desde la perspectiva de su resolucion
mediante programas de ordenador.

h) La aproximacién de resultados conseguida con el M.E.C. es, en general, superior a la
proporcionada con el M.E.F., pues, si bien con este (ltimo se consigue una gran aproxima-
cién en la estimacion de los valores de las variables incognitas iniciales (desplazamientos en
los problemas elasticos) dicha precision se va perdiendo a medida que aumenta el grado de
derivacion de las mismas (caso de las tensiones).

i) En general, las matrices resultantes de la aplicacion del M.E.C. tienen un ancho de
banda superior a las que se derivan de la aplicacion del M.E.F,, lo que hace aconsejable,
en ocasiones, ¢l subdividir el dominio global en varios dominios parciales interconectados
entre si.

VIL 3. Conclusiones finales

Como resumen de cuanto acabamos de exponer, estamos en condiciones de afirmar
que el METODO DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNO presenta multiples ventajas, fren-
te a otros métodos convencionales, de cara a su utilizacion para la resolucion de problemas
caracteristicos del andlisis cldstico. Esto hace suponer que su incorporacion a la priactica
habitual del ejercicio profesional va a efectuarse ripidamente en los proximos afios, susti-
tuyendo o complementando a los métodos tradicionales de anilisis. Al respecto, queremos
destacar que dicha incorporacion no implica necesariamente la caida en desuso de ofras
técnicas convencionales de cilculo, sino, por el contrario, su perfeccionamiento y utiliza-
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cion conjunta. En particular, la aparicion del método de los elementos de contorno ha su-
puesto un complemento de gran importancia para el método de los elementos finitos, ofre-
ciendo entre ambos grandes posibilidades de utilizacién conjunta en determinado tipo de
problemas cuyas caracteristicas singulares aconsejen abordar el andlisis simultineamente por
ambos procedimientos. No entraremos aqui en més detalles sobre el particular, remitiendo
al lector interesado en el planteamiento conjunto del problema elistico con ambos métodos
a las referencias bibliogrificas n® 3 v n® 5.
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1? Parte. Wlétodo de las curvaturas de referencia

1. INTRODUCCION

Fl estudio del comportamiento de estructuras esbeltas de hormigén armado consti-
tuye un problema con grandes complicaciones debido a que se trata de un fendmeno alta-
mente no lineal.

Fxiste por un lado, la no linealidad geométrica debida a la influencia no desprecia-
ble de la deformacién sobre los esfuerzos, Este problema es habitualmente conocido con
el nombre de efecto de sepundo orden,

Existe ademads, la no linealidad fisica debida a la respuesta no lineal del hormigdn ar-
mado. El diagrama momento-curvatura de una seccion de hormigén armado es un diagra-
ma no lineal.

La complejidad es aun mayor debido a que en este tipo de estructuras es necesario
comprobar dos estados limites altimos: el estado limite dltimo de agotamiento, que se
produce cuando la estrugtura deformada aleanza un estado de equilibrio estable con de-
formaciones que constituyen un estado de agotamiento en la seccién critica, vy el estado
limife ltimo de inestabilidad, que se produce cuando la estructura deformada alcanza
un estado de equilibrio inestable sin que en ninguna seccion se produzca un estado de
deformacidn de agotamiento.

Las consecuencias inmediatas de las particularidades comentadas, respecto al and-
lisis v dimensionamiento de este tipo de estructuras, pueden sinterizarse de la siguiente
forma:

l.No es posible realizar el andlisis de esfuerzos y el dimensionamiento de secciones
en forma independiente, tal como se hace corrientemente,
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Para conocer los esfuerzos teniendo en cuenta la deformacién de la estructura es
necesario evaluar esta deformacién utilizando los diagramas momento-curvatura
de las distintas secciones.

El diagrama momento-curvatura de una seccién de hormigén armado depende de la
forma de la seccidn, cuantia y distribucion de armaduras, caracteristicas de los ma-
teriales constitutivos y axil actuante.

2. No se cumple el principio de superposicion. La estructura se debe comprobar para
cada hipétesis de carga independiente.

3. Es necesario comprobar dos estados Ifmites altimos: el de agotamiento, que depende
de las deformaciones de la seccion, y el de inestabilidad, que depende de la deforma-
cién de la estructura.

En la actualidad existen dos procedimientos disponibles para el andlisis de este tipo de
estructuras:

[ - Comprobacion global medfmrrg cileulo no lineal

Este procedimiento sdlo permite la comprobacion de estructuras esbeltas de hormigdn
armado, Para su utilizacién es necesario partir de un predimensionamiento tanto de las di-
mensiones geométricas como de la cuantfa y distribucion de armadura de cada seccion.

La comprobacién constituye un proceso iterativo hasta encontrar el estado deforma-
do compatible v equilibrado, utilizando los diagramas momento-curvatura de cada seccién
que representan la respucsta de la misma para cada estado de solicitacion,

Un procedimiento de este tipo implica necesariamente la utilizacién de grandes orde-
nadores. Por otra parte es necesario tener en cuenta que la Gnica informacién que se oblie-
ne se refiere a la respuesta de la estructura frente a cada hipotesis de carga. Un anidlisis de
este tipo no permite conocer directamente el grado de sobredimensionamiento que pudiera

cxiatir,

Il - Soporte equivalente

Constituye ¢l procedimiento simplificado mas difundido v representa una alternativa
posible para el dimensionamiento de este tipo de estructuras,

Este procedimiento propone el anilisis de esfuerzos mediante un cileulo eldstico lineal
de primer orden, y el dimensionamiento de cada elemento esbelto sustituyéndolo por un
soporte equivalente biarticulado de seccién constante,

El soporte equivalente se considera sometido a los esfuerzos obtenidos en el cilculo
eldstico lineal de primer orden, y el efecto sobre el mismo del resto de la estructura se tiene
en cuenta considerando una longitud adecuada para dicho soporte.

Para la obtencion de la longitud del soporte equivalente existen distintas propuestas
aunque las mds difundidas son el estudio de la deformada eldstica de la estructura (1) (2)
o ¢l uso de nomogramas (3) (4).

El estado actual del andlisis y dimensionamiento del soporte equivalente puede des-
¢ribirse en forma rapida tal como sigue:
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I - Métodos de comprobacion.

Los métodos de comprobacién de soportes equivalentes permiten, con una propuesta
mids simple, la comprobacién mediante cdlculo no lineal de este tipo de estructuras.

La no linealidad mecinica se tiene en cuenta mediante el diagrama momento-curvatura
de la seccion del soporte equivalente,

La no linealidad geométrica se tiene en cuenta en forma simplificada a través de la hi-
pétesis de deformada conocida del soporte. Esta hipdtesis consiste en admitir que la de-
formada del soporte se puede expresar por una funcién conocida, y tiene la ventaja
importante de que permite, en forma mids o menos sencilla, obtener una relacion entre
la deformacion total de la seccién mads solicitada y su curvatura, que s¢ conoce como
directriz geométrica,

Las condiciones de equilibrio y compatibilidad se plantean sélo en la seccién mas soli-
citada v se cumplen simultineamente en los puntos comunes del diagrama momento-
curvatura v la directriz geométrica.

Los métodos de comprobacién para soportes equivalentes mis difundidos son:
a) Método de la Columna Modelo (MCM) (1) (2)

b) Método de la Deformada Senoidal (MDS) (5) (6) (7) (8) (9).

Los métodos de comprobacion propuestos permiten representar con adecuada preci-
sidn el comportamiento de los soportes equivalentes, aunque mantienen los inconve-
nientes indicados para la comprobacion global mediante cdleulo no lineal: no permi-
ten el dimensionamiento y necesitan ¢l uso de ordenadores,

Il = Tablas v dbacos de dimenstonamiento

Mediante la aplicacion de los métodos de comprobacién en forma sistemidtica se pre-
sentan en la bibliografia tablas y abacos de dimensionamiento:

a) Diagramas de interaccidn de soportes esbeltos (1) (10)(11)
b) Tablas de dimensionamiento (1)
¢) Nomogramas (12)

Estos elementos, que constituyen un medio de dimensionamiento directo (permiten
obtener directamente la cuantfa estricta correspondiente al soporte estudiado), no
proponen en sf mismos un medio de dimensionamiento v tienen el inconveniente de
que, debido a la gran cantidad de parimetros que intervienen en el problema, una
coleccidn que tenga en cuenta los parametros mas frecuentes deberfa fener un gran
namero de dbacos o tablas. Por otra parte obligan a interpolaciones para los valores
no considerados que dificultan notablemente su uso, va que suelen ser necesarias
interpolaciones entre distintos grificos o tablas.

Al - Férmulas de dimensionamiento indirecto,

El procedimiento mds frecuentemente empleado son las formulas de dimensiona-
miento indirecto propuestas en las normas de los distintos paises:
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a) Excentricidad o Momento complementario (1) (13) (14) (15)
b) Magnificacién del Momento (4) (10)
¢) Excentricidad ficticia (17) (18).

La filosoffa general de estas férmulas consiste en reducir el problema del soporte
equivalente a un problema de flexién compuesta utilizando como esfuerzos de cileu-
lo los obtenidos en el andlisis de primer orden transformados mediante las distintas
férmulas (excentricidad o momento complementario, coeficiente de magnificacion
del momento, excentricidad ficticia) para tener en cuenta los efectos de la esbeltez.

Estas formulas, muy comodas para el uso cotidiano del proyectista, constituyen sim-
plificaciones mids o menos groseras que conducen a resultados generalmente muy de
lado de la seguridad y en algunos casos a resultados inseguros,

Un andlisis critico del estado actual del andlisis y dimensionamiento de los soportes
equivalentes permite obtener las siguientes conclusiones:

- Los métodos de comprobacién (dado el soporte completamente definido) permiten
representar el comportamiento de los soportes equivalentes con adecuada precision,

[T- No existe en la bibliografia un método de dimensionamiento directo.

II- Las formulas de dimensionamiento indirecto, ampliamente difundidas, constituyen
simplificaciones groseras que conducen el problema a un dimensionamiento en flexion
compuesta (nuevamente diagramas de interaccion o férmulas simplificadas) y dan resul-
tados inseguros o muy del lado de la seguridad,

2 METODO DE LAS CURVATURAS DE REFERENCIA

El Método de las Curvaturas de Referencia (MCR) (19) (20) (21) que se presenta cons-
tituye el resultado de un trabajo de investigacioén planteado con objeto de encontrar un mé-
todo de dimensionamiento directo para soportes equivalentes que resolviese los problemas
que presentan actualmente los procedimicntos existentes,

El objetivo que se persiguid en el transcurso de la investigacion fue encontrar un mé-
todo de dimensionamiento directo que pudiese satisfacer las sipuientes exigencias:

[-  Generalidad: Se intentaba buscar un procedimiento vilido para soportes con seccion
transversal de forma cualquiera v con distintas distribuciones de armadura, asf como
para distintas caracteristicas del hormigdn y el acero.

Il - Precisién: Tal como se ha comentado en el apartado anterior, los métodos existentes
de mejor precision son los métodos de comprobacion, Se intentaba buscar un procedi-
miento que permitiese obtener resultados de precision comparable con los MCM o
MDS.

Il - Representacién del fendmeno fisico: Dada la complejidad del fendmeno tratado es
necesario que lag simplificaciones que se realizan para obtener un procedimiento ope-
rativo permitan siempre dejar claro el fendmeno que se estd analizando, Las férmulas
simplificadas utilizadas por los distintos cddigos para el dimensionamiento de soportes
esbeltos, representan el efecto de la esbeltez como un aumento de momento que siem-
pre conduce al agotamiento de la seccién mds solicitada v no se puede deducir de nin-
guna forma que ¢l dimensionamiento puede ser debido, v frecuentemente lo es, al esta-
do limite tltimo de inestabilidad.
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IV - Facilidad de uso: El método buscado ha de servir para uso cotidiano del proyectista y
por lo tanto deberfa ser de comoda aplicacion.

En log sipuientes apartadosse exponen de forma detallada las distintas hipotesis adop-
tadas y su justificacion, asi como las ideas fundamentales del funcionamiento del método
propuesto.

2.1. No linealidad mecinica. Hipdtesis relativas a los diagramas momentos-curvaturas

Debido al comportamiento no lineal del hormigdn y el acero, asf como al fenémeno
de fisuracidon, no existe proporcionalidad enfre las curvaturas y los momentos para un
axil dado.

Esta no linealidad intrinseca del hormigdén armado debe tenerse adecuadamente en
cuenta, va que resulta imprescindible para la evaluacion correcta de las deformaciones
del soporte.

En el MCR la no linealidad mecinica se tiene en cuenta utilizando el diagrama momen-
to curvatura correspondiente a la seccion del soporte que se analiza.

Para la obtencion de los diagramas momentos-curvaturas se han utilizado las siguientes
hip6tesis, que corresponden a las propuestas en la Instruccion Espafiola y por el CEB:

1- Las secciones normales a la directriz se mantienen planas y normales a ella durante la
deformacion.

Esta hipdtesis, que es generalmente aceptada, es particularmente vilida para el caso de
clementos esbeltos como los que se estudian,

I1- Bajo la accién de las solicitaciones, las armaduras tienen la misma deformacion que el
hormigén que las rodea, Se acepta la existencia de perfecta adherencia entre el hormi-

gon v el acero,

[T+ Se admite que la tensién de la fibra de hormigén corresponde univocamente al valor
de la deformacién en dicha fibra, de acuerdo con el diagrama tension-deformacion
de la figura la,

Para deformaciones de compresion el diagrama adoptado es el pardbola rectdngulo, Es-
te diagrama, propuesto por el C.E.B. para el cileulo de esfuerzos resistentes en agota-
miento, no representa adecuadamente el modulo de elasticidad inicial, y por lo tanto
para pequefias curvaturas puede resultar insatisfactorio. Sin embargo, si se tiene en
cuenta que la seccion mds solicitada presenta un estado de deformacion importante
cuando se produce tanto el estado limite aultimo de agotamiento como el de inestabi-
lidad, y si se considera que el equilibrio y compatibilidad del soporte s6lo se plantean
en esta seccion, los estados en los que las deformaciones son pequefas no suelen in-
fluir en el dimensionamiento. Por esta razén, v dado que utilizar otro tipo de diagra-
ma tension-deformacién para el hormigdén en compresion, que represente adecuada-
mente el modulo de elasticidad inicial, puede plantear complicaciones de cileulo nu-
mérico, se justifica la decision adoptada.

Para deformaciones de traccién se considera siempre tensién nula, esto es, se desprecia
la colaboracidn de la resistencia a traccion del hormigon.
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Fig. 1a, Diagrama tension - deformacion dal hormigon, Fig. 1h. Diagrama tensidn-deformacion def acero,
[V« La deformacién en cualquier armadura se obtiene a partir de la deformacién de la fibra
correspondiente de acuerdo con ¢l diagrama tension-deformacion de la figura 1b,

Solamente se ha considerado acero dureza natural ya que éste ¢s el acero mds frecuen-
temente utilizado. Sin embargo el MCR (Método de las Curvaturas de Referencia) se
puede utilizar para secciones armadas con aceros endurecidos en frio, s6lo que en este
caso el diagrama momento-curvatura debe obtenerse utilizando el diagrama tensién-

deformacion correspondiente,

V- Se admiten como dominios de deformacion del hormigén vy el acero en el estado [fmi-
te ultimo de agotamiento los indicados en la figura 2, En ella se representa el diagrama
de pivotes v los distintos estados de deformacién de agotamiento definidos por las de-
formaciones de la fibra de hormigon mds comprimida y la deformacién de la armadura

mds traccionada,
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Dig. 2. Estados de deformacion de agotamiento,
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Definidas las hipotesis, el diagrama momento-curvatura de una seccién determinada
para un axil dado se obtiene mediante un proceso iterativo a través del cual se resuelve
para cada curvatura el sistema de ecuaciones siguientes:

Xy

n
Nj = [ gelec) b(x) dx + Z a4 (e4) A ec. |
Jo il
*Xn i
M; = ] el b A+ 2 0y (6xi) %1 Ay cc. 2
L
siendo
N; = Axil resistente;
M; = Momento resistente;
o, = Tensién de una fibra genérica de hormigon;
¢, = Deformacién de una fibra genérica de hormign;
o, = Tension de una fibra genérica de acero;
¢, = Deformacién de una fibra genérica de acero;
b(x) = Anchura de la seccién de hormigon a una profundidad x;
x = Profundidad de una fibra genérica de hormigon;
x; = Profundidad de una fibra genérica de acero;
x, = Profundidad del eje neutro.

Para cada curvatura se varia la posicién del eje neutro hasta que la ecuacion 1 de
un axil igual al existente de la seccién., Resolviendo luego la ecuacion 2 con estos valo-
res de curvatura y profundidad del eje neutro se obtiene el momento que con la curvatura
de partida define un punto del diagrama momento-curvatura.

Variando con un incremento adecuado las curvaturas dé la seccion, desde 0 a la curva-
tura de agotamiento correspondiente, se puede definir por puntos el diagrama momento-
curvatura,

A los efectos del MCR se ha utilizado una representacion diferente de los diagramas
momentos curvaturas, conocida como directriz mecdnica, que relaciona las excentricidades
y las curvaturas.

[

En las figuras 3a, 3by 3¢ se muestran las directrices mecdnicas correspondientes a sec-
ciones rectangulares con diferente distribucién de armadura y distintos axiles,

Tal como puede pensarse, la construccion de las directrices mecdnicas (22) constituye
una tarea laboriosa que necesita del uso de un ordenador. Por esta razon, la idea mids signi-
ficativa del MCR es la de utilizar una simplificacion adecuada de la direciriz mecinica que
facilita v permite el dimensionamiento.
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2.2, No linealidad geométrica, Hipétesis de deformada conocida

Se entiende como no linealidad geométrica el efecto producido por las deformaciones
sobre los esfuerzos,

Para conocer el estado real de deformaciones de un soporte es necesario integrar doble-
mente el diagrama de curvaturas reales del mismo y proceder iterativamente hasta encontrar
una deformada que sea compatible v equilibrada.

Una hipdtesis muy difundida, que ha sido adoptada desde las primeras investigaciones
sobre soportes esbeltos, es la de suponer que se conoce la forma que tiene la deformada
del soporte, En otras palabras suponer una distribucion adecuada de curvaturas a lo largo
del elemento, y plantear el equilibrio v la compatibilidad, sélo en una seccion, la seccion
mis solicitada o seceidn critica.

De esta forma es posible obtener una relacién que vincula la excentricidad total y la
curvatura de la seccidn mis solicitada, y que se conoce con el nombre de directriz geo-
métrica.

Utilizar ¢l concepto de directriz geométrica simplifica notablemente el proceso de
cileulo de una deformada compatible y equilibrada para un soporte con unas determina-
das condiciones de carga. Solo se trata de buscar puntos comunes de la directriz geomé-
trica y mecdnica, que representan estados de equilibrio,

Los métodos de comprobacidon para soportes equivalentes siempre utilizan esta hi-
potesis,

En el MCM se considera que el soporte tiene una distribucion de curvaturas de tipo
senoidal.

Definida una distribucién de curvaturas se puede conocer, tal como se ha indicado,
la deformada del soporte que resulta de la doble integral de las curvaturas, Siendo la dis-
tribucidn de curvaturas senoidal su doble integral serd una senoidal.

Evaluando la expresion de la deformada para la seccion critica, se puede obtener la ex-
presion:

S
§ [ I o
gl m m

2
10

ec. 3

siendo:

e~ Excentricidad de segundo orden de la seccion eritica;
Y = Longitud del soporte equivalente ;

I/r= Curvatura de la seccion critica;

10 ~7?

que vincula la excentricidad de segundo orden vy la curvatura de la seccién critica.

_ En este caso, que solo permite analizar soportes con excentricidades de primer orden
iguales en los extremos, se puede expresar la relacion entre la excentricidad total y la curva-
tura de la accién critica como sigue:

0]
et =eo + 95T ec. 4
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siendo:

el — Excentricidad total:

ey = Excentricidad de primer orden.

En general, conocida la longitud de un soporte equivalente y la excentricidad de primer
orden es posible obtener su directriz geométrica correspondiente. Definida la forma, dimen-
siones, cuantia v distribucion de armaduras de la seccion transversal v las caracteristicas de
los materiales que la constituyen, y con el axil correspondiente, se puede ademis obtener

su directriz mecdnica.

La comprobacién consiste en estudiar ambas directrices y averiguar si existen puntos
de interseccidn entre ambas. Cualquier punto de interseccion representa un estado de equi-

librio del soporte.

En la figura 4 se muestra grificamente el MCM para un soporte genérico, Como puede
observarse, la directriz geoméirica (e, /e; = 1) corta a la directriz mecdnica en dos puntos.

&ih
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Fig. 4, No linealidad geomdtrica, Hipdtesis de distribucion de eurvaturas senoidal MCM,

El primero representa un estado de equilibrio estable, va que para pequefas variacio-
nes de curvatura el soporte siempre restablecerd su equilibrio para la curvatura correspon-
diente a la interseccion, El segundo representa un estado de equilibrio inestable, ya que
cualquier aumento de curvatura conduce irremediablemente a incrementos mayores de los
esfuerzos solicitantes (directriz geométrica) que los resistentes (directriz mecanica).

Si bien la hipotesis de distribucion de curvaturas senoidal adoptada por el MCM condu-
ce a resultados de suficiente precision, y da lugar a una expresion sencilla de la directriz geo-
métrica, tiene el inconveniente de no ser directamenie aplicable al caso de soportes con ex-
centricidades desiguales en las articulaciones.

Para la solucidén de este problema el MCM propone una simplificacidn, que consiste
en admitir que el comportamiento de un soporte con excentricidades desiguales en las
articulaciones puede asimilarse al comportamiento del mismo soporte con una excentri-
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cidad equivalente constante en su longitud y cuyo valor estd definido por la siguiente

expresion:
et}g."l =U.6 53 +D|‘4 |3'| eC. 5
siendo:
'#M“ = Execentricidad equivalente;

ey . Lamayor, en valor absoluto, de las excentricidades de primer orden en los extre-
mos del soporte;
La menor, en valor absoluto, de las excentricidades de primer orden en los ex-

tremos del soporte.

€

La directriz geométrica as{ definida resulta del tipo de la dibujada en la figura 4, indi-
cada cone, /e, # 1,

Como puede verse, la directriz geométrica de soportes con excentricidades distintas en
las articulaciones se compone de dos tramos rectos, El primero, horizontal, representa el
rango de curvaturas para el que la excentricidad mdxima sigue siendo la mdxima de primer
orden. En este tramo existen excentricidades de segundo orden en las secciones interiores
del soporte, pero la suma de éstas y las de primer orden correspondientes no supera la ma-
xima de la articulacion. La seccidon critica es la seccién de la articulacion con mayor excen-
tricidad de primer orden. El segundo tramo, inclinado, representa estados de deformacion
para los que la seccidn critica es interior al soporte.

Una hipdtesis mds adecuada, especialmente porque tiene en cuenta el caso de sopor-
tes con excentricidades desiguales en las articulaciones, es la que propone el MDS,

En este método se supone que las excentricidades totales siguen una ley senoidal con
valores predeterminados de las excentricidades en las articulaciones. Esta hipotesis da lu-
gar a una expresion indirecta de la directriz geométrica, puesto que es explicita en curva-
turas, v sin duda mds complicada que en el caso anterior:

2
1 _e €3 €
== 53 arc cos —y arc cos - ec, 6
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Fig. 5. No linealidad geométrica, Hipdtesis de disribucion senoidal de excentricidades totales MDS,
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En la figura 5 se presenta grificamente el MDS, Para el caso de ¢, /e, = 1 la directriz
geométrica estd constituida por una curva mondtona creciente parecida a la recta del MCM.
Para cxcentricidades desiguales la directriz geométrica tiene dos tramos, uno horizontal
hasta la curvatura 1/r* con idéntico significado que en el caso anterior v otro constituido
por una curva monotona ereciente.

El MCR propuesto utiliza la hipdtesis de deformada conocida, es decir, la idea de la
directriz geométrica. Ha sido presentado utilizando las dos hipétesis explicadas, del MCM
y MDS, pero es compatible con cualquier otra directriz geoméirica. En este sentido los
autores piensan que el tema de la directriz geométrica es un campo donde todavia se pueden
hacer interesantes aportaciones tendentes a dar mayor generalidad y precision al estudio de
los soportes esbeltos,

2.3, Estados limites altimos

Tal como se ha indicado en la introduccién, los soportes esbeltos de hormigén armado
pueden dar origen a dos estados limites altimos: de inestabilidad vy de agotamiento de la
seceidn eritica.

El estado limite ultuno de agotamiento de la seccién critica se produce cuando el so-
porte alcanza un estado de equilibrio estable con deformaciones de tal magnitud que los
esfuerzos #n la seccion critica son los de agotamiento de la seccidn,

La [igura 6a muestra graficamente el caso de un soporte que alcanza este estado Ifmite
tltimeo, segun la representacién del MCM. Como puede verse se produce un estado de
equilibrio estable, va que existe un punto de interseccion entre la directriz geométrica y
la mecdnica que coincide justamente con el dltimo punto de la directriz mecdnica que re-
presenta el agotamiento de la seccidn,

La seccidon critica habrd sufrido una deformacidon de segundo orden de magnitud
igual a la diferencia de ordenadas entre la ordenada al origen de la directriz geométrica,
que representa la excentricidad inicial, y la ordenada del punto de interseccion de ambas
directrices.

El estado Iimite altimo de inestabilidad se produce cuando el soporte alcanza un esta-
do de equilibrio inestable.

En la figura 6b se muesira el caso de un soporte que alcanza este estado limite altimo,
utilizande también el MCM, Tal como se explicard, se produce un estado de equilibrio
inestable cuando la directriz mecdnica y geométrica son tangentes en un punto,

La curvatura correspondiente al punto de tangencia es una curvatura inferior a la de
agotamiento,

Existe finalmente una situacion de transicion en la que el soporte alcanza ambos
estados limites Gltimos al mismo tiempo. Siguiendo con la representacion del MCM, este
caso corresponderfa a un soporte para el que la directriz mecinica y geométrica son tangen-
tes en el Gltimo punto de la directriz mecinica.,

Como puede comprenderse, debido a la existencia de los estados limites ultimos
explicados, no resulta facil establecer un método preciso que permita resolver el problema
del dimensionamiento de soportes equivalentes con un modelo que representa Unicamente
el estado limite Gltimo de agotamiento.

GO
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2.4, Método de las Curvaturas de Referencia

El planteamiento del problema del dimensionamiento de un soporte equivalente
puede resumirse como sigue:

- El proyectista dispone de los siguientes datos:

- 1: = Longitud del soporte equivalente;
e,, e, — Excentricidades de primer orden en las articulaciones;
N: Axil,

I1- El proyectista debe elegir, segtin criterios arquitectonicos, constructivos, etc.:

~ Forma y dimensiones de la seccion transversal;

— Distribucion de armadura;

— f,q. foq: resistencias de cilculo del hormigon y del acero.

11 - El problema de dimensionamiento estricto consiste en obtener la cuantfa de armadura
minima de la seccidén transversal, para la que el soporte alcanza un estado limite 0l-
timo,

Conocidas las excentricidades de las articulaciones ¢, e, y la longitud al soporte equi-
valente, vy utilizando la hipdtesis de deformada conocida, es posible definir la directriz geo-
métrica del soporte a dimensionar.

Sk por otro lado se conoce el axil y la forma, dimensiones, distribucién de armaduras y
caracteristicas de los materiales de la seccion transversal, es posible definir para distintas
cuantfas de armadura directrices mecdnicas que representan el comportamiento resistente
de la seccidn a dimensionar.,

Finalmente la cuantia correspondiente a la directriz mecdnica que con la geométrica
defina un estado limite Gltimo (apartado 2.3) serd la cuantia estricta de dimensionamiento,
correspondiente al soporte analizado,

Se considera en primer lugar el caso de soportes que alcanzan el estado limite Gltimo
de agotamiento de la seccién critica utilizando, por ejemplo, la hipotesis de distribucion
senoidal de curvaturas del MCM, figura 7.
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En este caso la armadura de dimensionamiento estricto serd la que corresponda a la
directriz mecdnica que se intersecta con la directriz geométrica en el altimo punto de la
directriz mecdnica,

Para cualquier cuantia superior a la minima, el soporte tendrd un estado de equilibrio
estable, ya que la directriz geoméirica tendrd por lo menos un punto de interseccién con la
mecinica correspondiente, y en estos casos no se habrd alcanzado el estado Ifmite altimo.

Si se representan en un diagrama « — h/r los puntos del equilibrio correspondientes a
las distintas cuantfas, tal como se muestra en la parte inferior de la figura 7, se obtiene una
curva mondtona descendente.

La curva w — h/r representa estados de equilibrio estable para todas las cuantias y un
estado de equilibrio estable y agotamiento de la seccién en el Gltimo punto correspondiente
a la cuantia minima,

Si se conociese a priori que el soporte rompe por agotamiento de la seccion critica
s¢ habria obtenido la minima cuantfa de dimensionamiento utilizando en vez de las direc-
trices mecinicas completas, de laboriosa obtencion, los dltimos puntos de las mismas para
distintas cuantias. Esta curva, llamada curva de curvaturas de referencia de agotamienlto,
estd formada por dos ultimos puntos de las directrices mecdnicas, y representa la relacion
entre la excentricidad y la curvatura (e/h — h/r) para un axil (¢) y diferentes cuantias (w).

La interseccion de la directriz geométrica y la curva de curvaturas de referencia de
agotamiento, graduada en cuantias, da directamente la cuantia de dimensionamiento es-
tricto. En el caso de soportes cortos (A = 0) la directriz geométrica se transforma en una
recta horizontal v la cuantia correspondiente a su interseccion con la curva de curvaturas
de referencia de agotamiento corresponde a un dimensionamiento estricto de la seccion,
igual al que se obtendrfa utilizando los diagramas de interaccion de secciones,

En definitiva, la curva de curvaturas de referencia de agotamiento permite el dimen-
sionamiento estricto de soportes que alcanzan el estado Iimite dltimo de agotamiento con
la misma precision que los métodos de comprobaciéon (MCM o MDS) para el caso de sopor-
tes esbeltos y que los diagramas de interaccion de secciones para soportes cortos,

Para soportes en los que se alcanza el estado limite ultimo de inestabilidad, figura 8,
la cuantia estricta de dimensionamiento es la que corresponde a la directriz mecinica que
es tangente a la geométrica en un punto de la directriz mecdnica a la izquierda del que
representa el agotamiento de la seccion,

La curva w — h/r en este caso es una curva que presenta un minimo relativo que
corresponde a la cuantia cstricta, con un tramo descendente para curvaturas inferiores
a la de tangencia y otro ascendente para curvaturas mayores que la de tangencia. La rama
descendente representa estados de equilibrio estable v la rama ascendente estados de equi-
librio inestable.

En principio el punto de la directriz mecdnica para el que se produce la inestabilidad
puede ser cualquicra excepto el que representa el agotamiento de la seccion, ya considerado.,

Un detallado estudio sobre las directrices mecidnicas y sobre roturas de sopories esbel-
tos por inestabilidad ha permitido obtener las siguientes conclusiones:

1- En las directrices mecdnicas correspondientes a esfuerzos axiles bajos (v = —0.4) el
punto correspondiente a la curvatura para la que se produce la deformacién del limite
eldstico del acero en la armadura mids traccionada constituye un punto critico en el que
se observa un repentino cambio de pendiente de la directriz mecdnica (punto 2 de la
figura 3).
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11 - En las directrices mecdnicas correspondientes a esfuerzos axiles elevados (¢ = —0,4)
¢l punto correspondiente a la curvatura para la que se produce la deformacion del If-
mite elistico del acero en la armadura mds comprimida constituye un punto critico
en el que se observa también un cambio brusco de pendiente en la directriz mecinica
(punto 3 de la figura 3).

Il - En la mayor parte de los casos el estado limite Gltimo de inestabilidad corresponde
a uno de estos puntos.

IV - Las curvas w — h/r tienen un minimo relativo que corresponde a la cuantia de dise-
fio y presentan una extensa zona plana en el entorno de este punto. Por este motivo,
gi el estado Iimite altimo de inestabilidad se produce en otro punto distinto de los
puntos criticos indicados en [ y II, el error que se comete en la evaluacion de la cuan-
tfia estricta es pequefio y siempre del lado de la sepuridad.

Consecuentemente es posible definir una curva de curvaturas de referencia de inesta-
bilidad para el dimensionamiento de soportes que alcanzan este estado limite altimo. Esta
curva estd formada por los puntos eriticos indicados en [ y II de las directrices mecinicas,
segtn la magnitud del axil considerado, y representa la relacién entre la excentricidad y la
probable curvatura de inestabilidad (e/h — h/r) para un valor de axil (v) y diferentes cuan-
tias (),

La interseccion de este curva con la directriz da directamente la cuantia estricta de
disefio para soportes que rompen por inestabilidad, o por lo menos, una estimacion de
suficiente precision v siempre del lado de la seguridad.

Finalmente, el MCR propuesto puede resumirse como sigue:

I - ElI MCR utiliza la idea de directriz geométrica, es decir, la hipétesis de deformada co-
nocida, y es compatible tanto con la propuesta en el MCM como en el MDS,

11 - Propone la sustitucion de las directrices mecdnicas, de laboriosa obtencion, por las
llamadas curvas de Curvaturas de Referencia de Agotamiento e Inestabilidad, vincu-
ladas a los estados limites Gltimos de agotamiento de la seccion critica y de inesta-
bilidad , respectivamente,

III = El dimensionamiento estricto de la armadura de un soporte congiste en leer lag cuan-
tfas correspondientes a la interseccién de su directriz geométrica con las curvas de
Curvaturas de Referencia de Inestabilidad y Agotamiento, y tomar como cuantia es-
tricta la menor de las obtenidas (figura 9).

2.5. Efecto de las cargas permanentes. Fluencia

Las cargas permanentes producen efectos importanies sobre ¢l comportamiento de
los soportes esbeltos: en general, provocan un aumento de la deformacién debido a la
fluencia del hormigdén bajo carga, y en el caso de soportes muy esbeltos pueden provocar
una rotura por inestabilidad debida a fluencia,

Existen en la bibliograffa (1) dos procedimientos para tener en cuenta el efecto de
las cargas permanentes en ¢l caso de soportes equivalentes:

1- Procedimiento no lineal: Este procedimiento, puesto a punto para los métodos de
comprobacién, consiste en considerar una directriz mecdnica que tenga en cuenta el
efecto del aumento de deformaciones debido a fluencia. Para ello se construye la direc-
triz mecdnica utilizando como diagrama tensién deformacion el correspondiente a car-
ga instantdnea con una transformacion homotética en deformaciones a través de un
coeficiente de fluencia,

G5
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I1 - Procedimiento lineal: Este procedimiento consiste en considerar que el efecto de las
cargas permanentes se traduce en un aumento de la excentricidad de la seccidn eritica,

Utilizando un modelo de fluencia lineal y seceion homogénea se puede evaluar este
aumento de excentricidad, considerandolo como parte de la excentricidad de primer
orden.

Si bien ¢l MCR propuesto se ha presentado sin discriminar el tipo de axil a considerar,
es perfectamente compatible con ambos procedimientos,

Utilizando el procedimiento no lineal, para cada axil deberian calcularse las curvas de
Curvaturas de Referencia a partir de directrices mecinicas obtenidas con un coeficiente de
fluencia adecuado,

Utilizando el procedimiento lineal s6lo debe evaluarse la excentricidad debida a fluen-
cia considerando las caracteristicas del axil existente v {omando como excentricidad de
primer orden para la definicién de la directriz geoméirica, la suma de la excentricidad de
primer orden real mds la excentricidad debida a fluencia calculada,

3. CONCLUSIONES

[- El MCR presentado constituye un método de dimensionamiento directo general, ya
que permite la obtencién directamente de la cuantia, tanto para sopories cortos como
para soportes esbeltos de forma continua.

Para el caso de soportes cortos permite oblener igual precision que la que dan los
diagramas de interaccion de secciones,

Para soportes esbelios que alcanzan el estado limite ultimo de agotamiento de la
seccion erftica, la precision es igual que la de los métodos de comprobacion MCM y
MDS,

Para soportes esbeltos que alcanzan el estado |imite tltimo de inestabilidad, los resul-
tados coinciden con los de los MCM y MDS o resultan ligeramente del lado de la se-
guridad.

I1- El MCR permite representar adecuadamente el fendmeno fisico de soportes esbelios

va que se tienen en cuenta separadamente los estados limites ultimos de inestabilidad
y de agotamiento de la seccidn critica.

Il - Respecto a su utilizacién, el MCR ha sido implementado mediante Abacos de Dimen-
sionamiento y Férmulas de Dimensionamiento, que se describen en las partes segunda
y tercera de este articulo. Asimismo puede utilizarse comodamente con ordenador, ya
que constituye un algoritmo directo.
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SUMARIO:
Palabras clave: Tolerancias; normativa; calidad; control; elementos; industrializacién.

El trabajo pretende exponer la panordmica internacional respecto de los criterios sobre
tolerancias dimensionales de los elementos y/o componentes constructivos, Para ello se ana-
liza la normativa propuesta por algunas instituciones: [SO, CEB y PCI asi como normas y re-
comendaciones de tipo nacional: Alemania, Suecia, Unién Soviética, Polonia y Holanda.

Mediante un tratamiento grifico de los datos recopilados, se ponen en evidencia los
principales puntos de concurrencia y se concluye con unas orientaciones a modo de conclu-
siones,

INTRODUCCION

El tema de las tolerancias dimensionales presenta un doble aspecto: tedrico y practico.
El tratamiento tedrico es similar al de cualquier sector productivo industrial en que se em-
plea. Se trata de un problema de estadfstica aplicada, y de condiciones de fabricacién y
montaje de los que hay excelente bibliografia (1).

Ante el enfoque de este “Primer Simposio™ (*) hemos optado por tratar el tema desde
el punto de vista de la normativa préctica internacional, de cuyo andlisis comparativo pue-
den obtenerse importantes conclusiones en la perspectiva del segundo de los objetivos del
Simposio:

_ “Confrontar el avance de la Normalizacién Técnica en el sector de la Construccion y

formular recomendaciones para incentivar su desarrollo™.

Ha de distinguirse claramente que una cosa son las tolerancias de elementos aislados y
otra distinta el problema que se plantea al considerar dichos elementos formando parte de
un conjunto que a su vez tiene unas tolerancias iguales o distintas entre sf.

* Este trabajo fue presentado al “Simposio Iberoamericano de Control de la Calidad en la Construceion”, ce-
lebrado en Bogotd (Colombia) del 2 al 5 de diciembre de 1980,
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El concepto de tolerancia tiene un significado “legal™ en el sentido de diferencia entre
la mayor y la menor de las medidas permisibles. En el fondo del tema subyace un condicio-
namiento econémico, ya que el conseguir un nivel u otro de calidad, dentro de ciertos |{mi-
tes, es basicamente un problema de costes.

A tftulo de ejemplo prictico, y basindonos en log criterios de la norma “*Fachadas Pre-
fabricadas de Paneles™ de las Normas Tecnol6gicas de la Edificacion (2), puede comprobarse
(tabla 1) que para una tolerancia de la distancia entre ejes de juntas verticales de & 3 mm
(para A = 2,000 mm) resultan, de acuerdo con el resto de los factores, juntas verticales de 6
mm de ancho minimeo (valor E) v de 12 mm. de ancho bdsico (valor (), Si la tolerancia,
manteniendo el resto de las condiciones, varfa de + 3 mm a+ 7 mm y —5 mm, el ancho
minimo de la junta seguiria siendo 6 mm pero el ancho bédsico pasarfa de 12 mm a 20 mm,
lo que supone entre otras consecuencias un 66,6 por 100 de aumento de material sellante,
caso de que fuesen selladas, o de disponer de una solucion adecuada caso de que fuesen
abiertas.

El fijar una serie de tolerancias concretas debe ser resultado de un cierto pacto entre
promotores, constructores y fabricantes de elementos que puede ser propiciado por la Admi-
nistracion en funcién de las caracteristicas especificas de cada caso.

CRITERIOS DEL COMITE EUROPEO DEL HORMIGON (C.EB.) Y DEL PRECAST
CONCRETE INSTITUTE (P.C.1.)

El objetivo bésico de la norma CEB (3) es la ejecucién de estructuras mediante la unién
de grandes paneles, para lo cual admite como tolerancia en centimetros sobre las grandes di-
mensiones o sobre la diagonal de un panel + 1/8 ¥ 4 ; siendo “d” la longitud de que se trate,
en centimetros, (Véase fig, 1).

Para el caso d;.a espesores de los elementos (h) en centimetros, la tolerancia fijada es
+ 0.5 cmsy - 1/87h ems estando “h” igualmente expresado en centimetros. (Véase fig. 2)

Los efectos de coplancidad entre aristas opuestas deben ser tales que la distancia de un
vértice del rectingulo formado por el paramento de un panel al plano determinado por los
otros tres vértices sea inferior 1/250 de la dimensién pequefia del panel.

La normativa del PCI (4) presenta como tolerancias dimensionales de los elementos en
el desmoldeo “altura y anchura totales medidas en la superficie adyacente al molde en el
momento del vaciado™ las representadas en la figura 1, en dimensiones métricas, equivalente
a incrementos de + 1/16™ en la tolerancia por cada 10 pies de magnitud,

Los espesores de elemento, para cualquier valor, han de estar comprendidos en la zona
de variacion de + 6,3 mm (+ 1/4")y —3.2 mm (— 1/8").

NORMA SOVIETICA SN-I-61

La norma soviética arranca de una filosofia distinta a las anunciadas anteriormente en
las que se desvinculaban tolerancias y tipos de usos. Muy al contratio, el factor fundamental
de la normativa soviética no es la magnitud sino el tipo de uso de los elementos. Por tanto,
las tolerancias se fijan en virtud de resultados estadisticos de mediciones y de eriterios de
uso dictados por la prictica,

En la tabla 2 adjunta (5) se recogen las tolérancias admitidas por esta norma, segn ti-
pos de elementos vy dimensiones fundamentales de los mismos.
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NORMATIVA 1.5.0,

Siguiendo los criterios mantenidos por Volbeda (6), la definicién de cualquier procedi-
miento de tolerancias dimensionales puede caracterizarse por dos rasgos fundamentales: el
“método o ley de formacion™ y la “gradacion™ de niveles de calidad.

La normativa 150, en el campo de las tolerancias dimensionales, presenta una ley de
formacién meridianamente clara al establecer la ecuacién:

i=045 ¥L +0001L

en la que “L™ es la dimensién nominal en milimetros ¢ *i" la tolerancia bdsica expresada en
micras,
Para pasar de las tolerancias bisicas, funcién Gnicamente de *L", a la determinacion de

la gradacidn de niveles o clases de calidad, 18O establece la siguiente relacién:
=

K1
T=+10.T
en la que T es la tolerancia en mm y K el nivel o clase de calidad, De acuerdo con esto, los

valores de las lulerqunciﬂs de un cierto nivel de calidad son iguales a las del nivel precedente
multiplicados por v/ 10.

TABLA 2

Errores dimensionales admisibles de los elementos prefabricados de grandes dimensiones, segin la
norma soviética SN-1-61

Errores admisibles (mm})

TIFO DE ELEMENTO
Gl s Sobre el espesor

Sobre el largo i ot o la altura
de la seccion

Losa de forjado 10 +5 5
Losa de cubierta +10-5 +5-10 5
Panel de muro +10 +5 5

Blogues de cimentacién de edificios de vivienda
y construcciones industriales:

Dimensiones totales t15 +13 10
— Dimensiones de los huecos 15 15 +20
Soportes;
~ Dimensiones totales +10 *5 x5
Entre ln base v la superficie superior de la
ménsula o del capitel —5 -
Viga que soporta un puente grim 10 t5 *5
Viga de alma llena o de celosia hasta 18 m de luz £10 +4 5
Viga de alma llena o de celosfa de mds de 18 m
de luz 20 +5 +5
Viga principal +£10-5 t5 +5
Tramo de escalera 5 t5 t5
Losa meseta de escalera + B85 +5 +5.3
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Bdsicamente, éstos son los cbnceptos generales de los que han arrancado la mayoria de
las normas nacionales que se ocupan del tema tolerancias en el sector construccion. De la
adecuacion a las circunstancias especificas, de la ley de formacion, seleccion de los intérvalos
de “L" y niveles de calidad, depende el éxito de la implantacion de este tipo de normativa y
que cale o no como forma de entendimiento entre proyectistas y productores.

Veremos seguidamente algunas aplicaciones a casos de normativas nacionales, de la filo-
soffa ISO expuesta.

LA NORMA ALEMANA TGL 7255

La norma alemana enfoca el tema de las tolerancias con una amplitud y profundidad
que ha sentado presedente en ¢l planteamiento normativo de diferentes pafses desarrollados.
El criterio basico, en el campo de los elementos prefabricados a base de hormigdn, es el rela-
cionar el valor de la tolerancia con el proceso productivo empleado, y con la magnitud del
parametro bajo control.

La génesis de la norma TGL 7255 parte de una familia de curvas experimentales resul-
tantes de representar en abscisas dimensiones nominales y en ordenadas tolerancias dimen-
sionales como intervalos de variabilidad simétricos respecto a la dimensién nominal (fig. 3).
El niimero de curvas, en el caso concreto de la norma alemana, es de diez, correspondientes
a otros tantos niveles de precision. Posteriormente se establecieron los intervalos dimensio-
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TOLERANCIAS
DIMENSIONALES

Fig. 3
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DIMENSIONES NOMINALES

nales de acuerdo con la prictica cotidiana, quedando fijados los seis siguientes: 0-100 mm;
100-300 mm; 300-200 mm; 200-3.000 mm; 3.000-9,000; > 9,000 mm; con lo que aparecian
de forma inmediata los saltos de tolerancias,

En la tabla 3, se recogen siete niveles de precision de GK3 a GK9 que son los adecuados
para la gama de elementos a base de hormigdn y que en la fig. 4 se representan de forma gri-
fica.

Bisicamente, cada nivel de precisién se corresponde con uno o varios procedimientos
de produccion o, si se quiere, cada proceso productivo ha de buscar el nivel de precisién que
le es mds idéneo. A titulo de ejemplo, el nivel GK3 seria para elementos producidos en mol-
des a base de plisticos reforzados; GK4 + GK5 para moldes rigidos de acero; GK4 + GKé6
moldes de hormigoén; GK5 + GK8 baterfa de moldes de acero de diferentes calidades;
GRS + GK8 moldes metilicos desmontables, y los niveles GK7 + GK8 para elementos pro-
ducidos en moldes de madera ensamblada a base de cufias y/o tornillos.

De la normativa genérica, se deducen tablas especificas de aplicacion donde se concre-
tan en detalle las distintas amplitudes del campo de variacion dimensional, como es el caso
de la tabla 4.

Enlazando con la idea bdsica de que la tolerancia de los elementos prefabricados de
hormigén debfa ser funcion del tipo de molde empleado en su produccién, se ha llevado a
término en Polonia una masiva toma de datos sobre elementos de distintas procedencias y
para diferentes usos (7). La agrupacién (fig.5 ) de las desviaciones respecto a las dimensiones
tedricas, se ha realizado teniendo en cuenta el tipo de produccion de los elementos: en mol-
des de madera (curva A); de madera o metdlicos desmontables (curva B): metilicos (curva C)
o a base de soluciones mixtas o complejas (curva ABC).

En base a los resultados del trabajo polaco mencionado se establecieron seis niveles de
calidad o clases de precisién vy sobre las curvas A, B y C se establecieron los escalones de to-
lerancias que se visualizan en la figura mencionada y cuantifican en la tabla 5.
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TABLA 3

Dimension nominal del

componente en mm. TIPOS DE PRECISION
Desde Hasta GK 3 GK 4 GK 5 GK 6 GK 7 GK 8 GK 9
100 0,5 1 2 3 4 6 10
100 300 1 2 3 4 o 10 16
300 200 2 3 4 6 10 16 25
900 3.000 2 3 5 8 12 20 az
3.000 9,000 3 4 G 10 16 25 40
9.000 3 5 8 12 20 32 50
TOLERANCIA FUNDAMENTAL (6 a) EN MM.
NORMA ALEMANA TGL 7255
450 TOLERANCIA EN mm ok
* 45
+40
4354
GKa
430+
+25-
1204 GKT
/
+ 15
GKé&
+10 4 J 2!
QKD
r . GKA
+ 5. ¥ |
! j |
ig j Pl = GK3
i : '
o 6,10 0.3 09 18 30 60 50 180 240
DIMENSION EN METROS3
Fig. 4.
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TABLA 4
Discrepancias admisibles segiin el tipo o ¢lase de precision

Tolerancias para el intervalo de medidas nominales de

Tipo de Hasta |Mis de |Mis de |Mds de | Mds de |Mds de | Mis de
preci- Aplicable n 25 25 100 250 1.000 |2.500 | 10.000
sibn hasta | hasta | hasta | hasta | hasta

100 250 | 1.000 | 2.500 |10.000

Medidas de anchuras v longitudes | £ 1 15| 2 [ 3 [ 4 | 22| %6

Limites de control 3) para GK 6 05 %1 T2 ¥ 2| 25 *3| 4

Medidas de alturas 1 t 15| £25 £4 | £5 | 8| 8
GK 6

Limites de control 3) para GK 6 t o5 £ 15 L25 £3 T4 L5

Medidas de profundidades +05 +2 [£3 | 5| £6 [£8| 10

Limites de control 3) para GK 6 + 1 t 12 = 2 3 + 4 > 5 6

Medidas de anchuras y longitudes | £ 1,5 £ 2 | £ 3 | £ 5 | £ 3 t H 10
GK 7 |Medidas de alturas + 1,5 £ 25| £ 4 6| 8 10 12

Medidas de profundidades 2 .3 C + 8 10 12 16

10 12 16

LT¥]
H
L]
H
[= ]

Medidas de anchuras y longitudes | £ 2 | &
GK 8  |Medidas de alturas + 25 £ 4 + o6 +10 t12 +16 +20

Medidas de profundidades +3 [ 5 [+£8 | 212 | +16 | 20 | *25

Medidas de anchuras y longitudes | + 3 [ £ 5§ | £ 8 [ £12 | £16 | +£20 | %25
GK 9 |Medidas de alturas + 4 t 6 £10 +16 420 35 +30

Medidas de profundidades + 5 [+ 8 | £12 | £20 | £25 | £30 | %40

Medidas de anchuras y longitudes | + 5 [ &£ 8 | £12 | £20 | 25 | %30 | *40
GK 10 |Medidas de alturas £ 6 | £10 | £16 | £25 | %30 | %40 | %30

Medidas de profundidades + 8 | £12 | 20 | £32 | +40 | 50 | %60
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TABLA &
Tolerancia de fabricacion
Dimension teoriea
A B C
mim mim mm
60 6,8
70 7.4
820 7.8
a0 B2
100 8.7 3.8
150 10,8 54
200 12,6 0,5
250 14,4 T8
300 15,8 8,5
350 17.4 9,2
400 18,6 9.8
500 21,0 11.0 5,8
a0 235 12,4 0,8
700 25,6 13,4 7.7
800 14,3 8.5
900 15,0 9.0
1.000 15.8 9.5
1.500 19,0 11,4
2,000 21,0 12,6
2.500 13.5
3.000 14,2
4,000 15,0
5.000 15,8
6,000 16,2
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EL SISTEMA DE TOLERANCIAS HOLANDES

El sistema holandés es idéntico al ISO para dimensiones inferiores o iguales a 500 mm.
Para dimensiones superiores a 500 mm utiliza como ley de formacién: i = aL + b, en la que
los coeficientes “a” y “b™ estdn basados en un andlisis de los datos de medida.

NORMATIVA HOLANDESA

TOLERANCIA EN mm,

+ 5564 —N—_ el o) . K10
iﬁﬂ- —I\I—- _l:ﬂ: _HI_IETEL K&
+ 45+

+40]

+ 354

+30+ K14

426+

+20-

+16+

K12

+104

1

L
0,1 0,2 0,8 0 20 50 100 160 250 40,0
DIMENSION EN METROS

78 Fig. 8.
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TABLA 6
Tabla de tolerancins

I Valores de k

12 14 16 18

0,1~ 0,2 0.4 10 2,5 6

0,2 —=0,5 0,5 1,4 3,5 9

05-= 1 0,7 1,7 4,5 11

i ], =gy 0,9 2 5 14
& 2 —-= 5 1.3 3 8 20
g 5 —=10 2,5 6 14 5
= 10 —=16 3,5 9 22 55
- 16 — =25 5 13 33 85
25 =40 8 20 50 125

40 12 31 80 200

Un resumen de los valores correspondientes para las clases cualitativas 12, 14, 16 v 18,
que son las empleadas en el sector construccidn, fija para Holanda los valores recogidos en la
tabla 6 y representados en la fig, 6,

ESPECIFICACIONES SUECAS HusAMA 72

Recogiendo la rica experiencia prictica de Suecia en la construceion a base de elemen-
tos de procedencia industrial, el amplio cuerpo normativo sobre coordinacion modular ¥y no
pocos trabajos de investigacion en los que se sustentan las bases tedricas, aparecieron las es-
pecificaciones HusAMA (8) en las que centraremos nuestra atencion,

La caracteristica fundamental de este cuerpo normativo es la de intentar transvasar la
simple enumeracion de valores cuantitativos de tolerancias dimensionales para acercarse a po-
gibilitar un disefio que tenga en cuenta las tolerancias,

No trata de acotar las desviaciones admisibles de elementos en abstracto, sino de par-

tes de un todo constructivo que han de cumplir funciones diferenciadas,

La filosofia de la HusAMA 72 presenta las siguientes singularidades:

a. Recoge la forma de cuantificacion de tolerancias sefialada por la 1SO a base de esca-
lones dimensionales estableciendo (fig. 7) cuatro intervalos de medida de “L*: 0,00 -
180m ;1,80-60m;6,0-18,0m.y siete niveles cualitativos: B, C,...H.

b. Establece HusAMA 72 dos componentes constituyentes de la desviacion final: la to-
lerancia de fabricacién y la de emplazamiento,

¢. Distingue o concreta gamas de tolerancias para cada familia de elementos funciona-
les: muros, pilares, elementos de forjado... y teenologias mds usuales: prefabricacion.
estructuras metdlicas, aparejos tradicionales...

d. Fija hasta cuatro clases diferentes, o niveles de precision, para cada gama de valores.

De lo dicho, puede deducirse que el criterio fundamental en el que se basan las especifi-
caciones suecas es el valor de la magnitud (“L") matizado por el tipo de uso, el tipo de tec-
nologia y una gradacién cualitativa con cuatro posibles niveles.

A titulo de ejemplo, recogemos en las tablas 7 y 8 las tolerancias de fabricacién y del
emplazamiento del elemento funcional “muro™ a base de “hormigén prefabricado™ segiin
cuatro clases cualitativas,
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ESPECIFICACIONES SUECAS HusAMA 72

TOLERANCIA EN mm,

+ 80~ —— H

+ 45

140+

* 354

+30-

26

+20+ - i

+15-

aul ’ ) i

¥ ﬁ_—f—r
o,
(4] 1 1 T T T T T T T
0,10 0,3 0,9 1,8 3,0 &0 90 18,0 24,0
DIMENSION CN METROS

FIG. 7
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TABLA 7

Tolernneins de fabricacion
TAB G/6: Muros

Dimension Longitud Desviacion permitida (mm)
medida (m)
Clase 1 Clase 2 Clage 3 Clase 4
Longitud L D E F G
Altura L D E F G
Espesor L +3 t5 8 £10
Posicionamiento de componentes
embebidos L D E F G
Curvatura de arista L B C D E
Deformacion a lo largo de un lado L I C D E
Deformacion a lo largo de la
dingonal L I G D E
Alabeo L C [B] E F
Desviacion angular lado/altura L ¥} E F G
TABLA 8
Tolerancias de emplazamicnto
TAB G/7: Muros
Desviacion permitida (mm)
Dimension Loyt
medida (m) Clase 1 Clase 2 Clase 3 Clase 4
Posicionamiento + B + 12 4+ 20 + 30
Distancia entre pafios adyacentes + 8 + 12 £ 20 + 30
Ancho de junta £ 3 + 5 + 8 + 12
Resalto de junta exterior 3 5 8 12
Resalto de junta interior 2 3 5 8
Desplazam. de la junta hacla el ext L - 8 + 12 + 20
Nivelae, de la parte sup, del elemen * 5 + 8 £ 12 + 20
Eesalto de la junta sup, del elemen
(plano de carga) 3 ] 8 12
Deformacion L D E F G
Inelinacion 1 b E F G

a1
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ALGUNAS CONCLUSIONES EN BASE A LOS DATOS EXPUESTOS

Una conclusién obvia, es el constatar que de una forma u otra existe en todas las nor-
mas recogidas, una cierta relacion entre la magnitud de la tolerancia y la del pardmetro bajo
control o medicion.

No hay tanta concurrencia de criterio a la hora de valorar qué tipo de relacion debe
existir entre ambos pardmetros, ni sobre qué otros criterios deben tenerse en cuenta, aunque
bdsicamente son dos las opciones manejadas: tipo de fabricaciéon o funcion a la que se desti-
na el elemento, y en el caso de la HusAMA una combinacién de ambas,

Existe prictica unanimidad en establecer, atun dentro del sector construccion, y para
cada pafs en concreto, diversos grados o niveles de calidad, lo que abre el abanico de posibi-
lidades a la hora de fijar la gama mds adecuada para cada produccién de elementos u obra
concereta,

GRAFICO COMPARATIVO DE LA NORMATIVA
S0BRE TOLERANCIAS DIMENSIONALES DE

ELEMENTOS,
TaLERANCIA EN mm
el T
th
+ 46
38
HOLAHBA
1401 ¥
sV
e8]
o e AT o
':. i iy £ M,
418 :
i T
" i 7£u'|nuu
104 i |
Sl i aus, ALEMAHIA
Ivﬁi — —

DISTANCIA EH METROS
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TABLA 9

C.E.B. Nivel de mayor exigencia Nivel de menor exigencia
“L" (em t1/8
e Ak P oL IV S SLE
{mm) 13 {mm) 5
10 2,69 1,65 4,30
30 3,87 2,38 6,20
90 5,60 345 896
180 7,05 4,34 11,28
300 8,36 5,15 13,38
600 10,54 6,48 16,86
900 12,06 742 19,30
1.800 15,20 0,35 24 32
2.400 16,72 10,29 26,76
4,000 19,84 12,21 31,74
6.000 22,71 13,98 306,34

A modo de resumen, de la normativa expuesta, hemos recogido en la fig. 8 lo que po-
diamos llamar “zona media® de los niveles de permisibilidad. Hemos representado la curva
propuesta por ¢l C.E.B., los niveles GK5 vy GK7 de la normativa alemana; los K12 v K14 de
la holandesa y los niveles E v F de la sueca, Dado que la curva de tolerancias propuesta por
¢l C.E.B. sc ajusta a lo que podia ser gje de simetria de todos los valores representados, he-
mos optado por introducir dos niveles de calidad en base a la “ley de formacion” del C.E.B.
y al criterio 1.5.0. de tomar ¥ 10 como factor de proporcionalidad. Siguiendo estos criterios

(véase tabla 9) aparecen las curvas 1?3— ¥ y+ —L¥ | .Delo representado en la fig. 8
deducimos: B

a. Que los niveles de exigencia son globalmente altos por tratarse de normas de pafses
con una gran tradicién y experiencia en la produccion y empleo de componentes, lo cual no
25 poco,

b. Que deberia darse tratamiento distinto a las pequefias dimensiones y espesores, (infe-
riores a un metro por ejemplo), del resto de las magnitudes, como es el caso de la normativa
C.EB.yPC..

¢. Que las normas estudiadas barren una banda con muchas zonas en comun y algunas
particularidades:
La norma holandesa se muestra extremadamente rigida con los pequehos valores, de
0,10 a 5,00 m, y laxa con los grandes valores > 18,0 m,
— Los niveles E y F de las especificaciones suecas, practicamente quedan insertos en el
espacio limitado por los niveles GK5 y GK7 de la nT:JnnﬂtiVﬂ ule:nana:l
d. Que el drea comprendida entre las curvas y = + — YL ey=% — ¥L pricti-
camente recogen la zona media del espacio normativo c:on?un a todos los n:a!igs estudiados, y
que para pafses sin la tradicién industrial de los expuestos, el situar su normativa entre las
curvas % —é-— VL oyt —1-%— VL (zona tramada) sérfa un excelente objetivo o meta para al-
canzar, no sin un importante esfuerzo y un plazo dilatado.
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CALCULO DE ESTRUCTURAS DE PUENTES DE HORMIGON
Por Avelino F, Samartin Quiroga

En este libro se hace una exposicion ordenada de los distintos métodos generales de Cil-
culo de Estructuras, dedicando una especial atencion a su aplicacion al andlisis de puentes.

El puente, y en particular su tablero, constituye el principal elemento a considerar co-
mo estructura tipica que sirve para comprobar la eficacia, validez y limitaciones de cada pro-
cedimiento de cileulo.

El impresionante desarrollo alcanzado durante las Gltimas décadas en el cdleulo de es-

tructuras se restringe en este libro al andlisis lineal y eldstico, que corresponde al caso tipico
de la situacion de servicio de los tableros de puentes,

El libro aspira a superar la vertiente tedrica de un tratado general sobre Cileulo de Es-
tructuras y a constituir un elemento de ayuda al especialista de puentes, en sus tareas de dise-
flo, anilisis y comprobacion estructural. Se muestra en detalle la problemitica y especifidad,
que aparece en la aplicacion de cada método de céleulo a un tablero real.

El objetivo del presente libro es impulsar un mayor y eficiente uso del computador en el
cilculo prictico de tableros de puentes.

Este texto representa el fruto de dos décadas de experiencia prictica y docente del au-
tor en el cdlculo de estructuras y en especial de los puentes.

Este volumen, de Editorial Rueda, consta de 763 pdginas, 65 tablas, 322 figuras. Su pre-
cio es de 3,480 pesetas,
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591-1-36

Influencia de las imperfecciones en
la carga critica de estructuras de
entramados planos

Por: Germiin Gutiérrez y Avelino Samartin

Dres, Ingenieros de Caminos

Escuala Téenles Superior de Ingenieres de Caminos, Canales y Puertos.
Dgpartamento de Andlisis de Estructuras. Santander

1. INTRODUCCION

La aparicion de errores o pequefias diferencias entre la situacion ideal prevista y la real
durante la ejecucién o proyecto de una obra constituye un fenomeno inherente a la limita-
¢ion humana. Las Normas Oficiales suelen recoger en su articulado tolerancias maximas ad-
misibles para estos errores deducidos, muchas veces, mediante criterios empfricos. Un plan-
teamiento acaso méas racional serd indicar los valores Iimites de las imperfecciones de la obra
en funcién del nivel de seguridad adoptade. En este artfculo, se estudia desde este punto de
vista, la influencia de los errores de ejecucion en el valor de la carga critica de la estructura,
Evidentemente, las imperfecciones no deben ser limitadas unicamente por criterios de esta-
bilidad global de la estructura, puesto que existen otras causas de colapso de la misma, que
pueden verse afectados més seriamente por las imperfecciones y por consiguiente ser mis
exigentes en los niveles de las tolerancias miximas,

Las imperfecciones que se consideran aquf, corresponden a valores relativamente pe-
quefios producidos por un conjunto de causas simultineas y por lo tanto son susceptibles
de un tratamiento estadistico. Se excluyen de este estudio las equivocaciones o errores gro-
seros cuya descripeidbn matemdatica mediante métodos probabilisias no es adecuada,

Se utilizardn aqui la conjuncién de dos técnicas de cdleulo —un modelo estructural ba-
sado en la teorfa de la inestabilidad eldstica lineal y un modelo probabilista con distribucion
gaussiana o uniforme— que se desarrollan de un modo numérico mediante el procedimjento
de simulacién de Monte-Carlo, Se comprende que la extension del procedimiento de Monte-
Carlo al andlisis de otros tipos de modelos estructurales mds refinados o bien que consideren
otros mecanismos de colapso, asf como distintas imperfecciones, es directo a causa del carde-
ter eminentemente numérico del método,

Antes de comentar la descripcion de los modelos anteriores, conviene revisar brevemen-
te los resultados mds importantes que la teorfa ha deducido sobre la influencia de las imper-
fecciones en la carga critica de una estructura que depende fundamentalmente de su forma
de pandeo,
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2, TIPOS DE INESTABILIDAD ESTRUCTURAL

Sea una estructura que se encuentra en una situacion de equilibrio bajo un conjunto de
cargas, Sise introducen unos pequefios movimientos a partir de su posicién de equilibrio pue-
de ocurrir que la estructura sea estable, o sea, alcance otra nueva posicion de equilibrio, Por
el contrario, 8i los movimientos que se han introducido, se incrementan indefinidamente, sin
aumento delas cargas actuantes, es decir no se alcanza una posicién de equilibrio, se dice que
la estructura es inestable,

Se pueden distinguir dos tipos de inestabilidad y, con objeto de ilustrarlos, se conside-
ra la figura 1 que representa una celosfa plana, simétrica, bajo la accién de una carga vertical
concentrada, En la situacion que muestra la figura 1-a correspondiente a una estructura ape-
raltada al aumentar la carga P sélo existe, debido a la simetrfa, una deformacién simétrica
(el movimiento horizontal del nudo 2 es nulo). Sin embargo si la carga £ alcanza el valor de
la carga critica de la estructura, ésta se hace inestable apareciendo un movimiento horizon-
tal del vértice 2, que antes no existfa, Este tipo de pandeo es conocido con el nombre de bi-
furcacion de equilibrio, La figura 1-b expresa una situacién diferente a la anterior, con la es-
tructura rebajada cuya carga critica produce una deformacién que no implica la aparicion de
otro tipo de movimiento, Se denomina el pandeo, en este caso, pandeo por punto lfmite.

P P P = Farit.
{dus 0) pooldu o)

dv

a ) Estrustura  aperaltada. Pandea por bifurcacidn da  equilibria

b ) Eatruetura febajada, Pandeo por  punto  limite

FIGURA 1. - TIPOS DE |MESTABILIDAD
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En la simple celosfa estudiada se han distinguido dos tipos de pandeo cuyas caracter(s-
ticas fundamentales se pueden aplicar a otras formas estructurales mas complejas.

El primer tipo de pandeo, denominado por bifurcacién de equilibrio, corresponde al
fenémeno consistente en la apariciéon de una deformacién que antes no existia, El segundo
tipo, llamado por punto limite, se produce cuando la estructura disminuye su rigidez de un
modo gradual al aumentar las cargas sobre ella aplicadas v el modo de pandeo presenta la
misma direccidon que tenfa lugar en el desplazamiento,

Se puede demostrar (1) que la determinacién de la carga critica de pandeo de una es-
tructura, puede llevarse a cabo mediante un andlisis linealizado, con suficiente aproximacion,
si éste aparece como una bifurcacién de equilibrio, En caso contrario, de pandeo por punto
limite, es preciso una formulacion global de calculo en términos no lineales,

Se comprende tras estos comentarios, la gran importancia en distinguir durante el estu-
dio del pandeo de una estructura el tipo de inestabilidad que ocurre. De esta distincion de-
pende el tipo de formulacién que debe utilizarse y, en el fondo, implica conocer la cuestion
fundamental: si al ocurrir la situaciéon de pandeo la geometria de la estructura ha cambiado
apreciablemente o no, Por otra parte, el estudio de la inestabilidad de las estructuras con pe-
quefias deformaciones iniciales se basa en su comportamiento en las proximidades del pan-
deo, A este objeto es interesante representar de un modo esquemdtico, la relacién entre la
fuerza P (o el factor de amplificacién de la carga) y el movimiento v (o médulo del vector de
movimientos caracterfsticos en el caso de estructuras con varios grados de libertad), como se
indica en la figura 2. Se observa en ella la diferencia entre el pandeo por punto [imite y por

Estruetura ideal
ean rama
" aseendente

-
/ - Estructura con
(D irpeffecelones
rama ascendanie

=, Estructura ideal con
™ rama descendante

Estructura  con
imperfecciones
fama desagndanta

W
al

(1 Estructura ideal

(3 Estructura eon
irAperfeceiones

b)

FIGURA 2
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bifureacion de equilibrio. En este Gltimo caso, es interesante observar si la rama de postpan-
deo es ascendente o descendente, puesto que ello representa un distinto comportamiento es-
tructural frente a las pequefias imperfecciones, En cfecto si la rama desciende, 1a estructura
imperfecta se comporta, al alcanzar la carga de pandeo, comeo si fuera tipo punto [imite;y no
existe inestabilidad real en el caso de rama ascendente,

El estudio de la estabilidad vy su clasificacién puede llevarse a cabo mediante la expre-
sion de la energia potencial total V de Ia estructura (suma de las energfas de deformaciéon vy
de la energia potencial de las fuerzas exteriores).

Como es sabido, las condiciones de equilibrio de una estructura bajo un nivel de cargas
se obtiene mediante la condicion de estacionaridad de V, es decir;

6V =10 (n

En el entorno de la posicion de equilibrio deducida de la ecuacién (1), se puede estu-
diar la variacion del signo de 87 V y se obtiene la siguiente regla para la posicién de equilibrio:

“81 67V = 0 significa que la esiructura se encuentra en equilibrio estable y i 82V <0,
implica inestabilidad. El caso de 62 V = 0 expresa que el equilibrio es neutro o critico®,

Como inicialmente (con carga nula) se supone la estructura estable (67 V = 0), se com-
prende que al incrementar las cargas hasta transformarla en inestable (62V < 0) es preciso
que para un cierto nivel de las cargas (carga critica) el valor de 8% V sea nulo, De una mane-
ra algebriica se puede expresar 82 V en la siguiente forma:

62V =8ul . Ky . bu

en donde 6u es el vector variacion de los movimientos de la estructura desde la posicion de
equilibrio y K¢ es la matriz de rigidez tangente, Si 6%V eg positiva para todos los valores de
u, se deduce que Ky es positiva y definida y por lo tanto que todos los autovalores de K
son positivos, Por el contrario, si existe un autovalor negativo de Ky existe una direceidn
(la determinada por el autovector correspondiente) alo largo de lacual 57 V es negativo. La
situacion de equilibrio neutro corresponde al nivel de cargas que hace que el menor autova-
lor de la matriz Ky sea nulo. Asimismo, es posible estudiar el modo de pandeo (correspon-
diente a la direccidén del autovector asociado al menor autovalor nulo) analizando el signo de
5'V. En efecto, si 87V = 0 existe un caso de bifurcacién de equilibrio y si §*V + 0 el pan-
deo corresponde a un punto limite. Por Gltimo, el comportamiento postpandeo de la estruc -
tura puede ser detectado mediante el signo de 8%V (si es positivo la rama es ascendente y en
caso contrario, descendente) supuesto que 6°V = 0,

Con relacion a las imperfecciones, se suelen denominar estructuras con sensibilidad a las
imperfecciones a las estructuras que presentan un pandeo por bifurcacién de equilibrio v ra-
ma descendente, En este caso, el comportamiento de la estructura imperfecta parece como si
fuera por punto limite, Si la rama es ascendente, la estructura imperfecta puede soportar
cargas mayores que la critica de pandeo de l1a estructura ideal,

Objetivo principal de este articulo es intentar cuantificar la influencia de las imperfec-
ciones en el valor de la carga critica, Con esta finalidad, se considera un tipo usual de estruc-
turas, compuesto por barras rectas, con posibilidad de deformacién Gnicamente en su plano,
Las cargas son fundamentalmente de tipo gravitatorio y las imperfecciones se suponen ac-
tudn aleatoriamente,
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3, DETERMINACION DE LA CARGA CRITICA

El modelo estructural considerado corresponde a un entramado plano, con un compor-
tamiento lineal del material eldstico (hoockeano), pequefias deformaciones (linealidad geo-
métrica o cinemética) y grandes movimientos (no linealidad estdtica). La teorfa asf desarro -
llada corresponde a la denominada inestabilidad eldstica, El cdlculo estructural se plantea en
términos de movimientos, mediante el conocido método de la matriz de rigidez o equilibrio,

Fig. 3.

Lamatriz de rigidez k& de una barra aislada 1-2 (figura 3) considerando tinicamente la in-
fluencia del axil en la flexion (viga-columna) estd definida por la igualdad:

Pumik.d (2)
o bien, en forma particionada:
1 Ikn kys d;
& (3)
£z ki kys d,
siendo:
Py .dxi
Pi= Py | » d |dy
m::il le
EA i
puc 0 0
K 1
il - = O
0 ks (—1)‘*1k1—a—°l (4)
0 (- ELEE giee
o ﬁi N
F g .
1 0 0
- i Lt
k1:=kIa ks 0] —k s bl 1
o
i ] = =
0 B e
4
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51 la carga axil de compresidon es nula (P = 0) resulta la bien conocida expresion de la
matriz de rigidez lineal de una barra recta, prismitica, de un entrarnado plano. Por Gltimo,
si el esfuerzo axil es de traceién (P = — p,, = py,) se deduce una matriz de rigidez andloga a
la anterior, cambiando las funciones circulares por las correspondientes hiperbolicas,

Utilizando las técnicas convencionales del cdlculo matricial de estructuras, la ecuacién
final que se deduce para toda la estructura es del tipo:

PuL =k d (5)

en donde py; contiene todas las fuerzas actuantes en los nudos (o en los extremos de las ba-
rras en ¢l caso de cargas sobre éstas) (*), ky; se deduce de las matrices de cada barra median-
te ensamblaje y d colecciona los movimientos de todos los nudos de la estructura, Se observa
que los elementos de las matrices py; v Ay dependen de los axiles existentes en cada ba-
rra, que constituyen un resultado a determinar en el cileulo una vez resuelta la ecuacion (5),
Por lo tanto, las matrices anteriores contienen elementos que son funciones de los movi-
mientosd;y laecuacion (5) esuna ecuacidn no lineal, Silos axiles fueran nulos (o su influen -
cia en la flexion despreciable) en cada barra, la ecuacidn (5) se convertirfa en la ecuacion li-
neal que rige ¢l comportamiento de la estructura:

ﬂl_ = kl. i d
conpy = py ¥ k. = kyp , supuestos axiles nulos en las barras,

La técnica utilizada en la resolucién de la ecuacidn (5) ha sido de tipo iterativo, es de-
cir de acuerdo con los siguientes pasos:

19 Suponer un estado de axiles conocido en la estructura (normalmente nulos).
29 Resolver la ecuacién Pn1 = kyp . d para el nivel conocido de axiles.
39 A partir de d obtener las fuerzas en todas las barras.

49 Comparar los axiles obtenidos con los supuestos en el cdlculo, Sison iguales dentro
de una cierta tolerancia, finalizar este cileulo; en caso contrario, deducir los nuevos
valores de las matrices pyp v knp e ira 2°.

("NOTA: Conviene recordar que las cargas sobre lns barras se trasladan a los nudos extremos mediante las
reaceiones de empotramiento rigido (solucidn inicial) que, evidentemente, se ven afectadas por coeficien-
tes funcidn del pardmetro &, es decir, del axil existente en la barra, De ahi procede la introduccion del
subindice NL en py; para indicar el cardeter no lineal de este vector cuyas componentes dependen de los
movimientos.
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El método de edlculo indicado corresponde a un andlisis no lineal de estructuras, Si se
desea obtener el valor del pardmetro critico (™) (A_,;), definido como el factor que multipli-
cando a todas las cargas conduce a una situacion de equilibrio inestable, el procedimiento que
debe seguirse es el que se indica a continuacion,

Se resuelve el problema no lineal anterior para niveles sucesivos de cargas definidos por
el pardmetro A:
(A=0,0.1,02,..)

deduciéndose en cada caso una matriz de rigidez final, ky; , cuyos elementos son funciones
del valor del axil final y, en definitiva, del nivel de cargas A,

Se obtiene el valor de A, como ¢l menor valor del pardmetro A que convierte a la ma-
triz Ky en singular (menor autovalor nulo).

Se comprende que la determinacion de la carga eritica exige la resolucién de sucesivos
problemas no lineales, correspondientes a los diferentes valores del pardmetro A, y constitu-
ye un problema de autovectores no clisico, va que los elementos de ky; son funciones tras-
cendentes del pardmetro A, El vector de desplazamientos (autovector) agsociado con lamatriz
singular kyy para A = Ay, indica el modo de pandeo de la estructura.

Con objeto de deducir este primer autovalor de la matriz de rigidez no lineal, se propo-
ne en (2) una téenica de descomposicion, de Cholesky, de ky; . Esta permite asegurar la de-
terminacion de este primer autovalor sin saltar al segundo, mediante divisiones sucesivas del
intervalo entre los valores de A consecutivos, para los que ky; pasa de definida positiva a de-
finida negativa, recontando coeficientes negativos de la diagonal principal de la matriz trian-
gular de la descomposicidon de Cholesky, Para detalles de la técnica constltese (2),

4. SIMULACION DE MONTE-CARLO

Con objeto de cuantificar la influencia de las imperfecciones en el valor de la carga crf -
tica, se ha considerado el siguiente modelo estadistico.

Una imperfeccién en una estructura se produce de una manera aleatoria,

En una estructura perfecta o ideal, el valor de la carga critica depende tinicamente de
las caracterfsticas geométricas y mecdnicas (#) de las barras que definen la estructura, es de-
cir:

Perit = Y, (0) (6)
siendo ¥, una funcién compleja de las caracteristicas 0.
En una estructura con imperfecciones, el valor de la carga critica es ahora:
purlt = St"i (.OI Xj es K.“) {.7)

siendo i/, una funcién que depende, no sélo de las caracterfsticas 0 sino también de los dis-
tintos pardmetros x, ... X, que definenlas imperfecciones, las cuales son variables aleatorias,
Por lo tanto se deduce que pgy;, es asimismo una variable aleatoria,

(**) NOTA: La carga critica se define como el conjunto de cargas nominales actuando sobre la estructura,
multiplicadas por el pardmetro critico, es decir:

Pegt = )i\r'it B
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La distribucion de p.,, serd una transformacion de la funcién de distribucion conjunta
de las variables aleatorias x;:

PP (X . Xy) (8)
por intermedio de la funcion ;.

Esta funcidon s no es conocida anal{ticamente y tnicamente se pueden obtener valo-
res de esta funcion para valores especificos de las variables x, .., x,. Por lo tanto no es posi-
ble deducir la funcién de p.;, en probabilidad, de un modo analftico.

Para resolver este problema se ha utilizado ¢l método de Monte-Carlo que consiste en
definir aleatoriamente una muestra de los valores de las imperfecciones que intervienen en el
proceso, obteniéndose, al calcular el valor de p, para la estructura imperfecta, otra muestra
de la distribucion de pgy.

Si se asimila la probabilidad de que el valor P, pertenezea al intervalo Z, Z + AZ, a la
frecuencia de aparicién de p.y, en dicho intervalo, se puede deducir una estimacion de la dis-
tribucion de p.y, que serd tanto mds aproximada, en términos de probabilidad, ala real,cuan
to mayor sea el ndmero de muestras considerado,

Con un namero suficientemente elevado de valores puede estimarse la forma de la fun-
cibn de distribucion por medio de un histograma de frecuencias, del tipo de la figura 4, Otros
tamafios de muestra, relativamente reducidos, pueden permitir estimar los parimetros bisi-
cos de la distribucidn, como son la media v la desviacién tipica; v, en este sentido, se ha rea-
lizado el estudio que se recoge en este articulo.

Frecugncias

arit

TEe A2

Fig. 4.

5. CASOS ESTUDIADOS

Se han considerado dos entramados planos (estructuras A y B) que se indican en la fi-
pura 5 y que corresponden a dos casos extremos de estructuras tipicas de edificacion: Edifi-
cio alto, con varias plantas v pocas erujfas, v edificio bajo de pocas plantas y muchos vanos.

a2
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Por otra parte se ha contemplado la posibilidad de actuacion de dos tipos de carga: car-
pa total uniforme en los dinteles y carga alternada, tipo damero,

Los valores de las cargas criticas de cada uno de estos casos en las estructuras ideales, se
indican en la tabla 1,

TABLA 1

Carga erftica. Estructuras ideales

Estructura Carga uniforme Cargn alternada
A 102653 205111
B 239150 47,1920

Las estructuras ideales anteriores se han supuesto afectadas por cada uno de los siguien-
tes tipos de imperfecciones, que se relacionan en la tabla 2.

Se ha supuesto que cada una de las imperfecciones sigue una distribucion de probabili-
dad, bien del tipo gaussiano (normal) o bien uniforme, tal como se indica en la mencionada
tabla 2.

Los valores caracterfsticos de estas funciones se basan en las siguientes congideraciones:

—Para el caso de estudio con distribucién gaussiana, se ha realizado un truncamiento
en las zonas extremas, de modo que se satisfaga la condicion:

b I
j ----- — £ 208 dx<-

v ira

| O

{ E
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DISTRIBUCION
IMPERFECCION GAUSSIANA UNIFORME

a) CONEXIONES DE BARRAS
= Nudos no rigidos _‘_/-
i)

b) GEOMETRICAS

by | En las barras

- Preflecha parabdlica aleatoria
= it % inusoidal i _|. =
=

- W parabdlica  eriantada
= +|l ginudgoidal i \

=

1

by ) En los soportes

- Verticalidad aleatoria ,-/\ [ |
-d ¢ d -d o d

= Vertiealidad orientada \
P |
o d 3 d

&) CARACTERISTICAS MECANICAS
— Argas A I

Ji-aia A (1sA)A | -AlA A (eAlA
- Inercias Sy i |

\li-Ml 1of=All | f-ab 1 («All

d) CIMENTACION

— Cimentacidn eidstica ;J'_]:L
ki

m [y

TABLA 2 .- IMPERFECCIONES ESTUDIADAS

con objeto de evitar valores andmalos, El valor impuesto de & ha sido de 0,1%.

—En la imperfeccién de las conexiones de las barras, el valor del pardmetro de rigidez
de extremo, k, se ha hecho variar entre 0 y 25, que corresponde numéricamente, dada la pre-
cisibn del ordenador utilizado, a las situaciones de articulacién v empotramiento perfecio res
pectivamente (*),

~En el caso de imperfeccion de preflechas, el valor simulado ha estado comprendido en-

l — .
[re H } = e— — % i e -} 3 : 1 i
re las cotas 500 y 1500 giendo / la longitud de la barra, Esta limitacion del valor méxi

mo de la preflecha correspondea la preconizada en el artfculo 6.42 de la norma MV-104-1966.

(*) La rigidez del nudo se ha medido mediante el coeficiente adimensional k o relacion entre las rigideces del
nudo y de 1a barrs en el extremo correspondiente,
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—~Para el estudio de la verticalidad de soportes, se ha limitado el desplome de los co-
rrespondientes soportesa lo indicado en la norma MV-=104-1966, es decir, al valor  h

1.000

siendo h la distancia entre dos pisos consecutivos,

—En el estudio de las caracteristicas mecinicas, drea e inercia, éstas pueden tener unos
valores que difieren del valor nominal, A 6 I, una cierta proporcion de éste (10% ).

—En el estudio de una cimentacion eldstica, Gnicamente se ha considerado una distri-
bucién uniforme, en la cual se han simulado valores de rigidez al giro de la cimentacion,

a

1 mT
comprendidos entre k;, - '.%5.0(2!0“1—(_I v k,, = 350.000- i que corresponden a dos valores
ra I
extremos del médulo de elasticidad de las arcillas,

6, RESULTADOS
Utilizando el método de Monte-Carlo se han analizado las caracterfsticas media y desvia-
cién tipica de la carga critica de pandeo, El niimero de muestras considerado ha sido de 10y

una de ellas se representa en la figura 6, que corresponde a un caso de imperfeccion de flecha
aleatoria en vigas, Asimismo, en la tabla 3 se indica, a modo de gjemplo, los valores obtenidos

en la totalidad de las muestras para el caso de conexiones semirfgidas, El valor indicado en las
tablas, p.y,, se define como:

Peyje (muestra)
Peyiy (estructura ideal o sin imperfecciones)

Perp =

]

1.80

Fig. 6. Proflecha aleatoria (mm.).
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Enla tabla 4 se recogen los valores caracterfsticos de cada una de las imperfecciones en

estudio,

Por otra parte, y con objeto de conocer la influencia del tamafio de la muestra —diez en
¢l andlisis de todas las imperfecciones— se amplid este nimero a 20, v los resultados obteni -
dos, para el caso de la imperfeceidn de conexiones semirfgidas, se muestran en la tabla 5, Se
observa allf la prictica coincidencia en los resultados finales, lo que permite confiar én los Or-
denes de magnitud de los resultados presentados aqui,

TABLA 3
Resultados obtenidos para la imperfeccion de conexiones semirigidas
Factores de estabilidad p )
Edificio alto Edifidobsjo |
*I.J_iutrib,“ Uniforme Gaussiana Uniforme Gaussiana
Carta | Total | Alter. | Total | Alter.| Total | Alter, | Total | Alter,
1 9941 | 9898 | 9252 | 9961 | 9902 | 9862 -_.9690 | .99;
2 | 9708 | 9849 | 9939 | 9807 | 9672 | 0046 | 9860 | 9953
_3 | Im- .QBE 9982 | 9770 | 9653 | 9814 ;47'2 ot 13_
g _4 9953 9:!4; 9738 | 9918 | 9455 | 9890 | 9817 | 9871
B 5 | 000 | 9807 | 9701 | 9837 | 9743 | 9955 | oeve | 9775
E 6 D878 .5;596 9967 | 9947 | 9276 | 9960 | 9960 | 9914
7 | 9366 | 9766 | 9953 | 9824 | 9676 | 9793 | 9694 | 9844
8 0772 .9:‘.';56_ _9;-;-0 9733 | 9684 | 9772 | 9756 | 9775
9 9938 .‘_?d- 12 Tg;g : 9902 | 9756 9829 .\;364‘5' 4977
10 ,S';SEGI 9915 | 9870 | 9837 . 9653 | 9979 | 9745 | 9945
VALORES CA.|  E @erit) 9777 | 9767 | 9893 | 9854 | 9641 | 9890 | 9775 | 9900
RACTERISTL | 5, ) | 0231 | 0155 0003 | 0070 | 0171 | 0080 | 0117 | 0074

Por altimo, se ha intentado representar, a efectos ilusirativos, la situacidn real de con-
comitancia de aparicion simultinea de varios tipos de imperfecciones. Evidentemente, en es -
te caso, si se desean resultados fiables, el tamafio de la muestra debe incrementarse, No obs-
tante, en la tabla 6 se muestran, para solamente diez casos simulados, log valores caracterfsti-
cos de p —media y desviacion tipica— para el caso de edificio bajo. Se observa la influen -
cia, apreciable en este caso, de la aparicion de las imperfecciones, en la disminucién de la car

za critica de la estructura,
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TABLA 4

Resumen de los valores caracteristicos de cada una de las imperfecciones

Factores de mmbllldn&
Edlﬂﬁ;iil) alto Edificio bajo
e Uniforme Gaussiana Uniforme Gaugsiana
Imperfeccion Total Alter, Total Alter, Total Alter, _ Total Alter,
Preflacha E 1.0001 1.0000 10000 1.0001 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
Parabdlica aleatoria | o 0001 0002 0001 0001 0001 0002 | 33ED4 0001
Preflecha E 1.0001 1.0001 1.0001 1.0000 1.0001 1.0001 1.0000 1.0000
Parabdlica orientada | o 0001 0001 _.600 1 _.000 1 0001 0001 . 33E-6 ATE-4
Preflecha E| 10001 | 10000 | 10000 | 10000 | 10000 | 10000 | 10000 | 10000
Sinusoidal aleatoria a 0001 0002 0001 0001 0001 0001 ATE4 0001
Preflecha E| 10001 | 10000 | 10000 | 10000 | 9999 | 10000 | 10000 | 10001
Sinugoidal orientada | o 0001 .0015 i 0002 0001 0002 0001 | B1E4 ATE<4
 Verticalidad de E| 9803 | o791 | 9921 | 9850 | 9567 | 9958 | 9854 | 9990
soportes aleatoria a 0 1;6 0129 :DDBD 0100 0325 .ODSBI_H 0194 0014
_Vnrticalldad de E _.9_605_ me’:'?_ .BGGGI 1 ;H_';Q_ZE 1 9901 9906 9944
soportesorintads | o | 277 | 0246 | 019 | 0215 | 0128 | 0077 | 0065 | 0045
Variacion dedress | B | 10002 | 10002 | 10001 | 10000 | 10000 | 9999 | 10000 | 10000
de las barras o 0001 DUU'Z 0002 0001 A5E4 0001 ZAE4 0001
Vorincién de inerclas | E | 9972 | 10025 | 10243 | 9803 | 9841 | 9846 | 9982 | 9908
de las barras a 0240 .0_133 1 0345 0081 0244 0287 0124 0118
-C_lmantacién E 5250 9382 - - 8851 9028 -
eldstica u 0294 0294 - - - 0343 0298 - -
a7
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TABLA 5
Resultados obtenidos con 20 muestras

Carga Total
1 .9903
2 9672
3 9653
4 9455
5 9743
6 9276
7 2676
8 9684
- 9 9756
=
= 10 9653
(7]
2]
2 11 9846
=
12 9633
13 92648
14 9366
15 9687
16 9901
17 9405
18 9377
19 9847
20 0642
VALORES E (Perit) 9641
CARACTE-, -
RISTICOS T (Pegyy) 0180
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TABLA 6

Resultados obtenidos en el caso de edificio bajo, con carga uniforme, con concomitancia de imperfecciones
de inercia de barras, verticalidnd de soportes, conexiones semirigidas de las barras y cimentacion eldstica

Carga Total
i 2135 Il
S 9337
3 _.9053 |
i 8343
5 700
6 B267 il
9 8541
8 A241
9 9001
N 10 . B766
VALORES E (pogt) 8659 |
CARACTE. |
RISTICOS 0 (Pegt) 0470

7. CONCLUSIONES

De los resultados obtenidos indicados en las tablas 3 v 4 se pueden deducir las siguien-
tes conclusiones:

~Se observa que, en general, para un mismo grado de dispersion, la distribucion unifor-
me de la probabilidad de aparicién de una imperfeccion, representa un modelo més pesimista
que la correspondiente normal o gaussiana,

—Con regpecto a la conexidn semirfgida, los edificios bajos, con carga simétrica, son las
eslructuras menos favorables,

—La imperfeccion de deformacién previa, no constituye un tipo de imperfeccion, que
conlleve un descenso grave en el factor de estabilidad,

—Con relacién a la verticalidad de soportes, su incidencia es particularmente acusada en
los edificios altos, sometidos a carga total,

—Maodificaciones ligeras en los valores de las caracterfsticas mecénicas de las secciones
lineales de las barras, no son importantes en la modificacion de la carga eritica de pandeo glo-
bal de la estructura. Esto es particularmente cierto en el caso de las dreas, donde la incidencia
es nula.

—El caso de imperfecciones en la cimentacidn, constifuye un tipo con influencia impor-
tante en la estabilidad general de la edificacién, independientemente de si se trata de edifica-
cidn alta o baja, Probablemente, la importancia de esta imperfeccion crece més con el nime-
ro de puntos de cimentacién que con relacion al tipo de estructuras,

8o
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Reparto de cargas horizontales entre
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RESUMEN

En el articulo se presenta un método de reparto de acciones horizontales entre las es-
tructuras que forman la rigidizacion lateral de un edificio.

El método estd basado en las matrices de rigidez lateral de cada elemento rigidizador.

Para el caso de estructuras aporticadas se ha escrito un programa de cilculo en
FORTRAN IV para ¢l miniordenador HP 21 MX,

Este programa, cuyo listado figura en el apéndice, obtiene la matriz de rigidez lateral
de cada portico a partir de la matriz de rigidez global del mismo, utilizando un algoritmo
general de condensacion de grados de libertad; y realiza el reparto de cargas horizontales de
acuerdo con el método expuesto. Se incluye ademas un ejemplo de aplicacion con entrada
de datos v salida de resultados.

1. INTRODUCCION

El andligis de edificios de altura frente a acciones horizontales, requiere en general dos
etapas de céalculo. La primera, estimar como se reparten las acciones horizontales entre los
elementos rigidizadores de un edificio y la segunda proceder al eileulo de las solicitaciones
internas en los miembros que forman cada uno de los elementos anteriores a partir del re-
parto realizado en la primera etapa.
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El término elemento rigidizador tiene un sentido amplio y engloba cualquier tipo de
esqueleto resistente que pueda existir en un edificio,

Los diferentes tipos de elementos para resistir las fuerzas horizontales que actuan sobre
un edificio pueden clasificarse segn distintos criterios, De una forma simple los encuadra-
riamos en dos grandes grupos: Elementos planos y elementos espaciales. Los elementos pla-
nos fienen rigidez lateral predominantemente en una direccion y nula en la direccion per-
pendicular, log espaciales tienen rigidez lateral importante en cualquier direceidén, Pertenc-
cen al primer grupo los porticos y pantallas planas, estructuras mixtas portico-pantalla en
un plano, etc., v al segundo grupo las pantallas espaciales, nicleos, porticos tridimensiona-
les, ete.

Otra clasificacion, més interesante desde el punto de vista estructural, estd basada en
las diferentes formas de comportamiento o respuesta de los elementos rigidizadores cuando
estin sometidos a carga lateral.

Si se toma como parimetro de respuesta la deformacion lateral del elemento, éste pue-
de clasificarse de la siguiente forma:

Elemento con deformacion tipo cortante, elemento con deformacion tipo flexion, y
elemento con deformacion mixta o intermedia entre las dos anteriores. Un portico de nudos
rigidos pertencce al primer grupo; una pantalla cuya relacion altura/canto sea elevada,
pertenece al segundo grupo, y una estructura mixta portico-pantalla o un tubo porticado
pertenecen al tercer grupo.

Las acciones horizontales que actQan sobre un edificio someten a éste no s6lo a solici-
taciones de flexion, sino también de torsion. Estas altimas son debidas a excentricidades de
la carga lateral, disimetrias geométricas y/o resistentes en la planta estructural del edificio,
o por ambas causas a la vez. Ante este tipo de solicitacion, junto a la capacidad torsional
del conjunto puede considerarse también la capacidad torsional individual de cada uno de
los elementos rigidizadores, Desde el punto de vista torsional puede establecerse una nueva
clasificacion de dichos elementos: aquellos con resistencia importante a torsion v aquellos
cuya resistencia a torsion sea despreciable. Los primeros pueden analizarse de acuerdo con
la teoria de Saint Venant, la teoria de Viasov de torsion no uniforme, y la teoria de torsion
por alabeo, dependiendo del tipo de elemento.

La complejidad de comportamientos que se han sefialado anteriormente frente a soli-
citaciones de flexion y torsion, queda representada para cada elemento por las matrices de
flexibilidad lateral y flexibilidad torsional respectivamente, o bien por sus inversas, ¢s decir
por las matrices de rigidez lateral, y torsional.

En el presente articulo se describe un método gue tiene por objeto encontrar la distri-
bucion de carga lateral entre los diversos elementos rigidizadores de una estructura de edifi-
cio, compatibilizando desplazamientos horizontales en todas las plantas y suponiendo que
cada forjado es infinitamente rigido en su plano.

12

El método esta basado en la utilizacion de las matrices de flexibilidad o rigidez lateral
de cada subestructura,

En el programa que se presenta en el apéndice y para estructuras aporticadas o idealiza-
bles como tales, estas matrices s¢ calculan con un algoritmo de condensacion de grados
de libertad a partir de la matriz de rigidez global de cada subestructuras, Este mismo algo-
ritmo puede utilizarse para calcular las matrices de rigidez lateral, o de rigidez torsional de
olros tipos de estructuras, a partir de la matnz general correspondiente.
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2. PLANTEAMIENTO GENERAL DEL CALCULO

El método que se presenta adopta las siguientes hipotesis bisicas:

1" — Los forjados son infinitamente rigidos en sus planos,
2" — Los forjados no poseen rigidez fuera de sus planos.

3" — Las fuerzas horizontales que actGan sobre la estructura estan concentradas a nivel
de cada forjado,

La primera hipotesis supone que la rigidez de cada forjado en su plano es grande com-
parada con las rigideces de porticos y pantallas que estabilizan el edificio. Es por lo tanto
normal suponer que el forjado actiia como diafragma rigido y se desplaza sin deformarse, Es-
ta hipotesis reduce considerablemente los grados de libertad de la estructura y en conse-

cuencia el tiempo y coste del andlisis.

La hipotesis es suficientemente aproximada cuando la relacion de dimensiones del
forjado no es grande. En caso contrario, por ejemplo estructuras con planta muy alargada,
la flexibn en ¢l plano del forjado puede ser importante y el comportamiento del mismo
s¢ asemeja a una viga de gran canto soportada por apoyos elisticos que simulan la rigidez
lateral de cada pértico o pantalla del edificio en el nivel del forjado considerado.

La segunda hipbtesis supone que la rigidez a flexibn del forjado fuera de su plano es
despreciable frente a la que presentan los elementos rigidizadores ante fuerzas horizontales,
y por lo tanto ¢l forjado no introduce ninguna coaccion al giro en los planos de deformacion
de dichos elementos,

En edificios donde la estructura horizontal estd formada por losas de espesor uniforme
conectadas a la estructura vertical con capacidad suficiente para absorber momentos de
flexion, la hipotesis sigue siendo vélida si se incorpora la rigidez del forjado mediante la
consideraciobn de anchos eficaces de losa que simulen el comportamiento del mismo fuera -
de su plano.

La tercera hipbtesis no resta generalidad al analisis, y esta simplificacion se adopta cuan-

do se estudia el comportamiento global de la estructura frente a acciones horizontales, Las
dos clases mas importantes de este tipo de acciones son las de viento y sismo,

Los cerramientos de la estructura transmiten directamente al forjado la accion del
viento y esta accidn a nivel de forjado se sustituye por su resultante actuando en una direc-
cion determinada. Por otro lado la masa de un edificio, en la mayor parte, estd concentrada
a nivel de forjado y la accidn sismica puede suponerse concentrada en el centro de masa

del mismo.

Formulacion del método

La estructura objeto del anilisis tiene *n’’ plantas y estd formada por *m”™ elementos ri-
gidizadores —porticos, pantallas, etc.—, cuya distribuciéon puede ser arbitraria tal y como se
indica en la figura 1.

Se elige un sistema de ejes generales cartesiano dextrogiro O°, X', Y', Z', como ¢l mos-
trado en el figura 2. Las fuerzas y movimientos en este sistema tienen los sentidos positivos
indicados en la misma figura.

Cada elemento rigidizador w (w = [, 2... m) tiene un sistema local de coordenadas de-
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Fig. 1. Planta astructural,

Fig. 8. Sistema de ojes,

Fig. 3, Posicidon de un elemento.
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finido por dos ejes cuyas direcciones coinciden con los principales de inercia de la seccidn
del elemento v pasan por ¢l centro de esfuerzos cortantes de la misma.

Un elemento rigidizador “w” viene representado en planta por las coordenadas (x},,
y.) del centro de esfuerzos cortantes, y el 4ngulo ay, que forma el eje local X con el gje X
general de la estructura, El eje Y, local, se obtiene del X local, girindolo un angulo de 90

¢n ¢l sentido antihorario, figura 3,

Llamamos U, V, ©®, ¢l movimiento de conjunto de una planta del edificio, en las direc-
ciones X', Y', v giro de eje Z', y que representa ¢l movimiento del punto del eje Z' situado
a la misma altura de la planta considerada, moviéndose solidario con el forjado de dicha plan-
ta (movimiento de solido rigido).

Si llamamos Uy, Vw, @ el movimiento del elemento rigidizador “w" en su sistema
local de referencia, en la planta considerada, se tiene que:

Uy =dw U+ by V41,0

Vo ==b, Uta, V+ry,, © (1
e, =0
siendo:
Ay = COS Q4
by = sen o, (2]

Fwx = Xiy 86N Ohy — Yiy COB Oy
fwy = Xw CO8 04 + ¥y sena,
Si llamamos {U}, {V}, {®@}los vectores del movimiento global de todas las plantas y
{ug }, {vy 1 {®, }los vectores movimiento del elemento rigidizador “w” en su sistema
local, v suponemos ademdfs que ay, by, Ty, Twy NO varian con la altura del edificio, puede
eseribirse:
{ug }=ay, {U}+by {V} +ry {8}
{vwl=—by {U} +a, {V} +ry, {0} (3]
{8y} = {0}
Las relaciones fuerzas movimientos para el elemento “w” pueden expresarse mediante
las matrices de flexibilidad de la forma:
{uy }=[F¥]- {FY}
{vy }=[FY]: (FY} [4]
{®, } =[F]- {M7}

donde:

[F¥] s la matriz de flexibilidad lateral en la direccion X, formada por los coeficientes
fi¥;; que representan el desplazamiento en el nivel z; cuando actlia una fuerza unidad
cn ¢l nivel z).

[FY'] es la matriz de flexibilidad lateral en la direccion Y, formado por los coeficien-
tes )
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[F£']1 es la matriz de flexibilidad torsional formada por los coeficientes f¥}; que represen-
tan el giro en el nivel z; cuando acta un momento torsor unidad en el nivel z;.

{(BY), {BY], (M} } son los vectores fuerzas en las direcciones X, Y, y momentos de eje Z
respectivamente,

Las ecuaciones [4] pueden escribirse de la forma:
(PEY=[F1" - {uy }=[KY¥] {uy}
{BY }=[Fy17Y - {Vw } =Ky ] {Vw } [5]
MF }=[F]"" . {Be} =K ] {8}
representando [KYY |, [KY ], [KY ], las matrices de rigidez lateral en las direcciones X, Y, y
torsional respectivamente,

Representaremos por {Q: }, {Qy 1, {M, }, los vectores de carga exterior referidos al
sistema general de ejes,

Cuando la accibn exterior puede representarse por un tnico vector {Q} actuando en
una direccion fija que forma un éngulo o, con el gje X* general y cuyo brazo con respecto
al origen es 1., figura 4, los vectores de carga exterior son:

{Qu}= {Q}-a,
{Qy:}= {Q} - b, (6]
(Mg} = {Q} 1o

siendo: a, = cos &, b, = sena, r, =x; sen o, — y. cos ¢ ; donde xj, y. representan las
coordenadas de un punto cualquiera de la recta de accion de la carga exterior.

Las ecuaciones de equilibrio del conjunto son:

Z{PY}ay —Z (By} by ={Qu}
APy )by +Z (P} ay, = {Qy] (7]

ZAPY }ruw I {PY b ryy +Z (MY }= (M, }

en donde la sumatoria, se realiza para todo elemento rigidizador w =1, 2 ... m,

Sustituyendo en [7] las expresiones de {P¥ }, {PY}, {M} } dadas por [5] y susti -
Yf

Fig. 4. Fuarza exterlor.
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tuyendo {uy'}, {vyll, {©y ] por la expresion [3] se obtiene el sistema de ecuaciones

siguiente:
Ky (U} + K {(V}+K; {8)={0}
Kyy {U} +Ky (VI +Ky (8] =0} [8]
Ky {U}+ Ky {V} +Kj {0} = (M}

donde:

Ky =2 ([KY ] ad + [KY]b3)
Ky = Z ([KS'] = [Ky' D) aw by

K =K?:
Km:E([K}?’]ﬂw rwx_[K;:;]bw rwv:' It}]
Ka =Kf;

Ky =Z ([KY] by, + [K)']a3)
Kas =T ([K&¥]by Fys + IK;I dy Tyy)
Kj =K
Kss =Z ([Ky¥]rdx +[KY] 3, +[KYD
Resuelto el sistema de ecuaciones [8], simétrico, para las incognitas {U}, {V ], {®@},

el movimiento de un elemento “w" viene dado por las ecuaciones [3] y las fuerzas internas
vienen dadas por [5].

Cuando los contravientos de un edificio poseen rigidez lateral en una sola direccion,
por ejemplo la direccion X, y se desprecia ademds la rigidez torsional de los mismos, se
obtiene un caso particular muy frecuente en edificacion, en donde las estructuras de con-
traviento son porticos planos o pantallas planas,

Con la simplificacion anterior, el grupo de igualdades [9] queda reducido a:

Ky =Z [KY ] ag
Kz =Z [K{]aw by
K”.’l - E [Kr | aw rwx ll()]

K = Z [KY] b,
Ky =2 [KY'] by Ty
K-'.};j =z [K:\: | I‘%‘,,

3. PROGRAMA DE CALCULO

A partir del método desarrollado en el apartado anterior se ha escrito un programa de
cilculo en FORTRAN 1V para el ordenador HP-2IMX con sistema operativo RTE I,

cuyo listado se encuentra en el apéndice.

El programa esti preparado nicamente para elementos que sean idealizables como
portico plano cuya matriz de rigidez es ampliamente conocida y ficilmente calculable.
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Con ligeras modificaciones puede ampliarse a otros tipos de elementos siempre que se
conozea la matriz de rigidez de los mismos,

El programa se ha desarrollado en varias fases y consta de un programa principal o
director v tres segmentos. Las funciones de cada uno de ellos se describen a continuacion.

Programa RALER

Es el programa director v su Gnica mision es llamar sucesivamente a cada uno de los
tres segmentos restantes,

Programa LECTU

Este segmento realiza la lectura de datos generales del problema a través de la subruti-
na GLEE. También crea el archivo MRLATE donde se grabarin las matrices de rigidez late-
ral de cada subestructura.

Programa LMAT?2

Este segmento calcula la matriz de rigidez lateral de un portico a partir de la matriz de
rgidez global del mismo. Para este fin se utiliza un algoritmo general de condensacion de
grados de libertad cuya descripcion detallada se encuentra en la referencia 1.

Programa GMAT4

Este segmento realiza el reparto de carga lateral entre los distintos contravientos de la
estructura, Para ello ensambla las matrices de rigidez lateral de todos los elementos de
acuerdo con ¢l método expuesto en el apartado 2, resuelve el sistema de ecuaciones [8]
y calcula los desplazamientos y fuerzas en cada elemento utilizando las ecuaciones [3]
y [5] respectivamente.

El listado del programa puede encontrarse en el apéndice.

Un esquema general de la entrada de datos se encuentra en el ejemplo desarrollado a
continuacion,

4. EJEMPLO DE CALCULO

Para ilustrar el manejo del programa de cdllculo que se presenta en el apéndice, se ha
desarrollado un gjemplo que corresponde a una estructura formada por porticos cuyo esque-
ma en planta se recoge en la figura 5. Los tipos de porticos se indican en la figura 6, y las
hipotesis de cargas en la figura 7.

Los datos y salida de resultados figuran en las hojas siguientes.
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Fig, 6, Planta de |a estruatura,
PLAMTA HIP=T1 HIP=TT
10
9} Fx Fy M Fx Fy I
3 1 0 288 vz =36 288 53,28
7 2 n " " i ] it
G 3 i i " i W "
ﬁ 4 " i i i i L
4 5 il 1] " [ " ]
3 ) 5 Wi W " b i W
e T i u u =12 " 26,20
1 a " ] " =1.2 " "
9 i ] " =12 " "
i 10 8] 144 BG4 =0.6  L44 1a.14
Fx
M

Fig. 7. Hipbtesis de cargas.
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TIPO |

——— g 1

PORTICOS 1y 4

l y
27 28
25 _ |26
23
2 |e2
@ 120
|16 I
13 14
0 IR
7 8
4 5
- -~
" v 43
o

FPORTICOS 5 y 7

T
B B—
TIPO ¥

FORTICO B
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Fig. 6, Tipos de pbriicos,
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5. CONCLUSION

[l problema principal que se presenta cuando se analiza una estructura de edificio fren-
te a acciones horizontales, es encontrar la distribucidn de esta accidn entre los elementos
rigidizadores del edificio,

Es prictica extendida entre los caleulistas realizar este reparto de forma aproximada,
asignando a cada pértico la carga correspondiente al drea tributaria de fachada en el caso
de viento, o el drea tributaria de forjado en el caso de sismo,

Este método al no tener en cuenta la rigidez relativa de cada portico puede estar en
algunos casos del lado de la inseguridad, v el efecto torsional del conjunto cuando hay
disimetiria de cargas, de rigideces o ambas cosas a la vez, hace que unos porticos soporten
mds carga que la correspondiente a un simple reparto tributario.

Por este motivo es necesario disponer de un método de cialeulo como el presentado en
este articulo que refleje con mayor aproximacion el comportamiento real de la estructura,

Dicho método al manejar matrices de orden elevado, es adecuado para el cilculo con
ordenador, Para este fin se ha preparado el programa de cilculo que figura en el apéndice,
escrito para ¢l miniordenador HP-21 MX, del que se¢ han utilizado 11K palabras de memoria
central, v un disco como memoria periférica de almacenamiento.

El programa tiene la ventaja de caleular directamente la matriz de rigidez lateral de un
portico a partir de la matriz global, utilizando un algoritmo de condensacion de grados de
libertad.
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APENDICE
LISTADOS DE PROGRAMAS

A continuacion se incluyen los listados FORTRAN 1V de los programas desarrollados
para ¢l ordenador HP-2 IMX,

Las limitaciones actuales de dichos programas son:

Nimero de plantas NP = 18

Mimero de elementos rigidizadores NER = 8

Namero maximo de nudos por portico NNUDOS = 60

Nimero maximo de barras por portico NBAR = 120

Namero miximo de tipos de seccion de barras NTIPO = 10

Ademés debe cumplirse para cada portico la condicion:
NNUDOS x (NBAN + 1) = 200

Siendo NBAN la maxima diferencia que existe entre la numeracion del nudo origen y
nudo extremo de una barra,

120

Documento descargado de www.e-ache.com el 21/02/2026



2500
Ehed
&R 3 w00
CET=109T8T+ 02 =110+ LR " 0=1]91ni*Ca=1000dn=00 In0dn oF AFLD .
Fehp
E=E12R00m (£ ]
CIN"CROONT "I mE“(I2uT[a"=nT]CT e 08 LR e dd
H3x"i=1 12 £Q D
B=(E* 119 0™E B2 TERD
on=rd*iratel iroep
E=LR 303k dreg
. [S*E)OIMI IR "EdDdnl e "en Vs s [EEL]
S0alln"I=1 0 0O LR ]
3 atew
SHOTZINIILE OUnIwITI Y0P IO SITTHINGD S04T0 3Q senlilET 3 wied
3 Lree
SOESMDLML TS rAndal LI
NN (RN o L gk PSRN E SR
BOAl LN BN pdN e L fan T S LED
Ldeg 1l Taens DOOL tE0n
BIATAGGE N e us i chen
LEFLR | LRY T
SOSIIN' MY "BIN e MUnniE] TR
1RIBL W (RIN0In" (S gl Sialn e a4
PLEINY CRI SR LR IMA Y CRIMT RS E N RO TS FETmE N A N2 P LEE] MUnnDD TERD
3T FxeddnDenrs el
3 Sopl
oitrs 11Tl 5200 L AL 3 EL 4]
LE"SE“Q3mrN "ma3i " 1820 LbLe 3] 10 ) w2l L L
(EE LR ELLE DR o] B AL LT CIHIR Y et
[F"E10lgl+Sama=Ddew 2F EEE ] [UBweN T3 72001 haTking 1) € L ES1
8°i=r &¢ v Efiel féd w2y Vsl £ Bral
Eoalluw =1 &2 o0 E48 ] Rld%rep2and Teex i [ 0]
E=ldan whey FSTARLL & HI0ECy ol elpn
3 ARk [odr. 233323 Wzl [RE-1}
APEALTY IAGI9E 30 ILalee WO 30 gADsdEs 30 and Jvdad 3 LEey 1=550 N «ien
I =iER 2z 321 S100
23D VI3 S8 S0l QL 0SCACINTLAET A miua
ALEg=lE] 1 Iy ripg O OBHETLTHE "t O S rgh WARN 5Laq
k FUed=E L] LI tiow o OEHE LR IHE S Late IR 2l
meEsz{ 1)L 3aow rign F OMH2 L Jad A Hd et RLTY LETE
azwar ] 1iag FLrE3IL Fltw L]
a7 plaa (e AT (oA  tET S0 L Bl paaa"e L
LCLAREEE RS SRS L+ A FRL W B ET R BOLO CaZEpREI Ll LS ENENT CEET I LM LOORE )T LN A TN NT BN NN DN e e T CLEL)
CRZI)0dILL " EaZR PN COETFIN  CRERTIN LN " EEN N BN NS IS IN] "0 e T CEL L] Am 3N AET AN TEEE TN 3BV ITIN AOATN HFEN "EO0NN TaT IS Eakeh Numel Luey
AR AT AN T RN T A TETITEN Y LD TN TETEN Y SOONN e T e N P E UMY Slew(l] Lada EOal LN "N HIN e NUARUD S@ed
SOLLIN "HE " HAK "4 S0 w U Qnad ERIEL " (wI%UIn " (e FISIoE= e
CEIEL N " LEInDIN" L9 w1 dlel" Saud PR NN R ONT LA PMA Y CRIMX T (AR NEEIUL" LEPESmEN 10 Rl Sunnld rGogd
EE-FLERE FE-TT RS LVRN TS R LR =520 R R e L L £ B A T sgcd FEIOAN"LEIZan LS hEe™ LUIENI=dy Baga
REISL " LENEom e 1N "INE " HI s nisnanln fuas LElmadTe nvelice LT
C5IN1347 mEodlad CaARW ATEsNld beRd

WEENLd bvad

opbTE SHVE CEOEOD SWESH RlpONsd MU 51 LeEEusl LS Enas
S3RbzN BNTE JOEER LNISN Gideen] Sk wl bdea@El L AFTE

121

Documento descargado de www.e-ache.com el 21/02/2026



dEI0T IMLs "R NI Ow e
argasti=L @v 0d
=8

CEEOMi="miTIOrda

LEzElT 33 Scdvsed

Il 1w0d

LY
CFMdE2A+LEndm=iindT
EU8=r 42 DG
Teine[R=Tn]lag=™
AS30" EwEs" BN hCow I
SHiEEN sl 92 DU

BE 0L 03037 03"SrIwamd 4l

ANk LAz
asim=an

PE+3" Iz CANINL R DI L rIesaLd sl

£en=r 52 ow
T+IRSLE=TN]=i=Lm
&EIATINL " sNTILTie
d0dww" =1 £& 0O

52 Q¢ SoRoTeITA0avu Il

etz ixsmInire " dlessendnr=s

QNE0ENDD 30 SINTEIECW0] S¥7 3T SAMOIIvaIQlssuld

LS W e
EREeS Oz LEns INRIT
INEsiENITELENIN

ETal LA RN AR
CECTE TS HIT

Lk dnzin

Lrs Dras it

T R R Ty E
==l L eEres Ly
ERERCRsgn)T=-LEsZn]lT
ERE={i*isale=gioinir
IeTamEInlee " wzany
Afw=sCEM LN
Thg+Lewin=ddnin
ENv+LEnIE=d In

Ixedmzdw

dwesln=imn
IfF-sld=insikedslv)s
afir=(@edminzigdedmln
TR R 1%
sl geinda=qde inde
Eelxeein]aes
any==LE=fuaslurLn)s
FAT==LRSEN+ LNDT
whwsllsdrmpEsiiednin
afivslLleErdm=ii+lnle

s IEeEeEINI e " Zi=g 2BV iz ElE

Artg=siRud Endw
ENESLSnITElamy
ENEafinlr=LinIE

Lt Tt S B TR U e B8 B E]

BegusLi=Enankzdn
Reduel l=En)aEzLs
AL LIL e

L4

L]
12

52
éc
g2

Uy

SeI=5T

FeE=8S

A*J=23

RLTE LIRS bRk
Ane I L b FAFT AL
LEdQelLl=m

Na+5=g

mET I ]
ASeS+ =R apLSrL=Tn
[ERa=t@nass
Limja=ignia=]
LEpr==gn

LERER=1Y 20Ss

Hyeh"izi ® ud
AT &
TOsQ7"E=1 & Ou

Ii=lww 771 30 aD1dTerrls

NTEATLN
F R L R
SOOnLPL A0
Anhm Eawp) 2
THSRTENENEEST 12T ANl 4L
KR lw=LEdI=1n
IO TAR“IIEN"CRDANL e "R )L Ju
BYYLTLEE & 10
deuriEs
3 1sel b
HEEez12"E133%
FATE LT TR i et
A EX2EEH
LL "E)d3n=u
I 0f OSi0 B3I "wadhtal
(Z 11238 (N 11035 L» "Nl 0T de
JAsmeu=l L oed
g & v IELGIN D%
FA&AY A wllAdsi tsL0ds BS
[ UR TR R [l T 1]
AsoEnm =1 LENaAd R YV hnT dn
[SQUNN " IZL"CEdE e "RinTaLvEe’
FrerIvEN T ADATN BT
SEaz Nt =3l sba CW
Arwl=rdnaa™
Rz
SEEn

CEIwmN ML " EE0] %3] WIFD

Fegereri2=1pegi=1r=3n= (R=11=Lr"R1On]
oA LERIT e ai O L2 "l DAL ™

(OZ1I0QL LD  REETI I (2N I AORR i) T LN AN NN "DDE L L e T
FIEN IR NN ETESN T I SN TREN ADdTN TRt BOON T s T S A0H tewD Y
SO LEN"mm" maH el WOnrud

TR R FES S R S B 0

AN ERISNT T LR ME ER IS L ER BRSO LR LA RS LLLE S0enCD
LRI " LOZ2)E " Can"@iks ROlSwdnia

H5F2LEmT mEESlS

T*enld

oNsLs "M Alur e b

it d A

pEEEss FRIE SSUAT TMISH ¢ligseed S0 S0 LeRbuosl Ibueas

Documento descargado de www.e-ache.com el 21/02/2026



2 M3 WIQLETE 3D SIUMITILSICD €07 I AbiIvILIIo0w

I Qi OSCe" 23" xnm) Al
AAvIQiIsriinkr=any
CEN"E*FIx3ani=in
LYpsd=r

LAl 1= B¢ pa

SIeolaFany SINOLIWMD3 Sv1 JAL0E BYNIWLNI ¥ Ovis3sll
30 SOg9ES ¥ SIUNILANOLSIEE0] SINOLINNIT ST 30 wULIFRISE

2 01 PILATuIETWILA0 0
ANS L ER

THLn=N
mhvelweSelallv=CEniv=LIn)T
LAw"ir=w 20 ol

T D1 DALE w3~ xnwhal
avICIdwrlEFY v EQID
CANTF"ran3un

1=-0=%r

WIdF"EE=F LL GO

S0z 00e EIN0IIvAdE EvT IME0S HvNIWITE ¥ Oviedwll
30 09729 ¥ S3UNITONALSIEE0] SIANOLITALZY ST 3@ MUlIvnEdw

o2 Ol C9LmaIN B3I*[ral
€ 0op 02

ANkl Ew0d
gsREf4dviciaw
LEr+2w 011 r=Lolle
1=r=tr

£ DL 09imEET"19°r141
IrsE=r

1+ai=ul

I e 417 £ o0
el di=v10 21

S ZE®aww w7 ¥ v ZEWdTW ¥ 30 SIENITITLICT 0 OSvaSwed

BT Q8 SOO*BI"Co% 91" [hred] Al
MEFwsN A0 [RD3N" 19 WL 30] 41
"iwel==lar

[awm E*1Ix3usi=vaiul
L=i=1l

moak L=l & ud

E=gusiin

p=zol

E=rLAL

]

BE*A=1 1 ol

Tiadwm v 30 GE3ID ¥ yl5ing

2SLieIN)#In=1]
fef=ragri@=Lis0i=1)=aNe =T =q0 "Ll

Ir*1)8 0JI[=33L DiNIn3TI W3 NOLIESOe ¥7 3ANANRI0
CENE“4OMISL i)y mulsSn==10

-

LR SRR

il L

[FRERepE

el
3
bl

i i

bt

sE20
dhER
©5aa
Lidn
L]
EL20
&.én
Iagg
vide
secd
pele
LEEn
TR
Ledn
L]
TLew
TLdn
RIew
L4 ]
-3 F£]
wide
L&D
1D
SR
LR
wi1en
Fiéo
1&g
Eign
YT ]
w0l
Ewed
pd 1]
S0en
*020
EQcn
a0én
lwen
EogR
T
Wl
imig
nla
SEld
enld
Enla
2n kg
iakd
(4.3 L ]

Lwip
il
Sell
Tewip
il
E N
igin
LRE]
ed il

YOTSNPOE0] I[IdEww ¥7 37 =0[234nS vOvERIwwlel WhOIZH
MYAHISNDD T EINEVENTA 30 Oude Me=OM

ByAaISwED T S3TETIAWA 37 vaSET=3l

TrILEES 3T vAnRE 3Q ORIARImIESETEW

rA31SIS TBC EINOIIEGII FQ OFZmNL="E 3%

MrENICNDI v 2Igivm W 30 WonNEEImISEE

FLMTH A3 R

TIIHLIWIE ZLFEWs 3O EIROLIEAII 30 YRILSDE N 39 A01JSSRE0%DD

LERETEE NN T L FURE FE kR LS R oL
a% 3

moetil de

e+ 2EREs N i=[d=a qunl

I=in= Q00 93" 2SI 141

[E=E%*dl0l batm=d 0]
MERLISE T =d ™ 4" SICT VAL

EFCI TR CF LR BN RS L

F=r=4iot

ACTI}Y RIEE0IL OLWNImIYZ T30 WREJIE0d T IRIFNAIS

CESA Y IIXI0ME SOTLINTS E3DILNE
[LF }

hEfhg 3n

RN

ANk Las0d
WENLINCINIDOI"RI"104]

Sxtl=ni W oDQ

[9m)a] KOisA3«i0

A OENrA N3 FRNIBNATY
WiSs o 1% “ST YLIEEN ¥ K3 WEST 0 OMInnN NI 15 FEINELnDDY

[SnS1 T INE MOLLINMSE BIDILNE
[FL ]

SiFEE

HFUArE WD

g=38T %

T1TEXELAFEDTT Whad

Anm | LDl

ELT RN LN ]

l=g%+d [l

Ledi=ll

CLER"ZRR XIS /I E0% "W WOEIENIT ol ivmeld
[ZENT=r e @) " IANGT "SI ALl
=il 0% @

[] COErT
E=nl

(S 1"ELE T "S3El " 1" eI Surel TARD
ZrCAsghpean=glh

(G 29l IN"POIN"RINLEES 71770
Sh=(SIEIRL™

R ML= ]

SNkl inud

Fags=LEenN)9d

Fegn=n%

[r 1L 0906 "3 10 }eS Iud 4]

L=l fr 0d

Fo|l=En]=2N

-

11
0s

1] ]
e

[FRFREEERE TR N

i

U uw

TR
LLta
LIRL
SLNE
ELRE
ieim
&ein
Tain
[FR TS
LR ]
E9Ld
FL L]
BEEE
LRit]
L -]
LA
CL R
i=ie
LE L]
whil
=ale
Lele
wH1A
BE10
raln
£519
esln
(-0
EERT
LR
LART
L2085
LR T ]
LT AL
reld
frlp
FERE ]
iria
pela
sE 10
FELE
it
QLR
R
LA
iEEE
2E£10
Thla
veiQ
T A
CTat ]
Lane
=£an
210
LA ]
s210
e ln
121
-4
Bily

123

Documento descargado de www.e-ache.com el 21/02/2026



R LLE]
on3
AENlie
ML AINGD W
[FFEM ' QET LG "I AN SE D V1R

ERER
ceLn
loka
LR
L84 ]

INNTENDD

CRRUSNE] ) E st

["i=r L9 o0

[T W W2 IRl “2eI " 4N #0738 TI0 D

% oL &

[+ EL=0

[3Fem* 21 120 "1 and gl e Vil

T=ink

el LY

o 9 0L 00 {IdN"IT"mlindal
Tazl=xl

R emMa=pmily

[REdR=L] ) Nans

A" imi=]l =9 Ga@

EMH

LLERLY |

CHIN N Q2L " W] "HMAL "4N) S0V 3 TUED

% L e |
L PUEL BTSN

[R5 ]

anslyral

LI PR R b Pl RN LR |

L+=f=2a]

[E)NanB=1LeE]1n

FEEE LT

B INE=] £SO

[FFam“ W RET" 190 " BaFL " AN pPOw 3R Vg2

L LT

C=ny

STE S LAAWIAL

FLER L [

LIC LR [T T

L (5 =0 bz ln

PO LN (99" e M) Q0N+ INaERr ] =LAN=nTpN
pu=xl

CCEp IR {1781 " CORITANE " CEDERED IINFHenlngd
(RZE) TR (RZLIIL " CEIT iR L dNG  (eQ) T4NE " [rrildn NOESNInlE
MELD ML Baw FW0A QMT JE0d MIIELIT SIINIGIASHEEL YL
I N "IN 3% DM AN " ) SNTRL 3N DDUeEDS
(=

LEt &L

ANNLENGD

Ann L Gl

Anm kel

AaCimITd O™ LI " (SN D] "mhNE DL

Ewel =n+2v LQENT=f I R=CAMIT
J=w+gmpli=Ln

CEN“ D CIEIen]=Ln

NldrTl=x E¢ OY

T M3 MIGESTIM ING SALNIEILA30] SOT 20 WOLI®IE2100a

Fl 1%0D
npe(@mIv=LErpe=(inie

CEN“IP IhR3cml=dnll "L " Ar1al
CAN"ILEREIUal=2n

(RS Rh FTUHERR |

22 OF DOEMLACTLOTIFD4L
CETI9L=LF

A=A 22 Bd

s

(1]

L]

&2

[SRSRN

124

Documento descargado de www.e-ache.com el 21/02/2026



CElofle={l+ien reidgn)a
[elQEle=drsten 1aldn)y
e pdonlzalan
SN ISl 129 GO
SN iz 12d £%
FENT "I Riw

ds "L #1323 gg
anlzi @iw 00
ST LSl eEscan
ERr LIS fei="an
A E"SEN"E*TI"0"UE20IISKaE 177
b5 OL 0% e 03 QI alinls, 21141
f=rr

INN[Ls0d D@
anv=dam
afiv=dam
ELCERS T
2rE=zInT
R daT
AmEsanEy
TEESany
L BT
LR LEEEFT0 |
L] BT
TA=zEw
I.—_J.“nﬂ
fH=dT

fe=xnw ar
rr alimlalenenl=i]

2xae (P 1T+ Lmdu=deyy L9
AL L= e =
[Eavng=zpm
Fr'i=f &% Qg
Foamng="
durizf ¥ 00

LSRRl R LN EER SN ]
LA SR Eo R ]
1+drizm
én"i=] %% oo
Féglande®
an" k= 979 yg

I 1A+ LEaT=iNbe 59
MEESLE=T] e T=w
Eogh=n
CrE=0 &% ud
Fegu=7
di"L= &% 4

EE L ER S P EEE L L)
[+2/00=T)n 0w
an* izl B9 g
FagnnZ=T
N I=F 9 09

CLERNS RN L ERE S L L]
ESZrl=Tpe Tz
M°1=] % 00

Feen=T
aNtl=rp % 00

AL S LT BLERE DL B L
jegrilafop=a
r*i=f 2% 0g
dan’l=0 &% yg

InwiLn0d B2
NEIGIhE=ll+lan "Telanby
Al yE=dr+lan Do laaly
RN B LR ) |
UL B o A =<
ddX®i=] 12 U

D=Lr“014 0l
aweizf 9F oQ
dm* =] 0L 2
LS"RE1Sielsden
a0 lal=len
ERT7ALRTL "RE D 1BIQL IS ~eEL TURD
BL 0L OJCR"QITACC"SRENITER D) S0
2UI=rr bE wa
imswjirpzdpm
Emmeavp=doy
EFEe WS L
EwEevEI AT
L TR ]
(LT,
ERavTzRE
WEswL=JdE
myawrzdy
LdlEWIB] Te=0m
[CIREFEEUERY |
LEdIw=glEw
MGl ImAsTaLI]IvE=LwE
mynflllMsawEaf[]lvezawy
AEuTis[Scwlg
fENRhEQd=vr
ITAsll LM 2cEsanT
pinLzll ®5 04
"ERISSefes itz
EFlLbgm) mpa=dim

E=Lids BEE

wiN"Es] S5 GO
LULELES R RN R L i & R LTS S et B ]
LMy N mEAl " LET0E INSD VEED

ATEQYE 130E91e 30 2imive PY 30 WDlIves=Dd

TR EE R E A LSRR BB DR N L& BN ol T30
. (eI AR L L FdS IO (T2
[RZE)Dal L " (OZEorN" (2T IN " (OaFR I L  d i Ny @ "N In DNl TN e T
TN FETAN TR IN 3 ETINEN " R ATN T TN SO OnN  a T I Al Nlwan DD
FOAlLS MR EAN T EN NDanld
CRIBLINT LR INDIR LS 90 9]al

RN RN AR L A o L LIS R LAn e COSTLILE SDrald
CRZTI8 " ALINA[ERINE (P EIRa " CETITLIL (T L) WOIENEALD

(510LTRS nraSOee

Tt

T'eNLd

POQQ=E FxTE COPNQ INIEN QECETal N0 FE LOODDE=E

RpEED
[R-1 L]
agen
Lu0a
LELL
isea
2545
(1L
a%ae
[ =54 |
iR
cren
sRLR
ar00
1]
TEOR
rad )
1=08
e=o0
eEOR
vEOB
LEpo
SERR
L5 2]
LR
fiee
e
B
L LR 1]
LT4 5]
LSS
LLEm
aLvh
Lron
=41 ]
Lcaa
2ena
bl
edTF
(AL ]
wide
LiwD
TR0
R 1E-1]
rlCD
100
gion
Tian
bl
sOCY
L]
Lol
aan
S933
=REE
£reop
£CER
SEha

avm3s

125

Documento descargado de www.e-ache.com el 21/02/2026



HEPIL A= T 4]

I+QCw =00

I=1l r=» @1 gg

Alai=apw]

arlol=vMi 41

(OrIAI bt al Ivzmmay
r+3wigl=aviol

Eenldlzafal

E=EoR=r oL a3

e=arlal

E+ARai=Aldl

wrZ=0 &1 0w

dsaldl

NOIIY I el YRR IImOD

CRIm wOES™Ea 1R

A0 w0 alW BV CIYAES TP CEYNHNI0T 20¢ TINIT A3 TOTHITTROE A
VILELIwiS T TIMLTW ¥ NOOD GENTS B0 "R3I SIS KN FO WOL20 M0 3R
LLLREURS Bk 3B D8 )L E AR
axd

s

EFRLL B bl

PR S L

[EEIFEI =807 ¥

ANNL LD D

AN L)

L8Rl RUCLE § L5 R LF LLES RET EET
LR R R P R PR T
LRI NI=N YN

LT R LR L R T

ROBOZ " H )3 fEmine 39 NI H AL
dM " Li=Y LR Og

BienlWTEN] T

X MOLIJJ3=E0 w1 M3 I300968 34503 00S

LT R b ¥ Tadg 30 TINEd o F I LTmpDd
LT R T PR L
LrvE*Ld"e =0 WaSNY "N LEY . = "B Ld"e =N L tEniw
"F2TE0%e HOOTZIOISE® DANINITI L “HEZ'/5 MLTmbld
RIANISNT LIl M 3NN INOECR] "9 30l p™
DENINANGE "I "NETNTD 4L

(ODDZ "RPILIEmMdDe™ 39 "MITND 4]

L RS B ERS
QUIM3INITT vATY IMBUE MTNLIV 300 SINDIINC & SCUNILalocwm 507
FRIHIEI 3§ 7070 SISL04IH 1Y THEL SOOTEREIM Ju wI153panl

ErdldniatmEeqlztl
LREFES ERS TR RPN
dN "Iz lm E91 00

“t=imlxrd

d "= 191 UG

Aol awed

HolaE Y@= 0 rldn " Trelamty
AMIGENE= LI+ lan " Ve Ranld
AP L peNEsRIgL
LANTI[=T B vd

C0- LR e L

. ASEAC VLR

dB " L= L0E O

pat
owl
®O01
208

ELL

faal

i

e

L

2
2
2

UuUUow

gLde
i5ea
BLE0
LEXQ
rEcn
T4
&Len
Lide
T4
LT44 ]
B2l
Ll
#eddn
sd2n
i
Lean
€éan
1é2a
padn
ERE ]
viZl
cien
w®iegn
LR ]
ERE ]
10dn
20Ee
ER2E
[ ]
LLL4 ]
Modd
P L]
Ll
L1 T
LT ]
Lindn
2020
loda
DEda
LT AL
LR
dskd
sl
56 k9
LT ]
ieid
LA
(LT
A
AT
LR
FLRT |
LLAL ]
Swia
LERY]
ivia
FL AL
ek
CERE
[ N3 L]

[F*a2 a=ls

Ci bk S b -1 TN T |

(5" 11191 l=den

[ R )0lel=nas

(BYIFEIN"E 11 "D I2IQ0IEsrELl WTY)
ANKTENDD 19T

AT IFF IR IL4MT s ) A eEs O amsd ) e

EMES[IFATLIL+Ngn (FLIAdETe[Pr ) as ) we

dNTESIT 1%L 30

HMEe[INIMAsMTE | Iu]eTsiwm

Nre[IN)ml=rgs [ Inlrasges

(L R

Lenm iS0l=-y

Jdwd AN pSnmennn

LETRET L1 % TN

Gelinbnd =1

LB B L

=INCL=In GFE 00

f=%ITM

REl's STSILOGIM" XL /2 sl ullTmeDas 9G9]

AL L R I T-EeT

ANKLLNOY MOST
CLE"S R4 XN IE"E0"2f) Lrmudd T0OL

(FITLIL R (P X "CLERaRn ™) 3L fanr
dN"E=0 BESL OO

A& mRld33NlG I NDIXI3=EE LR P N 4]
S CENIIAN N TS I RS E LR SIESLOd M " HEC " ula NI EnEns SO0
EETTRREFE TRTT

labndETmald Q00E

LR R R SR PR T4 ]
TEANaFH [=i T wy
e 1=T7 esE o0
REnim=(mld oml
Wegud L =Enahy
di " i=x DRl o8
iewle=lfde GET
rej=inzon
di" =l DEL g
Al=lhwdrneininztn
" E=1 B2 o9
EHMTEN "D iR 238 VEED
gNviTEN
[EmEn=N"{ubpiia"SlGvae 01T
Em@as ey
Al=lhogmeisinzgy
HRtA=] oLlE OO0
Eriisdnlvdn=in
dnrisgy

IIGI2IY 20 Ilalvw T TATREdE COTOINS T

ENLRE bR 1

I pidsgulvzirine 99
LA RS BN ]
Iegdundzm
Fei=l %8 o0
TasuedzT
ds* izl S8

Al 100 Q2

P |

2

. |
¥
&

sl in
N Y-]
wLlQ
LT ]
LG
(FAT]
Ll
eiw
wLie
LT
P
LFEe
aaLg
SaLg
TN
£91a
A RN}
LLTT]
Ee A
LR
L]
L5l
FRIR
EE ]
LEA L]
L5080
a5t
(L3414
RN
B=lg
LAY
awin
w2l
LRl
w=ln
iEie
anie
itig
riw
(28 E ]
whlR
LEAD
TRiR
R0
vE1D
frie
FELR
Teie
LR
LTA8-]
vl
LELp
el
Seln
=gin
Eeie
&L
Reap
adie
CARE]

126

Documento descargado de www.e-ache.com el 21/02/2026



ETLE |

LLE

L1 Lab ] ]

InsLin0d

C93am G20 " TEI "WaF I " ANl dLfem WIw]
AnwL w0l

LFXanE=Lrnang

1%1=f &4 Gu

(3" N " RE21 71 "eaF " ANT 407 3e 1Iv]
5% 01 0%

Ee3demi=03mn

[N B2 L IR AT ANl E = T D
1=1ri

AN L LwaD

4% 0L 09 (Twew” 30 wnw) ol

I+ep=n]

I +mirsmlin

fxllx=LEhNarg

PYUINIE] 2% 0O

LER T

Frazin]

iw

L0

i

&5
w150
LiLn
FILQ
5150
LAY ]
Y]
2Lin
1]
OLER
[T Y]
LLET
Latm
L@
SR
roLO
(11
1]
Y]
Evim
LT

(95am " n 21" 10 "wuI] Y AN da0w3e 1ed

T 01 G

E#33pN=0den

T=ImE

INKLLNTS

LT AT P e B L

(ERET ¥

(FFRENUTIREHES

I *mimzaliy

HFYINMl=l s D0

LEEL LR B Rl - R B T LI L TR R |
e=ind

=all%

R TR LR ERY

ELTN LR E L

TedpR " L I QDm=an

AN {ER T L= [ IQln= N

Tap /LN [R5 1 =]IN])G0ms INenRs [ [=00]=g3an
anzx]

OO aE LI IMEr " (AR 1ang " CRPABI] IINFNenlngd
CRERITRIYAR2LILEL LRI AR L4na? (2] Tang (ol )% welEwinin
WELQ ML Fdw FUI4 ONT Fedd mIIWLIE SIINInIASvEIEl wivd
UE TMTLN " Im " ML "dn STl AN[Et0Eeng
a%3

Fetin 1 3d

r=svioi=osial

L=f=i=inl

isvigfdmriEnliT=lenliv

Whdmizdnl

Hh"i=0 *L oQ

Iml=@nl

PR e TR LI R FRE SRR BN R |
wefnl=2mi

Ext =] EL D

Inl=dm]

wewl4T= Wl 4l

l=g*f=w £E L3

21 B LI INTRFErIsl

STICE=r L4l

iml=2nl

="Ern=l TR G

SErlGl=tml

EFLEex)nn=an 2|

NOLIvWrinslol Rls

PLENRRE R 1R FRE CHCT N8 R N T R g

Tl al=vIial

[ EL S EE |

f=%i=w C2 90

Alel=dtm]

(arlalkws(aid]l bremmiy

arlor=wnlal

I*hlal=81d1

rearIgl=2114l

T=w"i=l 2& G4

LepNfat=nldl

@=oviak

CURN EE TS ]

RAUMIATANIEPOM] SONLWw=L 30 WULIR DNV LEL
NN LURDD

LT et FFR L D -tnt P ER e D ]

S

LE ]

%

%
k1

o

el

e
L2l
e dn
Lazn
=ndl
Enda
anen
T4
Pedl
Bl
UL T4
dwdid
Al
SedE
w2l
iwdw
2ulW
Led®
el
wLdd
dHLEw
g
SLad
5429
Been
5429
2429
Lida
LIL]
Bl
CR L]
LW
LRl s ]
SFED
reca
£926
5N
lsgs
[LE2
ahdw
AT
Ladm
FLER
LG
LT
5&0
ELER
LR T4
214
L]
Eega
imda
L]
SEdd
LTS
=g
28
L L]
L1
BE20

127

Documento descargado de www.e-ache.com el 21/02/2026



ACEROS Y TECNOLOGIA PARA LA CONSTRUCCION, S.A.

Pateo de |a Habana, 14, Madrid-16.
Teléfono 261 20 85 — Telex: 23533,

Barras roscadas sistema
GEWI para armaduras,
fabricadas por AZMA, S.A.
Accesorios para uniones

y anclajes,

Sistemas DYWIDAG con aceros de alto |imite eldstico.
Barra ¢ 15 mm. Calidad 90/110, fabricada por AZMA, S.A.,
para sujecion de :
encofrados.

Documento descargado de www.e-ache.com el 21/02/2026



591-9-35

Un método para el cilculo de zapatas
de muros de contencion
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Catedritico de Construceion |1

Manual Montes Tubio

Profesor Adjunto de Construceion |

Escuala Téenica Supetior de Inganisros Agrénomos, Universidad de Cérdoba,

1. INTRODUCCION

Cuando se proyecta un muro en ménsula, el dimensionamiento de la zapata se suele
realizar mediante varios tanteos, referidos tanto a la longitud total de la misma, como a la
longitud del talén y de la puntuera, hasta que se consigue que los coeficientes de seguri -
dad al vuelco y al deslizamiento, asi como la presién sobre el terreno de asiento se encuen-
tren comprendidos entre los limites admisibles,

En el presente estudio se plantean unas ecuaciones que han servido de base para la
confeccion de dbacos, los cuales, con coeficientes de seguridad clegidos, permiten determi-
nar las dimensiones 6ptimas de la zapata,

2. HIPOTESIS DE CALCULO

Para el cdlculo de la zapata establecemos las hipotesis que a continuacion se indican:
a) No se considera la componente vertical del empuje, sino exclusivamente la compo-
nente horizontal del mismo,
b) El empuje estd aplicado a un tercio de la altura total H, y su valores K . H?  siendo
K, segan la teoria de Coulomb,
1 cos® ¢
(1)

B=g? [1 L ) ene —_5)]'?

cos . . cosd
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donde 7 es el peso especifico del terreno, ¢ el talud natural, @' el dngulo de roza-
miento interno entre muro y terreno y & el dngulo de talud superior de las tierras con-
tenidas,

¢) El peso de la pantalla del muro, més las acciones que eventualmente actiien en la co-
ronacion del mismo, supone una resultante vertical de valor N,

d) Unicamente a efectos de fijar la lfnea de accién de dicha resultante vertical N, se con-
sidera un espesor de pantalla equivalente a la décima parte de su altura total,

e) lgual espesor, 0,1 , H, se adoptard para el dimensionamiento de la zapata,

) El peso especifico del hormigén para el cdleulo del peso de la zapata, se fija en 2.5
Tm/m?,

3. FORMULACION PARA EL DESARROLLO

3.1. Valores a considerar

a) Peso del sistema

N Comprende el peso def terreno
- A
| = que carga sohre ol @lon de la
zapata, el peso propla de la za-
! # | g pata, y fa corga vertical que
A i 1 = transmite la pantalla de con-
L r , tenerin.
A i
C G D ik
= ! R -
Fig. 1.
P=v.y. 09 H+25,0,1 H 8+N=09yyH+025HL+N (2)

b) Momentos estabilizantes v de vueleo
Considerando como posible e¢je de giro la arista inferior de la zapata, A, ¢l momento
estabilizante es:

MU=o,9~,yﬁuz_.’21)+0,25H2,§+N(n_y_o.osﬂ) (3)

Este momento M, ha de equilibrar el momento de vuelco, para que exista estabilidad

en ¢l conjunto; dicho momento, debido al empuje horizontal sobre la pantalla, viene dado por
la expresion,

M =K. H*/3 )

130
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o) Presion del cimiento sobre ¢l terreno

Supondremos un reparto constante de la presién ejercida por la zapata sobre el terreno
en que se asienta, lo cual no supone en los resultados que buscamos diferencias sensibles con
olro tipo de hipotesis de reparto, tales como triangular, ofreciendo la ventaja de una formu-
lacion mis sencilla en el siguiente desarrollo,

En este caso la presion sobre el suelo es:

P
0 = e (5
TAC )

A es el punto extremo de la puntera y C el punto de la zapata por el que pasa la resul-
tante del peso v el empuje,

AC = AD - CD (6)

El momento que produce la fuerza P en el punto A es:

M, =P.AD (7)

Por otra parte podemos establecer la siguiente relacion de semejanza entre el tridngulo
rectingulo OCD y el tridangulo de fuerzas E, P R

ch E

Recrud I in :
/3 p.clL donde (8)
— E.H/3 M
CD = 1‘*‘—/ =+ deaquf: (9)
— M,-M .
o e (10)
P
La tension unitaria sobre el terreno serd por consiguiente:
p? |
o o i
2 (M, -~ M,) (11

d) Coeficientes de seguridad al vuelco

Normalmente se adopta un valor numérico igual o superior a 1,7 para ¢l coefliciente
de seguridad al vuelco,

Como sabemos, dicho coefliciente viene dado por la razdn entre los momentos de equi-
librio y vuelco:

. M
C, = ﬁ: (12)
¢) Coeficiente de seguridad al deslizamiento
El coeficiente de seguridad al deslizamiento viene dado por la expresion siguiente:
P.u+F
¢y =~ (13)

donde hemos introducido dos nuevas variables: p (coeficiente de rozamiento entre suelo y
zapata) y IY (fuerzas independientes de rozamiento que se oponen al deslizamiento),

131
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Se suele expresar el valor F como porcentaje del empuje horizontal E
Fema E (14)
siendo « la constante de proporcionalidad.
De aqui, la ecuacion (13) se transforma en:

. Pu
Cy » = + o (15)

férmula que nos da el coeficiente de seguridad al deslizamiento, ¢l cual se considera admisi-
ble cuando alecanza valores iguales o superiores a 1,5.

4, ECUACIONES DE ESTABILIDAD

A partir de las ecuaciones obtenidas en (3) vy (12) podemos escribir:
099yHE-y/2)+0,125H® +N(R-y-005H)=C,, .M, (16)

Mediante una sencilla operacién y sustituyendo el momento de vuelco por su valor da-
do en (4) obtenemos:

yH)’ (EH)’ yH) (EH) H yH
045+~ + — ] + 09| =].| =]+ —=—"=
0.4 ")‘( gl 0,125 Y 0, T(N ~ + NN
R H#\? H?
e Bl (b7 NS T 7
(%) +o0s a
El sepundo término de la ecuacion anterior podemos eseribirlo como
o | RifHA H? : H?
Civ lj,_! (I’:l) + 0,05 N—} +(1-C,)0,05 N

Si despreciamos el segundo sumando, la anterior ecuacién quedard de la siguiente forma:

H\? ¢H \? H ¢H eH H
‘°=“5”’(YW) *‘ms(ﬂ) +0'97(YW)'(F)+W"YN_=
[ K [(H? H? |
_'C'sw [3 (ﬂ') i (J,U'S ];;]‘1 (18)

El hecho de llevar a cabo esta simplificacién supone que si el coeficiente de seguridad
al vuelco que fijamos es C, | tengamos en realidad otro C}, | cumpliéndose:

H? K (II’-’ : [K (H*)’* H“]
005 —+0C, ., = |- m O | |e=] 005 = 9
1 H 85y 3 w) by 3 N U N (1 )
es decir:
. D,IS(C“ -1)
Cw "_'Cw T H! (20)
K. N

con lo que el error cometido es por exceso, quedandose, por tanto, del lado de la seguridad,

La magnitud de dicho sobredimensionamiento en el valor de C,, es, en los casos mis des-
favorables de altos valores de Ny, simultdneamente, valores pequefios del coeficiente K v la
altura de la pantalla H, del orden de un veinte por ciento sobre el valor prefijado C,, .
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Con esta simplificacion, v llamando 1 al valor del paréntesis que aparece en el segundo
miembro de (19), esto es:

K [H?\? H?
o el 1 2
I B(N) 0,05 —, (21

podemos eseribir de nuevo la anterior ecuacién como:

4 H H\ W yH
--0,457(?’&)-40125(”) +0,9 5 (?’ )‘(”—)+—--‘i— Ciil @)

N N N N N
Por otra parte, segin (11) el valor de la presion unitaria sobre el terreno viene dado por:
P2
=T, - M) el
cuyo denominador es dos veces la diferencia siguiente
KHE
M, -M, =M (C, -~ 1)= Cy =1 (24)

Por consiguiente podemos expresar la tatiga del terreno como:

P‘l
R R —
2

$K.H (€ - 1) e

Dividiendo ambos miembros por la altura del muro, y llamando S a la razén obtenida
de dicho cociente, tenemos:

P?
S P TReem s ie s amn (8] biﬂn {:26)

3
sK.H (€~ D)

P 2
.. S (27)
3 K (ﬁ) (G =1)

Sustituyendo C}, por su valor, dado en (Eg), la anterior expresion queda de la forma:
2

N

1 T
L T . el R i e s R e e R ——— " 28
S5 % (I'F)! o 005 (C, 1) (28)
7 ) A K.HI/N

que mediante ordenacién conveniente y ayuddndonos de la simplificacion establecida en
(21), se reduce a:

P/N)?
ik ‘ L (29)
2 I(C,, - 1)
El valor de P, establecido en (2) nos permite escribir de nuevo la igualdad anterior bajo
la forma:
H H ;
281, (C,, —1) = 0,9 (L) +0,25 (-) F L (30)
. : N N
o bien:
H fH
o,g(yﬁe)w,zs.( N)+1—~fﬂ_ €, -D=0 (31)
133
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ya que la solucidn negativa de la rafz no tiene significacién real,
Con respecto a la seguridad al deslizamiento, tenemos la ecuacion (15)
P
Cd = —]-:,lf + e
Segin se deduce de (29)

PuNASTRT 0 = 1)

¥y
E = K H?, sustituyendo:
28 1(C. -
Cd=Np'\/2 Cov ”+Ch'
K H?
o bien:

" 251(C,, =1

Yoy Vo M SN A )

Cy T o (32)
i N

5. ABACOS PARA EL DIMENSIONAMIENTO
5.1. Confeccion de los dbacos

Repetimos aqu{ las dos ecuaciones (22) v (31)

yH\? (EH)? (yH)(ﬂll) (Ell) (y”)
—0,45 T(TN_) +0|125 ﬂ- +0.9'T —_IN— —_N— + W = _ﬁ —C“,]

0,9 v(%ﬂ)+ 0,25 (%‘)Jr | =/ TETC, = T =0

Para cada uno de los pesos especificos 0,6, 08, 1, 1,2, 1.4, 1,6, 1,8y 2 Tm/m?, se di-
bujan las familias de curvas correspondientes a las ecuaciones (22) v (31), las cuales se ob-
tienen al dar sucesivos valores a los términos C,, 1, que llamaremos V, y S.I (C, — 1) que
llamaremos B, siendo por lo tanto:

V(.1 (33)
BwSL(C,y = 1) (34)

¢H
En ordenadas se obtienen los valores de ( N )y en abeisas los de ( yW )

Como es evidente la longitud de la zapata, £, ha de ser mayor o igual que el talon, y,
mds 0,1 H que es el espesor dado del muro, tendremos:

¢Sy +0,1H, (35)
o lo que es lo mismo:
¢H_vyH H?
— i Ty e
N - = 0,1 N (36)
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Dado que N serd en la mayoria de los casos el peso del muro, si su espesor es 0,1 H,
tomari el valor:

0,1 H? x 2,5 = 0,25 H?, que sustituido en la anterior expresién nos conduce a:

-5. EE +04 (37)

yvH

¢H
La recta T + 0,4 serd la recta limite de los posibles valores que nos solucionen

el problema,

Con respecto a la seguridad al deslizamiento, la ecuacién (32) junto con (34) nos da:

3

C, K H’ + @, de donde: (38)
u N
V2B
a=C, - o (39)
g N

Como una seguridad al deslizamiento de 1,5 se considera generalmente suficiente, el
valor de & deberd cumplir:

\/TB'
&t (40)

u N

o=15=

5.2, Utilizacion de los dbacos

El proceso a seguir para la resolucién del problema ayudéndose de los dbacos es el si-
guiente:

a) Se fijan los valores que nos definen la estructura y que son:
v = Peso especifico del material a sostener en Tm/m?,
H = Altura total en metros,

N = Peso del muro y acciones que gravitan sobre él en Tms,
K = Coeficiente de empuje,

o = Coeficiente maximo de trabajo del terreno en Tm/m?,

€,y = Coeficiente minimo de seguridad al vuelco que se desee.
b) A continuacion se calculan los siguientes pardmetros:

H? K H o

= (005 +5 =) S=c

{ I H
V=C,.I

B=81(C, ~ 1)
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¢) Con los valores de V v B se entra en el dbaco correspondiente a la densidad v, y el

punto de interseccion de ambas curvas nos da los valores de ( RPEI] v };‘5" ) con los

que se calculan e y.

Al ser el valor de I independiente de lag dimensiones y forma de la zapata, todos los
puntos de la zurva con V cte,, tienen el mismo valor de C,,

Por otra parte, como B depende de 1, C, y S, siendo, segln se ha seflalado, 1 indepen -
diente de las dimensiones de la zapata, podremos tomar un valor de B menor al calculado,
si el punto de corte de ambas curvas se sale fuera de los limites de los dbacos, con lo cual dis-
minuiremos ¢l coeficiente de trabajo del terreno,

La zapata mis econdmica corresponderi al menor valor de 3

6. EJEMPLO DE UTILIZACION DE ABACOS

Sea un terraplén con una densidad de 1,6 Tm/m* vy cuyo coeficiente de empuje activo
K = 0,3, con una altura de 4,5 mts,
El muro transmite a la zapata un peso
N=5Tm/m,¢

la resistencia mdxima del terreno de asiento a compresion la fijaremos en 1,5 K, /em® , y el
caeliciente minimo de seguridad al vueleo

Cym=l18
Con todo lo anterior calculamos los siguientes parimetros:
H? K H* 45 0,3 45?2
| 005+ . —=)=—- (0054 L ) =184
g @0+ =75 375
V=], C, =332

g 15 |
B =i-_|' I(E-‘IW — l) |4'§'| ]’8‘4‘ u.H ey 4’9

§

3

Para estos valores, el correspondiente dbaco de 1,6 Tm/m? nos da el punto de coordena

das
i _L_...—-—'-"'"_'_FFFF'
W 1,88
H
’E - 1,166
N ury
De donde: P
¢ =188 : 2.09
— N X —— = = 40 wy
4.5 =
y = 1166%——= 13 LE]Y
4.5 209 |
Fig, 2.
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Fl coeficiente de seguridad al deslizamiento seri:

V2B

e e
K H?
u N
Sip=006
Cy = 1,54

51 no se considera aceptable, y se desea mayor, por ejemplo de Cy = 2, habri de con-
fiar a fucrzas distintas ala del rozamiento, por ejemplo al empuje pasivo sobre la puntera, una
parte del empuje igual al C; que se desea menos el € caleulado, en nuestro caso:

21,54 = 0,46
Por lo tanto es necesario encontrar para la estructura una fuerza que se oponga al desli-
zamiento, igual a:
046 . E=046 . K, H* =046.03 .45% =279 Tm,

Si se desea obtener esta sepuridad al deshzamiento con s6lo la fuerza de rozamiento,
habri que aumentar el valor de B de forma que:
V2.B
K H?

i N

de donde en nuestro caso resulta
B=§2

&)
Puesto que i e I no pueden aumentar, habrfa que aumentar el valor de C,, que resulta-

ria
8,2
Cpv =1 o F— = 2,34
o i .
0 | #:,_‘3 1,84
Con lo cual V serfa:
V=C,.1=234.184=43
Para estos valores de B v V nos da el dbaco el nuevo punto de coordenadas
%\? =16 1=24mis
H
| L o 1,68 Gmil 3
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3. SALON INTERNACIONAL DE de obras pablicas y
MAOQUINARIA PARA OBRAS construccion, precisa de un

PUBLICAS Y CONSTRUCCION dugtyede edcapdrats

donde mostrar
AIRE COMPRIMIDD las ultimas innovaciones.
PERFORACION Y SONDEOS

SMOPYC/B4 es el centro
”“‘“M”“3”-{f!|erH£l'l| :;:4:’:‘1.]'()-!‘.“ ALTO de iﬂteréa de rabncantes'
HERRAMIENTAS PARA OBRAS PUBLICAS compradores, técnicos vy
MACHAQUEO -CLASIFICACION profesionales, donde la oferta y
MAQUINARIA DE FIL FVACION la demanda alcanzan maximas
¥ TRANSPORTE APLICADA A OBRAS cotas. Al sa viens constatands

MAQUINARIA PARA MOVIMIENTO DI el
TERRAS. EXCAVACIONES Y COMPACTACION desde la primera edicion
del Salén en 1980.

o i _l'_W_ﬁ_ll..?-i |_|.I':IJ‘£:\_”‘|‘A Y UTIHLLAJE PARA PREFABRICADOS
it Grupos de compradores
VIBRACIONES v
de numerosos paises, Misiones
comerciales extranjeras,
Concurso de Disefo Industrial,
Conferencias Técnicas, etc.,
son programados durante los
cinco dias de SMOPYC/84.

La experiencia de la Institucion
Ferial de Zaragoza, en la
organizacion de Certamenes
monograficos de elevada
profesionalidad, contribuye,
junto con la favorable acogida
y colaboracién de las firmas
expositoras, a que SMOPYC
sea un autentico éxito con

oF}

24.28. FEBRERO 1984

ZARAGOZA

\
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\
\
\
\
\
\
\
N\
\
‘
\

~— ® Duscoinn ¥ Ohoinas PALACIO FERIAL
& Apanado de Coreos, 100 @ Dirscoidn Telegralioa SMOPyE
& Toldfons 3607 50 @ Tales B8 105 FEMU L & FARAGOZA D (Tapaiha)

s

(101}

\\\\\\\\\\

repercusion internacional.

CADA DOS ANOS, en SMOPYC-Zaragoza: PUNTO DE ENCUENTRO del sector de la
Maquinaria para Obras Publicas y Construccion durante los dias 24 al 28 de febrero de 1984,

///////I//I/I///

/

CICLO DE CONFERENCIAS TECNICAS
24 y 25 de febrero de 1984

Temas:

FABRICACION Y PUESTA EN OBRA DE MEZCLAS ASFALTICAS.

RECICLADO DE PAVIMENTOS ASFALTICOS.
FIRMES DE HORMIGON.

Conferencia Maglsiral:

LAS OBRAS PUBLICAS Y SU INFLUENCIA EN LA GENERACION DE EMPLEO.
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INSTITUTO TECNICO DE MATERIALES Y CONSTRUCCIONES

SONDEOS,
ENSAYOS
E INFORMES
GEOTECHICOS

COMTROL DE
PROYEGTO

INFORMES DE | ABORATORIO
PATOLOGIA ¥ OBRA CIVIL DE ENSAYOS DE
REFUERZOS DE INSTALACIONES MATERIALES Y
CONSTRUCCIONES ACABADOS CONSTRUCCIONES
GARANTIA CONTROL
DE GALIDAD * DE OBRA

Ensayo de pllares a comprasion
cantrada

MADRID BARCELONA
Oficinas: Loboratorio:
Mante EH'AT'H?IB ‘30 -4 D Carretera do Loschos, 7 Pasaje Busquets, 37
Tels. (31) 410 51 58/62/66 TORREJON DE ARDOZ CORNELLA DE LLOBREGAT
Tals. (91) 67531 00/04/08 Tels. (93) 377 43 58/62
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PUBLICACION ESPECIAL

DE LA
A.T. E. P

Manua! H.P. 5-79 “Recomendaciones para la disposicién y colocacion de Armaduras’

Como continuacion de la seric de Manuales que, desde hace afios, viene editando la
Asociacion Técnica Espafiola del Pretensado, v en los que se recogen lag recomendaciones
relativas a las diferentes etapas del proceso general de ejecucidn de las construcciones preten-
sadas, se publica ahora el Manual H.P. 5-79 en el que, bajo el titulo “Recomendaciones pa-
ra la disposicion y colocacién de armaduras’™, se han recopilado todas aquellas normas que la
prictica ha demostrado deben tenerse en cuenta para obtener una adecuada disposicién de
las armaduras en los elementos pretensados, tanto si se trata de armaduras pretesas como
postesas, incluyéndose asi mismo las armaduras pasivas que suelen acompafar a las activas,

Por la intima relacién existente entre tales armaduras y otra serie de dispositivos y pie-
zas tales como los anclajes, empalmes, vainas, separadores, ete,, se recogen también en este
Manual las recomendaciones correspondientes a su colocacion,

En todos los casos, se Lratan por separado las fases de proyecto, ejecucién v control,

El interés del tema elegido resulta evidente si se tiene en cuenta que ¢l estado tensional
creado por las armaduras activas en todo elemento pretensado, debe ser tal que permita a és-
te cumplir, con las necesarias garaniias de seguridad y durabilidad, la funcién a que va desti-
nado. Y como dicho estado tensional depende, no s6lo de la magnitud sino también del pun-
to de aplicacién de la resultante de las fuerzas de pretensado introducidas, se comprende que
la disposicién de las armaduras en este tipo de piezas adquiere una importancia primordial;
por lo que su colocacian debe ser cuidadosamente realizada en obra.

A la consecucion de este objetivo se estima que habrin de contribuir, de modo impor-
tante, las recomendaciones del Manual que ahora se ofrece v que se espera tendrd la misma
favorable acogida que los anteriores de la serie, no sdlo entre los Miembros de nuestra Aso-
ciacion, sino también entre cuantos profesionales desarrollan sus actividades en el campo de
la téenica del pretensado.

Este Manual H.P. 5-79, con 87 pdginas y varias figuras, se ha puesto a la venta al pre-
cio de 300, ptas, el ejemplar (6, délares USA para el extranjero). Para los Miembros de la
A.T.EP. s¢ ha establecido el precio especial de 200,— pesetas (4,— dolares USA para el ex-
franjero).

Los interesados en su adquisicion deberdn dirigir sus pedidos a la Secretarfa de la Aso-
ciacion Téenica Espafola del Pretensado, Apartado 19.002, Madrid—33, Tiho: 202 04 40,
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