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MIEMBROS PROTECTORES DE LA ASOCIACION TECNICA
ESPANOLA DEL PRETENSADO

Dentro de nuestra Asociacion existe una categoria, la de “Miembro Protector’”, a |a que
pueden acogerse, previo pago de |a cuota especial al efecto establecida, todos los Miembros
que voluntariamente lo soliciten, Hasta la fecha de cierre del presente nimero de la Revista,
figuran inscritos en esta categoria de ‘‘Miembros Protectores” los que a continuacion se in-
dican, citados por orden alfabético:

ACEROS Y TECNOLOGIA PARA LA CONSTRUCCION, 5.A. (ATECSA).—P9 de |a
Habana, 14. Madrid- 16.

AGRUPACION DE FABRICANTES DE CEMENTO DE ESPANA “OFICEMEN",—
Velazquez, 23, Madrid-1.

ALVI, S.A. (PREFABRICADOS ALBAJAR).—Orense, 10 Madrid-20,

AZMA, S.A.—P© de la Habana, 16. Madrid-18,

CAMARA, 8.A.—Avda, de Santander, s/n. Valladolid,

GAMINOS, EDIFICIOS Y OBRAS, S.A.—J. Ldzaro Galdiano, 4. Madrid-16.

CARLOS FERNANDEZ CASADO, S.A.—Grljalba, 9. Madrid-6.

CEMEN)TDS MOLINS, S.A.—C.N. 340, Km, 328,300, San Vicenc dels Horts (Barcelo -
naj,

CENTRO DE TRABAJOS TECNICOS, S.A.—Aribau, 185, Barcelona-21.

COLEGIO DE INGENIEROS TECNICOS DE OBRAS PUBLICAS.—Miguel Angel, 16.
Madrid-10,

COLEGIO OFICIAL DE APAREJADORES Y ARQUITECTOS TECNICOS.—Santa
Eugenia, 19. Gerona. *

COL. LEGI OFICIAL D'ARQUITECTES DE CATALUNYA.— Placa Nova, 5.

Barcelona-2.

CONSTRUCCIONES Y CONTRATAS, S.A.—Federico Salmén, 13. Madrid-16.

CUBIERTAS ¥ M.Z.0.V., S.A.—Avyala, 42. Madrid-1.

DRAGADOS Y CONSTRUCCIONES, S.A.—Avda. de América, 24. Madrid-2,

ELABORADOS METALICOS, S.A.—Apartado 5653, La Corufia.

EMPRESA AUXILIAR DE LA INDUSTRIA, S.A. (AUXINI). Departamento Obras
Especiales,—José Ortega y Gasset, 40, Madrid-6,

ENTRECANALES Y TAVORA, S5.A—Biblioteca.—Juan de Mena, 8. Madrid-14.

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y
PUERTOS.— Ciudad Universitaria. Madrid-3,

ESTUDIOS Y PROYECTOS TECNICOS INDUSTRIALES, S.A. (EPTISA).—Arapiles,

14, Madrid-15.
" FOMENTO DE OBRAS Y CONSTRUCCIONES, 5.A. (FOCSA).—Avda, General Perén,

36. Madrid-20,

FORJADOS DOMO.—Hermosilla, 64. Madrid-1,

FREYSSINET, S.A.—General Perén, 24. Madrid-20,

HEREDIA Y MORENO, 5. A.—Princesa, 3. Madrid-8,

IBERDUERO, S.A. Centro de Documentaciéon (8501).— Gardoqui, 8. Bilbao-8.

HIDROELECTRICA DE CATALUNA, S5.A.—Archs, 10. Barcelona-2,

HISPANO-ALEMANA DE CONSTRUCCIONES, S.A.— Capitan Haya, 51. Madrid-20.

HORMIGONES GERONA, S.A.—Lorenzana, 45, Gerona.

HUARTE Y CIA., 8. A. Departamento Téenico.—Profesor Waksman, 14. Madrid- 18,

(Continida en el int, de contraportada)
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MIEMBROS PROTECTORES DE LA ASOCIACION TECNICA
ESPANOLA DEL PRETENSADO

{Continuacién de Int. Portada)

IBERICA DE ESTUDIOS E INGENIERIA, S.A. (IBERINSA).—Principe de Vergara,
43, Madrid-1.

IBERING, ESTUDIOS Y PROYECTOS, S.A. Plaza Gala Placidia, 5-7. Barcelona-6.

INDUSTRIAS GALYCAS, S.A.—Portal de Gamarra, 46. Vitoria,

INGENIERIA DEL ATLANTICO, S.A. (IDASA).—Pérez Cepeda, 5y 7. La Corufia,

INGENIERIA Y CONSTRUCCIONES SALA AMAT, S.A.—Buenos Aires, 19-21. Barce-
lona-29,

INGENIERO JEFE DE LA SECCION DE PUENTES Y ESTRUCTURAS.—Ministerio
de Obras P(iblicas y Urbanisme. Direccion General de Carreteras. PO de |a Castella-
na, 67. Madrid-3,

INSTITUTO TECNICO DE MATERIALES Y CONSTRUCCIONES (INTEMAC).—
Monte Esquinza, 30. Madrid-4.

INTERNACIONAL DE INGENIERIA Y ESTUDIOS TECNICOS (INTECSA). Biblio-
teca.—Orense, 70, Madrid-20.

JOSE ANTONIO TORROJA, OFICINA TECNICA, S.A.—Principe de Vergara, 103.Ma-
drid-6.

LABORATORIO CENTRAL DE ESTRUCTURAS Y MATERIALES.—Alfonso XII, 3.
Madrid-7.

NUEVA MONTARNA QUIJANO, S.A.—Fabrica de Forjas de Buelna, Los Corrales de
Buelna (Santander).

PACADAR, S.A.—Hermosilla, 57. Madrid-1.

PRELOAD SISTEMAS, 5.A.—PP de la Castellana, 140. Madrid-16.

PRENSOLAND, S.A.—Calle Industria, s/n. San Martin de Centallas (Barcelona).

PRETENSADOS DEL LOURO, §.L.~Poligono Industrial Atios. Porrifio (Pontevedra).

PROMONAL, S.L.—Poeta Artola, 12. Valencia-21.

SENER, TECNICA INDUSTRIAL Y NAVAL, 8.A.~Avda. del Triunfo, 56. Las Are-
nas (Vizcaya).

SIKA, S.A.—Carretera Madrid-Irin, km. 14,5600, Poligono Industrial. Alcobendas (Ma-
drid).

SOCIEDAD ANONIMA ECHEVARRIA.—Apartado 46. Bilbao-8.

SOCIEDAD ANONIMA ESPANOLA BBR (S.A.E. BBR).—Poligono Industrial Barce-
lonés. Carrero Blanco, s/n. Abrera (Barcelona).

TECNICAS DEL PRETENSADO, S.A. (TECPRESA).—Veldzquez, 106. Madrid-6.

TRANSFORMADOS METALICOS DEL MEDITERRANEO, S.A.—Carretera Valencia-
Barcelona, km, 64,1, Castellon de la Plana.

TRENZAS Y CABLES DE ACERO, S.A. (TYCSA).—Monturiol, 5. Santa Maria de Bar-
bard (Barcelona).

La Asociacion Técnica Espafiola del Pretensado se complace en expresar piblicamente,
su agradecimiento a las Entidades citadas, por la valiosa ayuda que le prestan, con su espe-
cial aportaciébn econémica, para el desenvolvimiento de los fines que tiene encomendados.
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overhanging plers
JJ Arenas y L. Villegas,
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hormigén en edificacion durante el pro-
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Comportement des structures en béton dans la
patiment au cours du processus constructif,
Conerete structures behaviour for building during
constructive process
R.A, Garcia Lubdn,

531-6-10  Cinemaética de laminas . ... . . kb OB
La cinfmatigue des coques,
Shall kinematics,
5 Manleén, F.J Moya y P. Fiister.
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591-8-11  Céleulo dastopléstico de léminas plega-
das no prisméticas de seccion arbitraria. . 77
Caloul elasto-plastigue des coques plibes non
prismatiques avee section arbitraire,
Elasticplastic design  of nonprismatic folded
plates with arbltrary section,
LR Gonedler de Cangas, V. Arroyo v A, Samar
tn.

591-9-40  Las armaduras en los pilotes . ....... 123
Les armatures pour des pieux,
Reinforcement for piles.
J Soler Nadal v F. Soler Liceras,

685-0-14  Ingenieria y nractica de los hormigones re-
forzados con fibras de acero  ,....... 129

Génie et pratique des bétons avee renforcomant
des fibras en aclor,

Stesl fibre reinforced concrete, engineering and
practice,

I Luces,

AVISO IMPORTANTE

DISCUSION DE LOS ARTICULOS ORIGINALES PUBLICADOS EN LA REVISTA
"HORMIGON Y ACERO"

Todos los articulos originales que se publican en “Hormigdn y Acero”, quedan someti -
dos a discusion y al comentario de nuestros lectores, La discusion debe limitarse al campo de
aplicacion del articulo, y ser breve (cuatro paginas mecanografiadas a doble espacio, como
miximo, incluyendo figuras y tablas).

Debe tratarse de una verdadera discusion del trabajo publicado y no ser una ampliacion
O un nuevo articulo sobre el mismo tema; el cual serd siempre aceptado para su publicacion
en nuestra Revista, pero con tal cardcter. '

Debe ofrecer un interés general para los lectores. De no ser asi, se trasladard al autor del
articulo al que se refiera, para que la conteste particularmente,

Los comentarios deben enviarse, por duplicado, a la Secretarfa de la AT.E.P., Apartado
19.002, Madrid-33, dentro del plazo de tres meses contados a partir de la fecha de distribu-
cion de la Revista,

El autor del articulo cerrard 1a discusién contestando todos v cada uno de los comenta-
rios recibidos.

Los textos, tanto de las discusiones y comentarios como de las contestaciones de los
autores de los correspondientes articulos, se publicardn conjuntamente en una Seccion espe-
cial que aparecerd en las Gltimas paginas de la Revista.
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RELACION DE ENTIDADES QUE, EN LA FECHA DE CIERRE DEL PRESENTE NUME-
RO DE LA REVISTA, FIGURAN INSCRITAS, EN LA ASOCIACION TECNICA ESPANO-
LA DEL PRETENSADO, COMO “MIEMBROS COLECTIVOS”

ESPANA

AGROMAN, EMPRESA CONSTRUCTORA, S.A.— Madrid.

ALBISA, S5.A.— Algeciras (Cédiz).

AMMON-RA.— Madrid.

ARIDOS LIGEROQS, 5.A.— Madrid,

AUTOPISTAS, CONCESIONARIA ESPANOLA, 5.A.— Barcelona,

BIGUETES, S.L.— Elche (Alicante).

CAMARA OFICIAL DE COMERCIO. INDUSTRIA'Y NAVEGACION.— Barcelona,

CASTRO HEBRMANOS, S.L.— Mislata (Valencia),

CIMENTACIONES ESPECIALES, 5.A, PROCEDIMIENTOS RODIO.— Madrid.

COLEGIO NACIONAL DE INGENIEROS DE CAMINOS. CANALES ¥ PUERTOS.— Ma-
drid.

COLEGIO NACIONAL DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS. Demar-
cacibn de Andalucia Oriental.—~Malaga.

COLEGIO NACIONAL DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS. Demar-
cacién de Galicia,.—La Corufia.

COLEGIO OFICIAL DE APAREJADORES Y ARQUITECTOS TECNICOS.— La Corufia,

COLEGIO OFICIAL DE ARQUITECTOS DE ARAGON, Biblioteca.— Zaragoza.

COLEGIO OFICIAL DE ARQUITECTOS DE CANARIAS. Departamento de Laborato-

rios.— Santa Cruz de Tenerife,

COLEGIO OFICIAL DE ARQUITECTOS DE MADRID. Biblioteca.— Madrid.

COLEGIO OFICIAL DE ARQUITECTOS VASCO-NAVARRO.— Bilbao.

COLOCACIONES TECNICAS, S.A.(COTESA).— Barcelona,

CONFEDERACION HIDROGRAFICA DEL GUADALQUIVIR,— Biblioteca,— Sevilla.

CONTROLEX.~ Alicante,

CUBIERTAS ¥ M.Z.0.V., 5.A.— Barcelona,

DITECO, §.L.— Valencia,

ELABORADOS DE HORMIGON, S.A. Villalbilla (Burgos).

ELEMENTOS ESTRUCTURALES PREFABRICADOS, 5.A.(EEPSA).— Manresa (Barcelo-
na).

EMPRESA AUXILIAR DE LA INDUSTRIA, S.A. (AUXINI). Departamento de Construc-
citn.— Madrid.

ENAGA, 5.A.— Pozuelo de Alarcén (Madrid).

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE ARQUITECTURA.— Barcelona.

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE ARQUITECTURA. = Sevilla.

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS AGRONOMOS. Catedra de Construc-
cion |~ Cordoba,

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS INDUSTRIALES. Departamento de
Teor(a de Estructuras, Universidad de Zaragoza,— Zaragoza.

ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA INDUSTRIAL.— Cordoba.

ESTEBAN ORBEGOZO, S.A.— Zumarraga (Guiplizcoa).
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EUROESTUDIOS, S.A.— Madrid,

FERNANDEZ CONSTRUCTO R, S.A.— Madrid.

FORJADOS DOL.~ Esquivias (Toledo).

GIJON E HIJOS, S.A.— Motril (Granada).

HORMIGONES GERONA, 5.A.~ Gerona,

IBERDUERO, S.A. Centro de Documentacién (3001).— Bilbao,

IBERTECNICA, S.A.— Madrid.

INBADELCA, 5.A.— Baracaldo (Vizcaya),

INDUSTRIAS VEYGA, S.A.— Tarrasa (Barcelona).

INFORMES ¥ PROYECTOQOS, S.A. (INYPSA). Biblioteca,— Madrid,

INSTITUT CARTOGRAFIC DE CATALUNYA.— Barcelona,

INSTITUT DE TECNOLOGIA DE LA CONSTRUCCIO DE CATALUNYA.— Barcelona.

INSTITUTO NACIONAL DE EMPLEO, Seccién Asuntos Generales.— Madrid.

INSTITUTO NACIONAL DE REFORMA Y DESARROLLO AGRARIO (IRYDA).— Ma-
drid,

J. CASTRO MATELO, S.A.— Sigueiro (La Corufia),

LA AUXILIAR DE LA CONSTRUCCION.— Santa Cruz de Tenerife,

LABORATORIO DE CARRETERAS Y GEOTECNIA JOSE LUIS ESCARIO.— Madrid,

LABORATORIO GEOCISA., Biblioteca.— Coslada (Madrid).

LABORATORIO DE INGENIEROS DEL EJERCITO,— Madrid.

LAING IBERICA, S.A.— Madrid,

LIBRERIA RUBINOS.— Madrid,

LUIS BATALLA, S.A. (LUBASA).— Castell6n de la Plana.

MAHEMA, S.A.— Granollers (Barcelona).

MECANOGUMBA, 5.A.— Mollet del Vallés (Barcelona).

MINISTERIO DE DEFENSA. DIRECCION DE INFRAESTRUCTURA DEL MANDO SuU-
PERIOR DE APOYO LOGISTICO DEL EJERCITO.— Madrid.

MINISTERIO DE OBRAS PUBLICAS Y URBANISMO. SUBDIRECCION GENERAL DE
EDIFICACION, Seccién de Normativa,— Madrid,

MINISTERIO DE OBRAS PUBLICAS Y URBANISMO. SUBDIRECCION GENERAL DE
ESTUDIOS ECONOMICOS Y TECNOLOGIA.— Madrid,

NEX TEN, S.A.— Vitoria,

POSTENSA, S.A.—Bilbao.

PREBETONG CANARIAS, S.A.—~Santa Cruz de Tenerife.

PREFABRICADOS AGRICOLAS E INDUSTRIALES, S.A. (PRAINSA).—~Barcelona.

PREFABRICADOS AGRICOLASE INDUSTRIALES, S.A. (PRAINSA),—Zaragoza.

PREFABRICADOS ALAVESES, S.A. (PREASA).—Vitoria.

PREFABRICADQS DEL CEMENTO, 5.A, (PRECESA).— Leon,

PREFABRICADOS DE HORMIGON, S.A. (CUPRE-SAPRE).— Valladolid.

PREFABRICADOS POUSA, S.A.— Santa Perpetua de Moguda (Barcelona),

PREFLEX. COMPANIA LABORAL, S.A.— Gijon (Asturias),

PRODUCTOS DERIVADOS DEL CEMENTO, S.A. (HORTE) — Valladolid,

REALIZACIONES Y ESTUDIOS DE INGENIERIA, S.A. (REISA).— Pinto {Madrid).

RED NACIONAL DE LOS FERROCARRILES ESPANOLES {(RENFE). Divisién de Docu-
mentacion,— Madrid,

SAINCE.— Madrid.

SERVICIO MILITAR DE CONSTRUCCIONES,— Barcelona,

SERVICIO TERRITORIAL DE CARRETERAS.— Gerona,

SOCIEDAD ANONIMA ESPANOLA TUBO FABREGA.— Madrid.

SOCIEDAD ANONIMA FERROVIAL.— Madrid.

SOCIEDAD ANONIMA FERROVIAL.— Zamora,

SOCIEDAD ANONIMA MATERIALES Y OBRAS (SAMO).— Valencia.
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SOCIEDAD ESPANOLA DE AUTOMOVILES DE TURISMO (SEAT). Biblioteca,— Barce-
lona,

SPANDECK CATALANA, S.A.— Barcelona.

TECHOS ESPECIALES PREFABRICADOS, S.A. (TEPSA).— Tarrasa (Barcelona).

TEJERIAS “LA COVADONGA".— Muriedas de Camargo (Santander).

TOSAM, 5.L.— Segovia.

TUBERIAS ¥ PREFABRICADOS, S.A. (TYPSA).— Madrid,
UNIVERSIDAD POLITECNICA. Hemeroteca.— Valencia,
VALLEHERMOSO, 5.A.— Madrid.

VIAS Y OBRAS PROVINCIALES.— San Sebastian,

VIGAS REMARRO.— Motril (Granada).

VIGUETAS MUBEMI.— Torrente (Valencia),

EXTRANJERO

ASOCIACION DE FABRICANTES DE CEMENTO PORTLAND DEL URUGUAY.— Mon-
tevideo (Uruguay).

ASSOCIACAO BRASILEIRA DE CIMENTO PORTLAND.— Sao Paulo (Brasil).

CONSULAR. CONSULTORES ARGENTINOS ASOCIADOS.~ Buenos Aires (Argentina).

CONSULBAIRES. INGENIEROS CONSULTORES, S.A.— Buenos Aires (Argentina).

FACULTAD DE INGENIERIA. Universidad Nacional de Rosario.—Rosario (Argentina)

LABORATORIO DE ENGENHARIA DE ANGOLA.~ Luanda (Reptblica Popular de Ango-
la).

PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE. Direccién de Bibliotecas.— Santiago
de Chile (Chile),

PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DEL PERU. Biblioteca Central.— Lima (Perd).

SARET P.P.B. Cadre Tecnique.— Le Pontet (France)

SCIENCE REFERENCE LIBRARY.— Londres (Inglaterra).

UNIVERSIDAD DE LOS ANDES. Biblioteca Integrada de Economia, Ciencias @ Ingenie-
ria.— Mérida (Venezuela).

UNIVERSIDAD CATOLICA DE QUITO, Biblioteca.— Quito (Ecuador).

UNIVERSIDAD CATOLICA DE VALPARAISO, Biblioteca Central.— Valparaiso (Chile).

UNIVERSIDAD DE PUERTO RICO. Biblioteca,— Mayagliez (Puerto Rico).

MIEMBRO CORRESPONDIENTE

ASOCIACION BOLIVIANA DEL PRETENSADO (A.B.P.).— La Paz (Bolivia).
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Comentarios y discusion de los articulos
originales publicados en la Revista
“Hormigén y Acero”

Comentarios que sugiere el articulo sobre
“Andlisis de la viga simple sobre lecho eldstico a partir del método
de los elementos de contorno’’. (Hormigén y Acero. N° 150, Pag. 31) de M. Martinoz Lafuente

Por E, ALARCON
Cétedra de Estructuras. E.T.5.1.1. U.P.M.

La idea presentada por el autor es ampliamente conocida y ha sido utilizada repetida-
mente con fines diddcticos. Como tal ha sido publicada, por lo menos, en los siguientes luga-
res.

I. R. Butterfield 1977: “Basic Boundary Element Th eory” en ‘Numerical Methods in Geo-
technical Engineering’. Computational Mechanics. Marzo. (Notas del curso desarro-
llado en Marzo de 1977).

2. R. Butterfield 1979: “New concepts illustrated by old problems”. Capitulo | de
“Developments in Boundary Element Methods—1". Editado por P.K. Banerjec y R,
Butterfield. Applied Science. Pub, LTD,

3. P.K. Banerjee &: R. Butterfield: “Boundary element Methods in Engineering Scien-
ce”. Cap. 11, Ed. Mc Graw-Hill,

En la referencia 3 se amplia al caso de placa sobre apoyo elistico y en la 2 se introduce
ademds la posibilidad de viga no homogénea, amén de distinguir claramente entre método di-
recto ¢ indirecto,

Sobre la posible utilidad del método en estos casos monodimensionales son expresivas
las siguientes palabras de Butterfield, escritas —hace siete afios— en la referencia | precitada
y posteriormente en la referencia 3,

"... We would emphasize that we are not in any way recommending BEM as a preferred
way of solving such elementary problems. Indeed for one dimensional systems, generally
BEM are not efficient problem solving tools at all..,”,
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sOCIEDAD ESPANOLA DE AUTOMOVILES DE TURISMO (SEAT). Biblioteca.— Barce-
lona,

SPANDECK CATALANA, 5.A,— Barcelona,

TECHOS ESPECIALES PREFABRICADOS, S.A. (TEPSA).— Tarrasa (Barcelona),

TEJERIAS "LA COVADONGA" .~ Muriedas de Camargo (Santander).

TOSAM, S.L.— Segovia.

TUBERIAS Y PREFABRICADOS, S.A. (TYPSA).— Madrid.
UNIVERSIDAD POLITECNICA. Hemeroteca.— Valencia,
VALLEHERMOSO, 5.A.— Madrid,

VIAS Y OBRAS PROVINCIALES,— San Sebastian,

VIGAS REMARRO.— Motril (Granada).

VIGUETAS MUBEMI.— Torrente (Valencia).

EXTRANJERO
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Comentarios y discusiéon de los articulos
originales publicados en la Revista
““Hormigén y Acero”

Comentarios que sugiere el articulo sobre
"“Andlisis de la viga simple sobre lecho eldstico a partir del método
de los elementos de contorna’’. (Hormigén y Acero. N° 150, Pég. 31) de M. Martinez Lafuente

Por E. ALARCON
Citadra de Estructuras., E.T.5.1.1. U.P.M,

La idea presentada por el autor es ampliamente conocida v ha sido utilizada repetida-
mente con fines diddeticos. Como tal ha sido publicada, por lo menos, en los siguicntes luga-
res;

1. R. Butterfield 1977: “Basic Bou ndary Element Theory® en ‘Numerical Methods in Geo-
technical Engineering’. Computational Mechanics. Marzo. (Notas del curso desarro-
llado en Marzo de 1977),

2. R. Butterfield 1979; “New concepts illustrated by old problems”, Capitulo 1 de
“Developments in Boundary Element Methods—1". Editado por P.K. Banerjee y R,
Butterfield. Applied Science, Pub, LTD.

3. PK. Bﬂn@l’jtﬂ.‘. &: R. Butterficld: “Bnundary element Methods in Engi“ugring Seien-
ce”. Cap, 11, Ed. Mc Graw-Hill.

En la referencia 3 se amplia al caso de placa sobre apoyo elistico y en la 2 se introduce
ademds la posibilidad de viga no homogénea, amén de distinguir claramente entre método di-
recto ¢ indirecto.

Sobre la posible utilidad del método en estos casos monodimensionales son expresivas
las siguientes palabras de Butterfield, escritas —hace siete afos— en la referencia | precitada
¥ posteriormente en la referencia 3.

... We would emphasize that we are not in any way recommending BEM as a preferred

way of solving such elementary problems. Indeed for one dimensional systems, generally
BEM are not efficient problem solving tools at all...”,
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IN MEMORIAM

A punto de cumplir los 82 afios, ha muerto Ricardo Barredo de Valenzuela, y ha muer-
to “con las botas puestas” como no podia ser menos en un hombre de su temple.

Ricardo Barredo, el hombre fuerte, el hombre animoso, ¢l hombre indestructible, el
hombre simpético y, sobre todo, el hombre amigo de sus amigos.

A lo largo de su vida pasé por momentos duros, por momentos alegres, por momentos
tristes, por momentos de triunfo y por momentos de derrota: pero si hubiese que condensar
en una sola frase una definicion de Ricardo Barredo, habria que deeir: “*Ha sido un hombre
que ha vivido plenamente™.

. W IILE .

Su amor a la vida y a los suyos (y, como “suyos’ cabfa casi toda la humanidad) le ha
dado fuerzas, incluso a lo largo de su penosa enfermedad, para seguir viviendo hasta el final.

Por donde pasaba dejaba su impronta, dejaba su huella, Las reuniones de familia (ocho
hijos, treinta nietos, innumerables hermanos, primos y sobrinos) parecian olra cosa sino las
presid{a €1; las reuniones de amigos resultaban flojas y quedas cuando ¢l faltaba; y, hasta en
conferencias, reuniones técnicas, Asambleas y Congresos, se notaba su falta si él no asistia.

El hueco que deja vacio serd muy dificil de llenar.
Constructor, inventor, poeta y, sobre todo, hombre de cardcter y hombre de ingenio.

Relacionado desde muy joven con D. Eduardo Torroja, intervino con €l en la construc-
cion del Acueducto de Tempul (1925) y de los cajones de cimentacion del puente de Sancti
Petri, en la Bahia de Cidiz (1926), entre olras obras. Construyé el Mercado de Algeciras
(1936) y el arco central del viaducto del Esla (1941), ambos records mundiales.
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En los aflos de las postguerra construyd numerosos puentes en toda Espana, solucio-
nando innumerables problemas que las circunstancias planteaban, [legando a ser llamado “el
mago de los puentes”,

Estrechamente ligado desde su fundacion al antiguo “Instituto de la Construccion vy
Edificacién™, hoy “Instituto Eduardo Torroja de la Construccion y del Cemento”, intervino
activamente con su apoyo en innumerables ocasiones, cuando estimaba que su ayuda podia
servir de algo; pues siempre se sintié formando parte del alma de esta Institucion a la que
consideraba como algo que, en parte, también era suyo,

En 1952 creé la primera patente espafiola de un sistema de pretensado, el “Sistema Ba-
rredo” conocido hoy mundialmente y empleado en numerosas obras de todo tipo. Puentes
como los de Almarail, Loriguilla, Valdecafias, Eduardo Torroja en Corella, Santiago en Zara-
goza; cubiertas como las del Mercado de Ruzafa, Universidad Laboral de Tarragona, la co-
bertura de la calle Aragon en Barcelona; depésitos como los de Fedala, Somosaguas, los de la
estacion depuradora de Las Palmas; y obras varias como el refuerzo del acropuerto de Bara-
ias, el edificio para el reactor nuclear experimental en la Moncloa, la Iglesia del Grao de Gan-
dia, las jacenas de apoyo de las cubiertas de los talleres de laminacion de Ensidesa en Avilés,
la terraza volada en el chalet Barredo de San Fernando, Madrid, son una muestra de ello.

Decia que el pretensado le proporcionaba unas manos muy fuertes con las que apretar
las obras; v lo empled, en muchas ocasiones, para reforzar estructuras dafiadas,

Apoy6 con todo su empefo la creacién v desarrollo de la AT.E.P., de cuya Junta de
Gobierno formé parte, espiritualmente, siempre, y de manera formal, desde enero del 67 g
diciembre de 1975, pasando a ser Miembro de Honor de la misma. Recibié una de las prime-
ras Medallas que concedi6 esta Asociacion en reconocimiento de lo que habia supuesto su
impulso para el desarrollo del pretensado en Espafia,

Con un total de 35 patentes en Espafia y diversos paises, y obras construidas en tres
Continentes, ha participado activamente en Asambleas Nacionales y Congresos Internaciona-
les en los que su personalidad ha dejado imbdrrable recuerdo,

Fue galardonado en numerosas Ferias vy Exposiciones nacionales y extranjeras y, recien-
temente, le habia sido concedida la Medalla al Mérito en el Trabajo.

Por donde pasaba pregonaba siempre su condicién de “espafiol” pues, segin su propia
definicion era

“Pastor, extremefio, espafiol y algo bruto™
aparte de constructor e inventor.

Estamos de luto,
Descanse en paz,
Asl sea.

Documento descargado de www.e-ache.com el 30/04/2026



457-0-90

Resultados de la investigacion relativa

a la influencia de los diferentes parametros
que intervienen en el comportamiento

de las pilas esbeltas en ménsula’

Juan J. Arenas da Pablo y Luis Villegas Cabredo
Dres. Ingenieros de Caminos

Dpto. Tecnologia de las Estructuras
E.T.5.1.C.C.P. Universidad de Santander

1. INTRODUCCION

En este articulo se aplicarin de forma sistematica los “programas de ordenador DPIR y
DPES para el estudio de pilas esbeltas en ménsula de hormigén armado, con seccion simétri-
ca variable y armado también variable a lo largo de su altura y solicitadas por acciones con-
tenidas en uno o en sus dos planos principales”, puestos a punto en (1) y descritos en el
nimero 149 de esta Revista.

Se analiza aqui la influencia que, en el comportamiento de distintas pilas con seccion
celular, tienen los diferentes pardmetros que intervienen en su resistencia y deformabilidad.

El objetivo de fondo de este articulo es ““tomar el pulso™ al elemento estructural pila
esbelta, observando la variacién de su respuesta resistente en funcién de los diversos pardme-
tros geométricos y mecanicos que intervienen en su digefio.

El esquema de carga que s¢ contempla es el de una pila solicitada en cabeza por una
fuerza vertical biexcéntrica, el cual responde a la situacion real que atraviesan las pilas de los
viaductos construidos por avance en voladizo durante la fase constructiva del tablero, sien-
do, por tanto, de total aplicacion a las mismas los resultados que se obtienen.

2. COMPORTAMIENTO TEORICO DE PILAS ESBELTAS EN MENSULA SOLICITA-
DAS POR CARGAS CONTENIDAS EN UNO DE 5US PLANOS PRINCIPALES

2.1. Influencia de la distribucion de las armaduras a lo largo de la altura de la pila

En la figura 1 se representan las cinco distribuciones de la armadura a lo largo de la al-
tura de la pila que se han considerado, teniendo todas ellas en cimentacion la misma seccion
de acero, y habiendo tomado para este estudio el valor correspondiente a una cuantia mecis
nica igual a 0,51 en la seccién de base inferior.

{*y  Este Articulo ez continuacibn de los dog aparecidos en los nimeros 148 y 149 de nuesira Revista y firmado por los
milamos Autores,
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Hemos contemplado dos distribuciones con variacion lineal ereciente hacia la base, 17
y 2", dos distribuciones parabdlicas, 3" y “4" y una distribucién de armadura constante
a lo largo de la altura, “5™. El volumen de acero dispuesto en cada pila es proporcional al
drea encerrada por las lineas que delimitan la distribucién de la armadu ra. Asi, la “2” contie-
ne un 30 por 100 mas de acero que la *1” y 1a “5" un 100 por 100 mds que la “1",

l—t000 | o

® © |

Iag 183 Ay
o 1900 ) Jo—t0o0__| fa1000_| |- to00. | |- 1000_|
DISTRIBUCION DISTRIDUCIONES  PARABDLICAS DISTRIBUCIONES  LINEALES
UHIFORME

Fig. 4
Fig. 1. Influencia de la distribucién de la armaclura a lo largo de la pila, a igualdad de érea de acero en la see-
cién de la base,

En este caso, y en el resto de las pilas estudiadas en este apartado 2, sélo se ha conside-
rado el efecto de la armadura principal de cada seccidn, compuesta por dos capas de barras
corrugadas colocadas a 5 cm de ambas caras exteriores que limitan el canto de la pila. Los
nimeros que aparecen en los esquemas de armado de las figuras 1 y 4 expresan los centime-
tros cuadrados de acero dispuestos en cada capa. Por ejemplo, en el esquema 2 de la figura
I, la seccién de empotramiento tiene 1.000 em? de acero en cada cara exterior, decreciendo
este drea linealmente a medida que nos alejamos de aquélla.

La seccién de cabeza tiene un armado similar al de la seccion base mas proxima a ella,
como muestra la linea quebrada de las figuras |1 y 4 que ajusta la distribucion teérica. En los
esquemas “17 y “3", en que el limite superior de aquélla es nulo, la armadura dispuesta en
estas dos dltimas: secciones cumple con las limitaciones e armado m inimo que proporciona
la Instruceion EH.

La geometria de la pila se mantiene constante a lo largo de su altura, habiéndose adop-
tado la seccién celular que se muestra en las figuras 2 y 3, de dimensiones externas 8,00 x
X 5,00 m? con espesor de paredes de 30 cm.

Para la esbeltez, A = 2 L/h, se han tomado tres valores (20, 30 y 40) y para cada uno
de éstos cuatro posibles excentricidades de actuacién de la carga vertical (h/20, h/5, h/2 v
h), resultando, pues, 12 casos diferentes por cada distribucién de armadura considerada,

Se han procesado con el programa DPIR (descrito en el n® 149 de esta Revista) los 60
casos estudiados en total, resumiéndose en las tablas 1 los valores de las cargas verticales
méiximas resistidas en cada uno de cllos, y el lipo de estado limite Gltimo que agotd a la pila,

Los valores de cargas que agotan a las pilas (bien por inestabilidad, bien por rotura de
la seccion més solicitada) a que nos referiremos en este trabajo son en realidad cargas altimas

10
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de cdlculo, P . Para ello, hemos trabajado en todos los casos, con las siguientes resistencias
de cilculo de los materiales constituyentes:

foq =200k, fem? (f, =200x L,5x 1,1 =330 k,/em?)

fyq=3.820k jem? (fy) = 3.820 1,1 =4.200k;/em?)

habiendo considerado que el acero es de dureza natural.

o T 4L/h = 20

b {Ag) 2 {1;3 Ag) 301,33 Agd| 4(h50 Ag)| 5 {2 Ag)
LINEAL LIKEAL PARAIOLICO | PARABOLICD| UKTFORME
a-1006 Ap0-1000 | 0-1000 3p0-1000 1p00-1000

h/B0=0,25 12000t (B)| 13800r (R)| 12600t (i) | 14200t (R 16200t (1)

W= 1 gzo00u (R) | 1obpor ()| 96por (m) | 1oSoot (M) | 12000t (1

w2 =2,5 | sa00t (0| 7000t (R éeeer (R)| 72eet (m) | Booot (T)

h = § Boet (R)| 2600t (R) 1400t (R} | 000U (R1 | 5300 (R)
ALTURA DE PILA = 75 m. % = 2i/h= 30
amAne| 1 (As) 2 (1,3 Ag) |3(1,33 Ag) | (1,53 As) | 5 (2 a5} |
LINFAL LINESL | PARAOLICO | PARABOLICO [ UNTIDRME
pie (00| o-tooo | doo-loco | o-loon | X0-10001 1000

h/20= 0,25 11400t (1) 1Zd4pot (1) 12200t (R} | 13200t (I)| 13600t (r)i

|
hE= 1 feoot (n)| 9200t (1) 0200t (M) gHpor (1) loonot (1)

/2 = 2,5 | 4boot (k)| sHoot (1)| s6oot (R) 6200t (1)| G600t (1)

h o= § goot ()| 26oot (R)| 1460t (R)| Jooor (R) a200t (1)
ALTURA DE PILA = 100 &, h = IL/h= 40
RMADD |1 (Ag) 2(1,3 4,0 | 31,33 Ag)|dl1, 50 ag) | 5 (2 Ay)
LINEAL LISEAL | PARABGLICO| PARABELICD | UNIFORME
EXC (m) 01000 Joo=1000 | 0=1000 Wo=1000 | 1000-1000

h/20=0,25 |oooov (1) | 0dooc (1) ofigot (1) |loodet (1) | lodooe (1) '

hi5= 1 Gbpor (1) | 7o00u (1) | 72000 (1) rdo0r (1) 7600t (1)

p/2 = 2,5 | 3600t (1) [44o00u (1) |déoou (L) diopr (1) foo0t (1)

h o= & oo & (1) | 2400t (W) |ldo0t {iy 2Bpot (R) aoor (1)

TABLA I

Influencia dela distribucién de la armadura a lo largo dela pila, a igual drea de aceroenla seceibn de
empotramiento, Carga resistida por la pila (R = rotura; I = inestabilidad)

En las figuras 2 y 3 se detallan los resultados de dicho andlisis para 10 de los casos estu-
diados, mostrando en cada una de ellas el comportamiento de log ¢inco tipos de pila, a través
de la evolucién de la flecha en la seccién de cabeza a medida que se incrementa el valor de la
carga vertical. Los grificos correspondientes a los otros 50 casos estudiados pueden consul-
tarsec en (1),

En estas figuras, y en el resto de las que aparecen en el Articulo, cuando el estado limi-
te se alcanza por. rotura de'una seccion se seflala en los dibujos con (x) y cuando es por ines-
tabilidad de la pila con (s ).

1

Documento descargado de www.e-ache.com el 30/04/2026



; . 1 Ll JI ! fl : I M enniia
U L et e i o
II } | ’ f i | ! I
il RN
|1|],':E| f At ' ' ! r I I i
e )| | | il
bt {4 ! '
W] ] IVIRROINGA BE A BTGt bt
! T&I:m ;l‘.lft ',f;:fﬁ hE QA | Pt
| I U4 vikeal, o-iow
Ly [idw e Bod-1d0s
P L) A reRRBeLiEA 0 - feee .
it | W ow | donedgen | :
o I b ONTORAE | d000- a0 |
i : ]’ | o 4 e
eshfio = dlslnu. i 1 [ | o
vl 1ol [ 1 | ! it
wigecd | | | | |
L] |r' | ! | 1 ﬂﬂ}n o iabea {qu}‘J
dic o AL R IR e
A T TR TR P A LS 0T (] e
y I 1 [ s I 1 { | I | | i
i 1 i CUTTET TS T !nlmlmuu B Adbkba | | ' I | b lid ) | i
1 (410 Lhagy b8 (A ATobh bR (A PAY L ’ i";J [ .
1| NTT ot dune! ‘ [] ] ‘ K L L j o il
i O B T ! , B ] . , i | l [
+ FARABOLIED = 4feo [} | = b e '
g - s Mol ), Bma - deho bid i | el s e 1 i I h‘(‘p.
! . IlJ |F:H.'lﬂ LEITE Muj Fi].d | -m i_' EREN, [ s (D) |
i S B - I.?... Ii i I
sava | ’][ J .‘ e T N !]l[r r ' ‘ | J | I' i
! ' i AT [ | i |
i .lll | | | e et R ! l I ! -
i e )| it S o 3 ; ! b
U Hil Rl
! r_l'.I P B LA o | N &
oo i e Flewio, l | | e
i Heralri b [ e
b |' f wige ] ) 1 la35 ! ‘ | '?ﬂ"'_ao | ! an
L) | e g0t e 2 | 1 e e B
{mwy I I -.1 It‘:il |I | l | f I : it
‘: | ' 0 d | [ + rebowr Wian = 084 '
Iil ¥ i |r1|r l | | !I ll | I :,Mnluﬁ'ﬂ'\@:ﬂ
et ek K v 0 T O CEO T B I O )
Fig. 3

De la observacién de las Tablas 1 podemos destacar los siguientes aspectos:

1) En las pilas mas esbeltas, A = 40, el estado lmite Gltimo que se tiene en casi todos
los casos es de inestabilidad.

En las pilas menos esbeltas, A = 20, el estado limite dltime que se alcanza en la ma-
voria de los casos es por agotamiento resistente de una seccion.

El caso » = 30 es intermedio entre los dos anteriores,

12
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2)Para el tipo de cargas que se contemplan en este apartado, la distribuciéon uniforme
de armadura a lo largo de la pila no es interesante. En efecto, se observa en las tablas
el pequefio incremento de carga vertical que puede resistirse con esta distribucién en
relaci6n a otras notablemente mas econémicas en volumen de acero consumido.

3)Para las esbelteces A = 20 y A = 30, se observa como el armado “2"" admite mayores
valores de la carga vertical P que el "'3", aun teniendo esla soluciéon un mayor volu-
men total de acero que la otra.

En todos estos casos, el estado Iimite ultimo de la pila “3" se produce por agotamiento
resistente de la seccién 10, préxima a coronacion, lo cual nos estd indicando que esta pila
adolece de falta de armadura en su zona superior. Y, asi, se observa que la pila “2", que dis-
pone de mas armadura en cabeza que la “3" qun con menos volumen de acero que ¢sta,
ofrece mejores resultados y es, por tanto, claramente preferible como esquema de distribu-
cidn de armaduras.

Puesto que los esquemas de armado indicados en la figura conducen a diferentes volu-
menes de acero consumido, hemos juzgado interesante repetir el estudio con diagramas de
distribucién de armadura andlogos a aquéllos, pero modificando la seccitn de acero del em-
potramiento de la pila, de tal modo que todos ellos incluyan idéntico volumen de armadura
(ver figura 4). De este modo, la carga critica que agota a la pila con cada esquema de distri-
bucién serd un indice directo de la eficiencia resistente de cada uno de ellos.

2 f ey 0

Al ‘l L] A‘ 1
A ! [ -
00 }..HL{ [Fed 2 o700 o] |_ won__|
OIS THRIBUC KON DISTRIBUCIONES DISTRIBUCIONE S LINEALES
UNIFORME PARABOLICAS

Fig. 4. Influencia de la distribucién de |a armadura a lo large de la pils, a igualdad de volumen de acero
utilizado,

Procesando con el programa DPIR estas pilas para los mismos ¢asos de carga y alturas
que la vez anterior se tienen los resultados que aparecen reflejados en las tablas 2.

En ellas se observa como, a igualdad de voJumen de acero utilizado:

1)No existe un esquema Gnico de mixima eficiencia resistente, La distribucion de ar-
madura 6ptima depende de la altura de pila y de la excentricidad de la carga en su
coronacion,

13
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ALTURA DE PILA = 50 . As 2 L= 20
AliAng | 1A (Ag) ZA (Ag) I {Ag) 4h (Ag) 5A (Ag)
‘ LINEAL LINEAL | PARABDLICO |PARABOLICO | UKIFORME

EXC (m) ™| 0-1060 00-700 | o-7%0 00-600 So0-500

h/20=0,25 | 120000 ()| 100t (7)f12200t (k) [13400v () | 12800t (1)
hfis = 1 D200t (k)| looooe (I3 9400v (RY | 9%00r (1) | wdo0t (1)
h/2 = 2,8 o0t (RY| 6400t (1) 5600t (m) | daoor (1) | G000t (1}

h = 3 Soot (RY] 2400t (RY| 1200v (R) | 2600t (R) | 3000t (1)

ALTURA PILA = 75 N o= 30

RMAID | 1A {Ag) 2h (Ag) M (ag) 4 (Ag) S (Ag)
LINEAL LIKEAL | PARABGLICO | PARABOLICO | UNIFONME
LXC (m 0-1000 (=700 -7 50 300-600 io0-500

h20=0,25 | 11400t (1) | 11200t (1) 11600c (1) | Llosoe (1) | loboot {1}

h/5= 1 | Bopor (n) | Hdoor (1) Béoot (1) &2oor (1) | 7Hoor (1)

h/2 = 2,5 | 4600t (R) 5000t (1)) fooor ()| Sooot (1) | 4600t (1)

h = § foor (R) #400v (R) 1200t (R)| 2400t (R) | 26000 ()

ALTURA PILA = 160 n 6 skl
AADD | 14 (4g) A (Ay) A (Ay) aa (Ag) SA (Ag)
L’ LINEAL LINEAL | PARABOLICO | PARAROLICO | UNIPORME
e (m) D=1000 | 300-700 | 0750 300-600 | 5o0- 500

h/20=0,25 gpoot (1) | Booor (1)) 8800t (1) | Rdoor (1) Booot (1)
hfg= 1 6600t (1) [ Odoor {(1)| G400t (1) | 6Zoot (1) | sBoot (1)

h/t = 2,5| 3600t (1)| 3600t (I)| 3Beov (1) | oot (1) | Jdooe (1)

h ‘& § Hoot (R)| 2200v (R)| iZoor (R) | 2200t (R) | 2Zooot (1)

TABLA 2

Influencia de ln distribucibn de la armadura a lo largo de la pila, a igual volumen de acero utilizado.
Carga resistida por la pila (R = rotura; I = inestabilidad)

2) Las diferencias, para unos determinados valores de la altura y excentricidad de carga,
entre las cargas criticas que corresponden a los esquemas de méxima y minima efi-
ciencia no son excesivas, Salvo los casos de excentricidad relativa (e/h = 1), tales
diferencias aleanzan un 23 por 100 en un sélo caso, y no son superiores al 14 por
100 en los demas,

3) De las distribuciones estudiadas en la figura 4, y para los 12 diferentes casos de carga
de las tablas 2, la distribucion trapecial “2A™ y la parabélica “4A” son las que dan
globalmente mejores resultados,

4) Las distribuciones uniforme “5A" y lineal “1A" son las que en conjunto ofrecen
peores resuliados,

Sin embargo, la solucién “5A™ aparece como la mis adecuada para los casos en que la
carga actiia con méaxima excentricidad h, lo que se explica bien por las fuertes flexiones de
primer orden que en este caso aparecen desde la misma coronacion de pila.

En cambio, cuando las excentricidades en cabeza son pequefias (y, con ellas, las flexio-
nes de primer orden en la zona), las distribuciones *1A” y “3A” son las que ofrecen mejores
resultados,
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La tabla 3 que se incluye a continuacion quministra informacion directa y resumida de
los esquemas de distribucion de armadura que, a igualdad de volumen de acero, conducen a
los valores de carga critica maximo y minimo. Esta tabla puede tener valor orientativo para
el disefio dptimo de pilas esbeltas de puente de geometria constante. Ademis de la altura de
pila, ¢l proyectista habrd de determinar, previamente, cudles son las excentricidades relativas
de las acciones que solicitan a la pila en su coronacion, encontrando a renglon seguido en la
tabla la distribucion de armadura que resulta més eficiente.

ALTURA | EXCIR= | ESQUESA DE ARMADO | ESQUBMA DE ARMADO| mil %
nr: TRICT- | %AS EFICIEXTE WiNOS EFTCIINTE | _orit
PILA AR RE- win

LATIVA | omix v min rl|:r|.|.
{mi ] Re :_"n.'rlt(t] K¢ IIGFI'“
1/d0 A ! 13400 I 12000 1,12
/5 ah | loooo ik 4200 1,00
50 ' -
i/2 | A i G400 1A 5100 1,23
s D 3000 1A Boo 3,75
1/20 A 11600 5 10600 1,00
175 o Heoo 5A 7hoo | 1,10
O . ,
1/2 2A SO SA 4600 1,00
1 A i 2600 1A B0 3,25
1/20 LA 9600 s ! Booo | 1,13
1
1/4 Hh 6600 ., SHoo 1
100
1/2 Ik oo SA o0 1,12
1 2A 2200 1A fiod 2,73
TABLA 3

Esquemas de distribucion de armadura que, a igualdad de volumen de acero, conducen a los valores
de carga critica miximo y minimo

2.2. Influencia del incremento del espesor de las paredes de la seccion o da la armadura de
la misma

En la pila contemplada en el punto anterior, y adoptando en ella una distribucion tra-
pecial de la armadura segin el esquema “*2" de la figura 1, se estudia ahora la influencia que
tiene en su comportamiento el aumentar el espesor de pared en toda su altura o el firea de
las armaduras en cada seccion,

Los resultados obtenidos estdn representados en las dos tablas 4, apareciendo compara-
das en cada una de ellas 5 diferentes pilas.

La pila considerada como base de referencia es la del esquema 2 de la figura 1, conun
espesor de pared de 0,30 m y el armado alli definido.

Las otras cuatro pilas restantes resultan de: mantener la misma armadura y aumentar el
espesor de pared a'0,40 6 0,50 m, o mantener constante ¢l volumen de hormigon de la pila y
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aumentar el de acero hasta 1,5 6 2 veces el dispuesto en la pila de referencia, conservando el
esquema de distribucion de la armadura,

Se han considerado dos valores para la esbheltez (A = 2 L/h) de la pila: 30 y 40,y tres
valores para la excentricidad con que actiia la carga vertical: (h/20, h/5 y h/2).

En total, se han analizado 10 pilas distintas, con, cada una de ellas, 3 excentricidades
de carga diferentes. Las respuestas en los 30 casos que resultan quedan resumidas en las ta-
blas 4.

ALTURA DE PILA = 76 i, Am 2, LMa 30
ESPESOR DE 0,30 0,30 0,50 a, 4t 0,80
TADIGUE m,

]\crnnn Vo 1,50 Va 2,00 Vo Va Vi

hfef= 0,28 | 12400t (I)| 14400t (1)] iBB05E {(n) | 14800t (1) 16800y (1)

h/% o= 1,00| 9200t ()| 10M0OT {I)| 13006¢ (1) |11000t (I} | 12400t (1)

hid = 2,60 BBOOE () 000t (1)) nooop (1) | a8o0: (1) 2800t (11
ALTURA DE PILA = 100 m. XA = 2L/hedd

ESFESOR DR 0,30 9,30 o, 3 a0 0,50

TABIQUE m.

o v 1,5 vn | 2,00 va va va

3

h/20= 0,88 9400y (1) 11200 (1)) 13000¢ (1) [11200v (1) 186008 (1)

h/8 = 1,00| 7000t (1) Bafoy {(1)] weoot (1) | @000t (1) aoooe (1)
hi@ = 2,80 4400t {1} B0t (1) eeoot (1) | asoot (1) 8000t (1)
TABLA 4

Influencia del incremento del espesor de Ias paredes de la seccion o de la armadura de la misma,
Carga resistida por la pila (R = rotura; I = inestabilidad)

En las figuras 5 y 6 se representan grificamente los resultados obtenidos en 10 de los
casos estudiados. En concreto: las 5 pilas de 75 m de altura para una carga vertical creciente
que actda con excentricidad e = h/5 (Fig. 5). Y las 5 pilas de 100 m para carga vertical cre-
ciente con excentricidad ¢ = h/2 (Fig. 6).

Los grificos correspondientes a los otros 20 casos analizados pueden consultarse en (1),
La observacion de las tablas 4 pone de manifiesto:

I)Para los dos menores valores de la excentricidad, h/20 y h/5, tenemos que el incre-
mento de carga vertical, respecto al valor méiximo admitido por la pila de referencia,
a que conducen las soluciones en que se aumenta el hormigén de la pila viene a coin-
cidir con el que proporcionan las soluciones en que se incrementa la armadura,

Se observa como la respuesta de pilas con paredes de 40 em coincide pricticamente
con la de pilas de 30 cm de pared y 1,5 veces el volumen de acero de aquéllas, Y
también, como el fenémeno se repite.entre las pilas con 50 cm de espesor de pared y
las de 30 cm y volumen de armadura doble,

Tal incremento de carga vertical resistida supone un sobrecosto respecto a la pila de
referencia, que estd dado por el incremento de coste de los materiales,

16

Documento descargado de www.e-ache.com el 30/04/2026



i i Y . 111 I A R L ! |
| Ifﬂ. f:ﬂn.om[:h ]ul,|l-_.n“n]u|1 n-uidlldl !'l. Tt 1:nluf|mm.-n!w lm IARHMHM.'". ! !
! 1 | i | I | !
dsged- -|.---||---'.|:--':"i 8 L &t [
i 1 O W . 4 B b ‘ (3t 1 I M (Y
OB 0 e R O (1 L) | FEig i
i FrE] N | N B “r-,cm!h"'; I (1 ' R I
- e | aageden, 1V |1 ey h# '
l \ | i | A g i ! l k, 'n'l.!..“_l'“r}" vudid Y, ] |- f i =k | | ' ! | !
) 16 ) '-'=Tl l"ram?"'w.' ' ‘ | R EE ! : J| i
' i I. L || l | ll | ___;_,_'.L..lurrn'lo,\ﬁ ' 1 I | | !
ol llf‘\l o Bl AL B 8 L R RO W
lm' ¥ oo | il iAo b ‘ '?‘IP- Al ||
' ' Twld de | | | et in ] : \
|y " eereht R g ] 1] ]|
: (K | l NN e [ UL e L1 ] e2t/h-30
1 | | H I |
| i I b e -'-—'--l R ol | il Vs viliwr de aune o bn pela s
|25 | | I Il | | l o ! i
e i LI AL
§ | 8 L1 gy oo R i [ i |
| Y i 1 | A i i | flecka e esbera (was),
o T e b e e L ) T
Fig. 5.
e (LN i A w1 4 3 N 4 S P T SR
i tﬂﬂdl.lﬁch L ESPEA BE TAB[GOR 4 VL IRCAFMTMTD KU LA ARFIABUAA"
| | I i 1 i b i | §
| : - bt it . | [ I o } | | R b |
Em |30 ! K II' ..... il 184 i i i | ~ ! | | | | ! . | | t i 1 ! |
] I i Bl 6 L fesps o'mfa A | '3
| I | DR
'm| I . H:-H i | i iy . Il \ !ILFJ tiow 4'5”.5 |
I T i '_'_,_,_,——-—L"_I " | | | i i ¥ | |1 | ,
|Basat e ! __‘,_,__.'Hr-a‘tﬂq,"‘f; a1
| Lo —— T Tt & “"ﬂﬁlr ' l I 4
I o
‘Mﬂ | ‘ i I .
| i | |
Aot . b | b
A 4 ] ] s b/t s 250w, | : i
S ":l Il Lt 268 | m- Zl.fi‘l Lo ] 1A
| i . | J.- i de aitrn o ls '-hl
| i
i 3 !.“ ; | M
S \.H-i :‘| Loy g
| T R f [ [feidia g eabesa (),
i | m..- ='ninliilirli .'.uItI:llili,|l|":..i'.'.i: ui il .hnh.' 1 | | | | [ |

Fig. B.

Admitiendo que ¢l precio de una tonelada de acero de armar ¢s del orden de 10 ve-
ces ¢l de un metro cibico de hormigén, tenemos que el coste del incremento de ace-
ro que supone pasar de un volumen V a 1,3 V, viene a ser del orden del doble de lo
que cuesta aumentar el espesor de tabique de 0,30 a 0,40 m, Proporcién que se man-
tiene con las soluciones de doble volumen de acero o espesor de tabique igual a 0,50
m.

Llegamos asi a la conclusion de que, en estos casos de actuacién de cargas verticales
con pequenas excentricidades, es decir, de compresiones compuestas, y admitiendo
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que las dimensiones bisicas (b x h) de la seccion estén prefijadas por otros condicio-
namientos, resulta mas rentable ccondmicamente incrementar el espesor de tabique
de las piezas que el volumen de armadura de las mismas.

2)Para la excentricidad h/2, méximo valor considerado, se observa como las soluciones
en que se incrementa el espesor de tabique son menos interesantes que en el caso an-
terior,

Para la pila de altura menor dan resultados similares, tanto en cuanto a la carga verti-
cal mixima resistida como en cuanto u la deformabilidad de la picza, las soluciones
en que se incrementa el espesor de la pared a 0,50 m o el volumen de acero a 1,5 Vi
resultando similar el coste de ambuas.

En la pila de mayor esbeltez, L = 100 m (Fig. 6), puede verse como, al comparar la
solucion de pared igual a 50 cm con la de pared de 30, con 1.5 veces el volumen de
armadura de aquélla, presenta esta altima mejor respuesta resistente (con mayor car-
ga critica de inestabilidad), siendo su coste similar.

3) Podemos resumir las conclusiones de este apartado diciendo que en aquellas pilas en
que predomine la flexion sobre la compresion (flexion compuesta), resultard intere-
sante para una geometria externa dada, aumentar la seccion de acero antes que ¢l
espesor de las paredes de hormigén. Esta afirmacion es tanto mis clerta cuanto mi-
yor es la altura de pila, ya que las flexiones de segundo orden crecen muy deprisa
con la esbeltez, y clevar el espesor de las paredes supone incrementar fuertemente el
peso propio que, en la pila deformada, contribuye en medida importante a dichas
flexiones.

Por el contrario, en las pilas sometidas principalmente a compresion compuesta (pi-
las sometidas a cargas en cabeza actuantes con pequena excentricidad relativa), resul-
ta mas ventajoso aumentar espesor de pared que el volumen de armadura, Todo
ello, logicamente, en el supuesto de que se disponga de buena cimentacion, cuyo cos-
Lo no se vea sensiblemente alterado por el aumento de peso propio de la pila.

2.3, Influencia de la variabilidad de 1a seccién de hormigon

Presentaremos en lo que sigue los Gltimos resultados de este apartado en que se esti
analizando el comportamiento de pilas esbeltas frente a cargas contenidas en un plano prin-
cipal,

Se trata de poner de manifiesto la influencia que en el mencionado comportamiento
tienen las dimensiones bisicas de la seccién, canto y ancho, viendo los resultados que pros
porcionan cuatro tipos de pilas que, a igualdad de los demas pardmetros, se diferencian por
la forma en que varian dichas dimensiones a lo largo de su altura,

En la figura 7 se presentan las cuatro pilas estudiadas, ordenadas segtin el volumen de
hormigdn que contiene cada una de ellas,

Para cada pila se dibuja, en primer lugar, su alzado longitudinal, que muestra el canto
con que hace frente a la carga vertical excéntrica actuante en dicho plano, v a la derecha su
alzado transversal que muestra la variabilidad del ancho de la seccién a lo largo de la pieza,

El volumen de acero dispuesto en todas estas pilas es ¢l mismo, siendo su distribucion
parabolica, segiin’el esquema “4" de la figura 1. E] espesor de tabique en todas ellas es de
0,30 metros, sientdo también constante el canto que tienen en la seccion de empotramiento,
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Fig. 6.

Admitiendo que el precio de una tonelada de acero de armar es del orden de 10 ve-
ces el de un metro clibico de hormigon, tenemos que el coste del incremento de ace-
ro que supone pasar de un volumen V. a 1,5V, viene a ser del orden del doble de lo
que cuesta aumentar el espesor de tabique de 0,30 a 0,40 m. Proporcibn que se man-
tiene con las soluciones de doble volumen de acero o espesor de tabique igual a 0,50
m.

Llegamos asi a la conclusion de que, en estos casos de actuacién de cargas verticales
con pequefias excentricidades, es decir, de compresiones compuestas, y admitiendo
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que las dimensiones bisicas (b x h) de la seccion estén prefijadas por otros condicio-
namientos, resulta mis rentable econdmicamente inerementar el espesor de tabique
de las piezas que el volumen de armadura de las mismas,

2) Para la excentricidad h/2, maxime valor considerado, se observa como las soluciones
en que se incrementa el espesor de tabique son menos interesantes que en el caso an-
terior,

Para la pila de altura menor dan resultados similares, tanto en cuanto a la carga verti-
cal mixima resistida como en cuanto a la deformabilidad de la pieza, las soluciones
en que se incrementa el espesor de la pared a 0,50 m o el volumen de acero a 1.5 Yo
resultando similar ¢l coste de ambas,

En la pila de mayor esbeltez, L = 100 m (Fig, 6), puede verse como, al comparar la
solucion de pared igual a 50 em con la de pared de 30, con 1,5 veces el volumen de
armadura de aquélla, presenta esta Gltima mejor respuesta resistente (con mayor car-
ga critica de inestabilidad), siendo su coste similar.

3) Podemos resumir las conclusiones de este apartado diciendo que en aquellas pilas en
que predomine la flexidn sobre la compresion (flexion compuesta), resultard intere-
sante para una geometria externa dada, aumentar la seccidn de acero antes que ¢l
espesor de las paredes de hormigdn. Esta afirmacion es tanto mas cierta cuanto ma-
yor es la altura de pila, ya que las flexiones de segundo orden crecen muy depris:
con la esbeltez, y elevar el espesor de las paredes supone incrementar fuertemente el
peso propio que, en la pila deformada, contribuye en medida importante a dichas
Mexiones.

Por el contrario, en las pilas sometidas principalmente a compresion compuesta (pi-
las sometidas a cargas en cabeza actuantes con pequefa excentricidad relativa), resul-
ta mas ventajoso aumentar espesor de pared que el volumen de armadura, Todo
ello, logicamente, en el supuesto de que se disponga de buena cimentacion, cuyo cos-
L0 no se vea sensiblemente alterado por el aumento de peso propio de la pila.

2.3. Influencia de la variabilidad de la seccion de hormigon

Presentaremos en lo que sigue los dltimos resultados de este apartado en que se esti
analizando el comportamiento de pilas esbeltas frente a cargas contenidas en un plano prin-
cipal,

s¢ trata de poner de manifiesto la influencia que en el mencionado comportamiento
tienen las dimensiones basicas de la seccion, canto y ancho, viendo los resultados que pro-
porcionan cuatro tipos de pilas que, a igualdad de los demds pardmetros, se diferencian por
la forma en que varian dichas dimensiones a lo largo de su altura.

En la figura 7 se presentan las cuatro pilas estudiadas, ordenadas sepin ¢l volumen de
hormigdn que contiene cada una de ellas,

Para cada pila se dibuja, en primer lugar, su alzado longitudinal, que muestra el canto
con que hace frente a la carga vertical excéntrica actuante en dicho plano, v a la derecha su
alzado transversal que muestra la variabilidad del ancho de la seccion a lo largo de la picza,

El volumen de acero dispuesto en todas estas pilas ¢s el mismo, siendo su distribucion
parabélica, segin’el esquema “4” de la figura 1. El espesor de tabique en todas ellas es de
0,30 metros, sientlo también constante el canto que tienen en la seccion de empotramicento,
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Fig. 7. Influencia de |a variabilidad de la secelén de hormighn, Alzados longitudinal v transversal do diferentes
pil as, '

Al igual que en ¢l punto anterior, se han considerado dos alturas de pila, 75 y 100 me-
tros, y tres valores de la excentricidad (0,25, 1y 2,50 metros), resultando de ello un total de
seis casos diferentes para cada tipo de pila.

Hay que hacer notar que los disefios de pila de canto variable tienen en coronacién un
canto (h = 3,00 m) elegido para que tales secciones dispongan de capacidad resistente cierta
frente a los momentos de primer orden que las va a solicitar. De modo que las diferencias
resistentes entre unos y otros disefios estin regidas por el comportamiento global de la pila
(efectos de segundo orden) y por la resistencia de secciones intermedias o de base de la mis-
ma.

En las tablas 5 se resumen los resultados obtenidos con el programa DPIR al analizar
los 24 casos estudiados.

ALTUILA DE Pikh = 8 m s B L/hos 30
PELA 1 3 a a
E&Gim)
0,38 jolipot (1) | 13200t (1) | ll400c (1) | 14200t (M)
1,00 7400t (1) gnpoe (1) | 7ooDt (R} 106800t (R
2,80 MOt (W) spooe (1) | 4pooe (n)| 7000t (R)
ALTURA DE PILA = 100 m. },- L/ = A0
FILA
1 2 a d
EXC(m)
D28 wooot (1) 1000t (1) Be00t (1) | 11600t i1}
1,60 ooy (1) magot (1] oo00r (Th] Bedd (1)
2,60 saooe (1) asoor (1) 3aooe (n) | seoot ()

Tabla 5. Influencia de |a varfabilidad de |a seccién de horm ighn. Carga
rasistida por la pila (R = rotura; | = inestabilidad).
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En las figuras 8 y 9 se representan grificamente los resultados obtenidos en 8 de los
casos estudiados. Los dibujos correspondientes a los 16 restantes casos pueden consultarse
en (1).
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Fig, 9.
De los resultados de las tablas § puede destacarse:

1) Los miximos valores de la carga vertical resistida se tienen para las pilas 2 v 4, que
presentan un canto constante a lo largo de su altura.

La pila 2 que tiene menor volumen de hormigon que la 3, da mejores resultados que
ésta. Y
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Estos valores resaltan la influencia que en la reduccion de la capacidad de carga de la
pila tiene un disefio taluzado en el plano longitudinal, La disminucion lineal del can-
to desde su base supone disponer de secciones mis débiles v, por tanto, mis incurva-
bles, que producen mayores efectos de segundo orden, conduciendo a cargas criticas
menores. La comparacién, en todos los casos, entre las curvas respuestas, de las pilas
ly3porunladoy,delas2y 4 por otro, demuestra indirectamente la economia del
canto constante (relacién de cargas criticas comparada con relacion de volumenes de
hormigon; la armadura es siempre la misma). A favor del canto variable estd, sin du-
da, la estética de la obra y el hecho de que canto variable significa mayor canto en la
base a igualdad de canto medio, con lo que las condiciones de la comparacion ante-
rior se ven modificadas,

2) A igualdad de alzado longitudinal, pilas |y 3,y pilas 2 y 4, el aumento del ancho de
la pieza a medida que nos aproximamos a la cimentacion mejora, como es logico, el
comportamiento longitudinal de la pila, ademds de las ventajas que esto suponga
frente a un viento transversal a la misma.

3. COMPORTAMIENTO TEORICO DE PILAS ESBELTAS EN MENSULA, SOLICITA-
DAS POR FLEXO-COMPRESION BIAXIAL Y CARGAS CONTENIDAS EN SUS
DOS PLANOS PRINCIPALES

d
—

 Efecto de un viento transversal a una pila esbelta durante la construccion de un dintel
por avance en voladizo a partir de aquélla

El estudio de las pilas altas de viaductos construidos por avance en voladizo se aborda
en el proximo artfeulo y, como se verd en el mismo, ellas pasan por su fase mas critica du-
rante la construceién del dintel, situacion en la que funcionan como grandes ménsulas.

A lo largo de la construccion del tablero, la pila se ve solicitada por cargas verticales
excéntricas contenidas en el plano longitudinal del viaducto. Un viento transversal ul mismo
convierte ¢l problema resistente de la pila en una flexo-compresion biaxial, en que se deben
tener presentes los efectos espaciales de segundo orden, habida cuenta de la esheltez de la
misma.

En este apartado se estudia el efecto que origina el viento transversal en cuatro disefios
diferentes de pila de un posible viaducto constru ido por avance en voladizo,

Los disefios se muestran en la figura 10, Hemos jugado con:
_ Canto en sentido tm.ugw_‘rs;[l: Constante (pilas “C’") o variable (pilas V")
Espesor de pared de pila: Las pilas “17 tienen 30 ¢m, v las pilas “27, 40 cm.

_ Seccién total de acero, uniformemente distribuida en todo el perimetro externo de
la seceion: Las pilas *1” disponen de 2.080 cm?, mientras las *2" cuentan con el do-
ble (4,160 ¢cm?). Esta armadura se manticne constante en toda la altura de la pila.

Fn todos los casos, el canto longitudinal es constante, y buscando acentuar efectos
de esbeltez, se ha tomado igual a 1/20,0 sea, h; = 100/20 = 5 m,

Se tienen asi cuatro pilas distintas que representan casos bastante extremos en cuanto a
rigidez transversal y robustez de seccién de hormigon y acero. La C1 esla pila mis débil y la
V2 resulta la mis robusta.
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Los volamenes de hormigén incluidos en cada disefio son, en funcién del volumen de la
pila C1, los siguientes:

Vol (V2) = 1,53 . Vol (C1)

Vol (C2) = 1,31 . Vol (C1)
Vol (V1)= 1,16 . Vol (C])

| [
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Fig. 10, Efecto de un viento transversal a una pila eshelta, Caracter(sticas de las pilas analizadas,

Nuestro objetivo es observar el comportamiento de estos cuatro disefios frente a la ac-
cion combinada de carga vertical v viento,

En la figura 11 se expone la respuesta de la pila C2 (canto transversal constante y 40
cm de espesor de pared) sometida a una carga vertical de 4,000 t ¢n su cabeza que actia con
dos diferentes excentricidades longitudinales (hipotesis Atep = 0,333 h; = 1,67 m. Hipote-
sis B:¢; = 0,56 h; = 2,80 m), mds un viento que produce empuje unitario q. La fuerza F
es la accidn de viento transmitida por el dintel, siendo ey la excentricidad de P ungundrad;
por el par transversal del mismo origen. El grifico inclufdo suministra, para cada intensidad
de viento (q), los valores de las flechas en cabeza en ambos planos longitudinal y transversal,

: Puede observarse el ya comentado efecto del “ablandamiento’ (ver Hormigén y Acero
n” 148) que la accidbn concomitante del viento transversal provoca en la respuesta de la pila
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en ¢l plano longitudinal. Asi, una intensidad: q = 150 kp/m? supone un aumento del 16 por
100 en la flecha longitudinal debida a la sola accion de P = 4.000 ton con ¢ = h, /3.

En dicho grifico se observa bien la no linealidad de la respuesta, indicdndose con (X)
los puntos de agotamiento resistente de la pila que, como puede verse, corresponden a inten-
sidades de viento irreales. Logicamente, a la hipotesis B (mdxima ¢ ) corresponde un menor
valor de presion de viento critica.

Ater" FR IENTO
W FeA 0001 (i 0,20]
PR tha it
'L-LI w ACTﬂATUN VIENTD "g apty B /P
i|P FII
T o
- b
é = "1,_'..1: .
| _‘
™ _+_HE_.
T . !lLu e +

iyl 1000 6Ga wot  fooo 1

=y ﬂ-uhﬁmf y FLECHA

Fig. 11, Comportamiento de una pila esbelta frente al viento,
Hipétosis Ad @, = 0,333,h; = 1,67 m.
Hipdtesis B: o, = 0,660.h, = 2,80m.

Para mejor entender el fenémeno tensional anterior, hemos representado en la figura
12 los planos de deformacion existentes en seis secciones base de la pila para q = 100
kp/m?. Se observa una inclinaciéon progresiva de la fibra neutra desde coronacion hasta em-
potramiento al incrementarse el flector transversal,

La figura 13 incluye las respuestas de los cuatro disefios de pila frente a las hipOtesis
AV (o sea, fuerza P = 4.000 ton, con ¢; = h/3, mis accion de viento, g, creciente). Fijan-
donos en las flechas en el plano longitudinal, apreciamos el fuerte incremento resistente de
V1 respecto a C1 . 0 sea, el crecimiento de canto transversal (de 8 a 12 m) redunda enun
aumento superior al 100 por 100 de la carga critica de viento, con solo un 16 por 100 de
incremento de hormigén, resultado, por lo demds, totalmente esperable,

Pero mas contundente es la comparacién de las curvas V1 y V2, En efecto, la Gltima
pila, con un 13 por 100 mis de hormigon y doble peso de acero que la primera, s6lo supera
su viento critico en un 16 por 100.
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Fig. 12,

Finalmente, la comparacion entre V2 y C2 deja sentenciada la conveniencia de no esca-
timar canto transversal (acudiendo, logicamente, a un disefio de ancho variable) en las pilas
altas de viaductos,

En (1) pueden consultarse otros grificos paralelos a los aqui recogidos.
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Comportamiento de las estructuras de
hormigén en edificacion durante el
proceso constructivo

Por Ricardo Alvarez Garcia Lubén
Ingeniero de Caminos

INTRODUCCION

Durante la construccion de la estructura de un edificio existe un proceso determinante,
tanto en la fase de proyecto, para efectuar el cilculo correcto de solicitaciones que va a e
ner la estructura, como en fase de construccion ya que se ha de realizar la obra en condicio-
nes dptimas de seguridad y de rendimiento. Este proceso, comiin a todas las obras de edifica-
ci6n, recibe el nombre de “desapuntalamiento™.

La construccién de la estructura, se realiza mediante el apuntalamiento del encofrado
correspondiente a cada forjado, Al considerar el factor econbmico, que determina la rentabi-
lidad o nd del proceso, y cuya optimizacion se alcanza si la construccion se realiza en el mi-
nimo tiempo posible, los tiempos de ejecucion de los correspondientes forjados se reducen
creando un ritmo de ejecucion, acorde con las necesidades de realizacion de la obra. Como
consecuencia, al minimizar el tiempo de ejecucion, el hormigon, durante este periodo, no es
capaz de desarrollar la resistencia necesaria para soportar, el sélo, todas las cargas, precisan-
do del apuntalamiento durante un tiempo adicional al de ejecucion, por lo cual, el apuntala-
miento se va superponiendo de unos pisos a otros.

Al intervenir, a su vez, la rentabilidad del encofrado, siendo su cantidad limitada para
cada obra, hemos de trasladar los puntales desde el piso mis bajo, que esté apuntalado al
mis alto que se desee construir, Para la realizacion de este proceso, se tienen que desapunta-
lar los niveles mas bajos a medida, que va avanzando la obra, ocasionando, mediante este
desapuntalamiento, una redistribucion de todas las cargas que en ese momento existen en la

_estructura y que la propia estructura reparte ¢n funcion de la rigidez a flexién de sus elemen-
tos. ]

El diferente nimero de plantas apuntaladas, ocasiona que la redistribucion de las cargas
que se realiza entre todos los forjados apuntalados, varie y puede llegar a ser condicionante
su eleccibn, aunque en la mayoria de los casos no llegue a ser determinante, como lo son, en-
tre otros, el ritmo de ejecucion de la obra, la capacidad de realizacion de los tajos o la viabili-
dad de la rotacién del propio encofrado.
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Durante el proceso de construceion, se presentan momentos criticos que pueden afec-
tar a la seguridad de la estructura, ya sea porque los puntales puedan estar infradimensiona-
dos para las cargas que han de soportar, pudiendo asf producirse su pandeo vy originando
que la estructura resulte, en el mejor de los casos, gravemente dafiada, o bien porque la
estructura propiamente dicha, no sea capaz de aguantar las cargas a las que se ve sometida
durante el proceso constructivo, pudiendose producir defectos importantes que pueden lle-
gar a ocasionar el colapso de la obra,

ANTECEDENTES

Para homogeneizar criterios, definiremos como “ratio de carga” el coeficiente que ex-
presa la relacion entre la carga que soporta durante la construccion el elemento considerado,
ya sea forjado o puntal, y la carga que le supone el peso propio del forjado junto con su co-
rrespondiente encofrado. En adelante, se considerarin todos los forjados de iguales carac-
teristicas, para poder hacer referencia a un “ratio de carga” homogéneo, no obstante, las
teorias que se exponen pueden aplicarse a distintos tipos de forjados de un mismo edificio,

Nielsen (2) en 1952, desarrolla un método de andlisis para determinar durante el pro-
Ceso constructivo, la carga méixima que soportan los forjados y los puntales, debida ala in-
teraccion que existe entre ellos, teniendo en cuenta sus respectivas deformaciones, En la ta-
bla n® 1, se indican los ratios miximos de carga que obtuvo para diferentes tipos de puntales
y nimero de plantas apuntaladas,

TABLA 1
Ratios de carga mixima segiin Nielsen,
Puntales Forjados*
(sin apoyar en el suelo)
me=3 m=3
m=2 m=3
K=03 2,28 2,53
K=03 1,34 1,80
K =08 - 2,56
K=048 - 1,71
* Estos ro*ios son los aleanzados en la 2" planta,
Puntales Simbologia:
(apoyando en el suelo)
—- m: Esel nimero de plantas apuntaladas.
m =2 m =3 K: Esel cocficiente de rigidez del encofra-
=1 do,
K=03 1,96 2,76 1 )
r 6 : Esla deformacion vertical del encofra-
sam 2
K=038 = 242 do para una carga de 1 Kgfem?.
l Siendo K = 1/6,
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La complejidad matemitica que supone la utilizacién del método de Nielsen, es sosla-
yada por Grundy y Kabaila (3) en 1963, al considerar que los puntales son infinitamente
rigidos en comparacién con las flechas de los forjados y que las cargas se reparlen en funcién
de la rigidez a flexion de los forjados apuntalados. Este m étodo puede considerarse adecua-
do en régimen eldstico, y las experiencias realizadas por Agarwal y Gardner (9), obteniendo
desviaciones entre el 5 por 100 y el 10 por 100 asi lo confirman, Las diferencias que se ob-
servan en los ratios de carga son debidas, principalmente, a que Nielsen considera un modulo
de elasticidad en el hormigon bajo y ademas, existen pequefias diferencias en los tiempos del
ciclo de desapuntalamiento, ocasionando que el ratio de carga maximo de Nielsen sea algo
superior que el de Grundy y Kabaila.

Posteriormente se desarrollan métodos de construccién que aportan pequefias mejoras,
al alcanzar el ratio de carga maximo en forjados con mas edad v que, consecuentemente, tie-
nen mas desarrollada su capacidad resistente, como indica Blakey y Beresford (5), consi-
guiendo mejorar las condiciones resistentes de los forjados mas jovenes al alargar el ciclo de
gonstruccion,

Para disminuir el ratio de carga méximo que soportan los forjados, surge la téenica del
“reapuntalamiento”. Esta técnica, en sus diferentes versiones, tiene sus mejores defensores
en Taylor (6), Marosszeky (7) y Wheen (8, 13) entre otros, permitiendo reducir ostensible-
mente el ratio maximo de carga que se produce mediante un apuntalamiento normal, a cos-
ta de redistribuir la carga a los forjados mas jovenes.

Tanto las experiencias realizadas por Agarwal y Gardner (9) en los edificios de Alta Vis-
ta Drive en Otawa vy Place du Portage, Hull en Quebec, como las realizadas por Lasisi y Ng
(11) en el Government of Canada Building N5 en Otawa, nos confirman que la téenica del
reapuntalamiento es muy dificil de controlar, ya que aunque se realice con equipos sofistica-
dos, como los utilizados en estos casos, llegan a alcanzarse dispersiones, en los ratios de carga
de las plantas en que se realiza el reapuntalamiento, muy altos y que se cifran entre el 22 por
100 y el 46 por 100, dependiendo del nimero de niveles de apuntalamiento que s¢ tenga y
del propio nivel en el que se realiza ¢l reapuntalamiento, lo cual complica atin mis una pre-
diccion simple y flable de los ratios de carga para poderlo aplicar con suficiente seguridad a
las obras,

No obstante, dada la utilizacion de esta téenica én otros paises, ya que no existe infor-
macion sobre experiencias que se hayan realizado en Espafia, se cree conveniente comentar
que si se realiza el reapuntalamiento en las plantas recien hormigonadas, condiciondndolas
{inica y exclusivamente a que sean capaces de soportar su propio peso, como indica Marcoss-
zeky (7), estamos sometiendo a hormigones muy jovenes a unos esfuerzos que se traducirdn
en deformaciones permanentes muy grandes, al tener un modulo de deformacion longitudi-
nal excesivamente alto, al ser o = 0,5 fj y aunque se reduzca el ratio médximo de carga a

_ 1,33 para tres niveles de apuntalamiento, ¢l método parece totalmente improcedente.

En cuanto al método de Taylor (6) de “slackening and tightening”, se ha de indicar,
que los propios precursores del reapuntalamiento lo critican al precisar de una estricta super-
vision inusual en las obras. El ratio maximo de carga, que s¢ obtiene mediante este método,
es de 1,44 para tres niveles de apuntalamiento, pero se consigue aflojando todos los husillos
de los puntales de una determinada planta simultaneamente, hecho que complica ¢l método
y lo hace inoperante.

Parece mds razonable, aungue no por ello se deje de desaconsejar, utilizar la técnica del
reapuntalamiento en las plantas mas bajas, ya que los forjados con mis vida tienen, conse-
cuentemente, una capacidad mayor para resistir los esfuerzos a los que se verdn sometidos.

La técnica del reapuntalamiento ¢s viable desde el punto de vista de la investigacion y
en algiin caso muy especifico, en el que se precise esta téenica y esté avalado todo el proceso

27

Documento descargado de www.e-ache.com el 30/04/2026



por un estudio previo y un control intenso en su realizacion. El intento de Wheen (8, 13), de
promocionar su puntal “elasto-pldstico™, con una rigidez variable, no parece viable dado el
grado de desarrollo que actualmente presenta la construccion.

En resumen, la técnica del reapuntalamiento consiste en un desapuntalamiento con un
posterior apuntalamiento, de ahi su nombre, que tiende a igualar los ratios de carga de los
forjados, durante la construccién, a base de descargar los forjados mis cargados a costa de
los que soportan menos carga, con aumento de las flechas que se producen en los forjados
que no se ven sometidos a este proceso.

Por tltimo, hay que sefialar que es una técnica inusual en nuestro pais; es muy cara
por precisar mucha mano de obra; pricticamente incontrolable en la obra; va en contra de
todas las normativas vigentes en cuanto al aumento de las flechas que se producen en los for-
jados; y desprecia la capacidad que poseen las estructuras ductiles de redistribuir los esfuer-
zos, reduciendo por si mismas los ratios de carga eldsticos, cuando la estructura no puede
soportarlos.

CALCULO DE LOS RATIOS DE CARGA EN FUNCION DE LA CAPACIDAD DE REA-
DAPTACION DE LA ESTRUCTURA

Comportamiento a flexién

Cuando en cada una de las secciones criticas, el momento mayorado que se produce
durante el proceso constructivo es inferior al momento de agotamiento deducido con los
coeficientes de seguridad de los estados limites ltimos (p.egj.: v, = 1,15y v, = 1,5). Es de-
cir:

Siendo:
MPP ‘momento debido al peso propio del forjado m#s el peso del encofrado,
o, :ratio de carga del forjado.
M, :momento de agotamiento

la distribucién de los ratios de carga es totalmente eldstica, y las tensiones que se originan en
el hormigén son inferiores a 0,5 f (1/9; . 1)y, < 0,5 f) teniendo, por lo tanto, durante ¢l
Proceso constructivo, flechas que no son elevadas al no producirse una fuerte disminucion
del valor del médulo de deformacion longitudinal del hormigén. Las deduciones de los ra-
tios de carga realizadas por Grundy y Kabaila son vilidas en este caso,

A titulo de ejemplo del método de redistribucion de las cargas en funcion de la rigidez
a flexion de los elementos de la estructura (forjados o vigas), se han elaborado los procesos
de construceién, que estan representados en las Figs. 1 y 2 respectivamente, Cifiendose al
caso de tener tres plantas apuntaladas, el esquema del ciclo constructivo se representa en la
tabla 2 y corresponde al ¢aso en el que se hormigona una planta por semana y cuyos ratios
de carga son los expuestos en la Fig, 2,

Como aclaracion, y basindonos en la curva de endurecimiento del hormigén que nos
proporciona la EH-82 en el cuadro 10.4.b se va a indicar como se realiza la redistribucion de
los ratios de carga.

Una vez apuntaladas las tres primeras plantas, se desapuntala el nivel més bajo. En el
momento de desapuntalar, los forjados tienen 5, 12 y 19 dias de edad, y se ha de repartir el
ratio de carga de los puntales que se quitan, es decir @, = 3, entre las rigideces a flexién que
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RATIOS DE CARGA PARA TRES PLANTAS APUNTALADAS
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poseen estos forjados. Al ser la rigidez a flexién proporcional al médulo de deformacién
longitudinal y considerar todos los forjados de iguales caracteristicas, el reparto es propor-
cional también al modulo de deformacion longitudinal de los hormigones de los forjados.

Forjado Edad del o E Coeficiente
hormigon de reparto
| 19 dias 0,96 0,373
2 12 dias 0,88 0,342
3 5 dias 0,73 0,285
b 1,00
Forjado Ratios de carga a;
1 3x0373 = 1,11
2 3x0,342 = 1,02
3 + 3x0,285 =0,86

Los ratios de carga de los puntales se obtienen restando de la carga total que soportan
la carga que absorben los forjados. En el caso analizado serd:

Puntales Ratio de carga o,
Del forjado 2 al 3 1 - 0,86 =0,14
Del forjado 1 al 2 2-(0,86+ 1,02)=0,12

La fase siguiente serd el hormigonado de la 4% planta, y se realizard cuando los forjados
tengan 7, 14 y 21 dias. El ratio de carga a repartir en esta fase serd a; = |, correspondiente
al peso propio del forjade que se va a construir junto con el encofrado correspondiente,

Forado Edad del % E Cocficiente de
hormigon reparto
] 21 dias 0,97 0,36
2 14 dias 0,91 0,34
3 7 dias 0,80 0,30
Z: 2,68 1,00
Forjado Ratios de carga o,

| 1,11+ 0,36 = 1,47
2 1,02 + 0,34 = 1,36
3 0,86 + 0,30 = 1,16

Puntales Ratios de carga o,
Del forjado 3 al 4 1,0
Del forjado 2 al 3 2=1,16 =0,84
Del forjado 1 al 2 3-(1,16 + 1,36) = 0,48
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El resto del proceso se completa al repetir alternativamente las operaciones de desapun-
talamiento y de hormigonado anteriormente indicadas,

Se ha de sefialar, que los ratios de carga obtenidos al variar la resistencia de un hormi-
gon de endurecimiento normal a otro de endurecimiento rdpido, siguiendo el cuadro 10.4.b
de la EH-82, son similares y presentan variaciones del 3 por 100. Asimismo, el proceso cons-
tructivo de hormigonar una planta cada dos semanas, en vez de tardar una semand por plan-
ta, representa muy poca variacion en los ratios de carga, cifrindose en una disminucion del 1

por 100,
Ratios de carga maximos en log
forjados ap, 4

m=2 mm=3
‘ | semana/planta 2,09 2,36
LZ semanas/planta 2,08 2,34 K

Si se verifica:
vr Mpp o =My (4 ¥e) (1)

Puede ocurrir, que ¢l momento que se produce durante ¢l proceso constructivo con
coeficiente y; = 1, sea inferior al momento de agotamiento deducido con coeficientes
Y, =Ty =1

MP_P-mI.::Mu (v, =7, =D (11)

En este caso, la distribucion de los ratios de carga sigue siendo eldstica, aunque al sobre-
pasar las tensiones del hormigon el valor 0.5 fj se producirin fuertes deformaciones, como
ocurre en las estructuras pretensadas cuando se aplica en exceso el esfuerzo de pretensado.
Las altas deformaciones, son debidas a una disminucion del modulo de elasticidad del hor-
migén, o lo que es igual, a unas deformaciones por fluencia muy altas que modifican la dis-
tribucién totalmente elastica de los ratios de carga. La fluencia tiende a uniformar los ratios
de carga apartdndolos de la distribucion eldstica inicial.

Por el contrario, si se verifica:

Mp‘p'ﬂ:f;"Mu (y, iy, =) (1V)
La estructura puede tener comportamientos distinlos, ya que rompe si es fragil o plas-
tifica redistribuyendo los esfuerzos si se cumplen las conciciones de ductilidad necesarias,

Una estructura es ductil, cuando la profundidad de la fibra neutra de deformaciones es
inferior a un determinado valor que varia segin las normas (CP-110, MODEL-CODE,
EH-82), o bien, cuando la cuantia geométrica de la armadura de traccion es inferior a un
cierto valor tal y como indica la norma ACI 318-77. (Art. 8.4.

Si llamamos cuantfa geométrica critica aquella con la que se alcanza el agotamiento si-
multineo del acero y del hormigén (balanced strain condition ACI 318-77 Art. 10,3.2), la
cuantfa geométrica en una seccién ductil serd siempre una cuantia infracritica, de tal forma
que se pueda plastificar el acero al alcanzarse la deformacién por agotamiento a compresion
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del hormigon. Solamente las estructuras con ductilidad suficiente serin capaces de plastifi-
gar, proporcionando asi el giro aneldstico necesario para que todas las secciones criticas de
una pieza alcancen simultaneamente su momento de agotamiento con la actuacion de la car-
ga mayorada o de disefio,

En el caso de que la estructura sea dictil y se verifiquen (I1) y (IV), si el momento de
plastificacion es “K™ veces el momento de peso propio, al alcanzarse este valor la estructura
redistribuird el exceso de carga entre los forjados restantes, redistribuyéndose los valores de
los ratios eldsticos a otros valores aneldsticos més uniformes.

Cn..-+f.|;innfo s 818 00 014
Considerada
1.0 0.86
0.0 B 0.86 118 1.33
10 a4 0.84 0,53
0.0 1=t 1.02 136 153
U 20 012 048
0.0 f==+ 1 i 1 47 1.0
| 30
2 | TR FEEEE e e FATTTT AR
Fritee o W (e - ]—'—'—‘————n
| 1 | r
[, f e 00 g et
| 0 TTTTT] | 0 TH] | 017 | 027 7
Lo ho 083 [ 073
| ka4 : | 080 [y | 1.0 4+ ! 112
: L[[!] 86! | ‘ 120 | | 083 0.8
| 167 |1 80 R A ! 160
089 | ’ 060 | |
| 189 | 180 | 1.0 p—ourdl 1.0 f—ot
| ; f
| 10 1D 0 | 1.0
! I
l
: T I _—"'J’——-—.-—-—.- : e i e
I = e e Converge T, = == Converge
Redistribuye Redistribuye

Fig. 3. Comportamiento de la estructura si se veritican las condiciones de duetilidad.

En la Figura 3 se ha desarrollado un caso de comportamiento dictil para un valor de
K = 1,6 que se ha elegido caprichosamente entre los diferentes valores que pueden tomarse,

Si la estructura es frigil no cabe ninguna redistribucién posible sobreviniendo el fallo
cuando en una tnica secci6n critica se alcanza el momento de agotamiento de la misma, Sin
embargo hay que resefiar que la mayoria de los forjados son dictiles v de ahi que se alcan-
cen grandes deformaciones cuando la estructura redistribuye ¢l exceso del ratio de carga
para el que no fué caleulada,
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Comportamiento a cortante y punzonamiento

Las deformaciones de la estructura por esfuerzos tangentes se pueden considerar des-
preciables frente 1 las deformaciones estudiadas por tensiones normales. En la estructura por
lo tanto =~ son de temer deformaciones importantes por esta causa y tun s6lo habra que es
tudiar si puede sobrevenir el fallo si se verifica en algin punto!

OF p OT } Vuj

Siendo:
Q,, ¢lcor. .. <, nzonamiento) debido al peso propio del forjudo mis el enco-
frado de una planta,
a; ¢l ratio de carga del forjado en cuestion.
0 ¢l cortante (o el punzonamiento) de agotamiento para la seccion critica conside-

rada a la edad de ) dias.

No se pueden dar reglas generales sobre el comportamiento de la estructura frente a es-
tas solicitaciones ya que depende de numerosas variables como: tamafio de los pilares, tipo
de estructura (forjade plano o forjado unidireccional, ete.). relacion canto/luz, ancho de los
nervios del forjado, cuantia de la armadura transversal, etc, Incluso ¢l comportamiento de
un mismo forjado puede variar dentro de un mismo edificio puesto que los pilares de las
altimas plantas son de menor dimension que los de las plantas inferiores v el peligro de
punzonamiento aumenta con la altura. Todo esto pone de manifiesto la complejidad del pro-
blema que se habrd de estudiar en cada caso concreto sin que se puedan dar reglas de carde-
ter general aunque no se debe de olvidar este punto como lo recuerdan Long (10) y Webster
(12) que han hecho un estudio probabilistico del tema citando casos en los que el esfuerzo
cortante y el punzonamiento produjeron el colapso de la estructura.

Referencias al proceso de desepuntalamiento existentes en las Normativas mds importantes

A continuacion se comenta el diferente tratamiento que recibe el proceso de desapun-
talamiento en las diferentes normativas. En general, se encuentra una reglamentacion poco
concreta en el tema que nos ocupa a excepcion de la normativa del “American Conerete Ins
titute”, que plantea los problemas que pueden ocasionar las cargas que se producen en la
fase de construccion de la estructura,

Las Reglas B.A.E.L. 80, tanto en el articulo A. 3.1.32. que trata de las cargas en ¢l pro-
ceso de ejecucion, como en el articulo B. 3.1, de evaluacion de acclones, hace referencia,
unicamente, a que los cdlculos en fase de ejecucion deben de hacerse con detalle y se ha de
precisar en que situaciones han sido evaluados.

El Codigo Modelo C.E.B.—F.LP, en su capitulo 6, Art. 6.3.2. referente a las acclones
variables que deben considerarse, indica que los responsables de la ejecucion deben realizar
un control para que no se sobrepasen los valores nominales de las cargas,

La normativa del American Concrete Institute ACI 318-77 en su articulo 6.2 unica-
mente hace mencion a la seguridad y durabilidad de la estructura que ha de quedar garanti-
zada en el proceso de apuntalamiento. Sin embargo, no hace mencién especifica al temd,
siendo éste tratado en los Comentarios de dicha norma fjjando unas condiciones muy genc-
rales v, en definitiva, dejando al ingeniero proyectista la responsabilidad de planear a su cri-
terio todo el proceso constructivo, No obstante, hace referencia al Comite 347 que ha elabo-
rado la Norma 347-68 y a la publicacion de Hurd como bibliografia especializada.

Con referencia a las acciones producidas durante la ejecucion, la normativa espanola
EH-82 en su articulo 23,2, tnicamente hace mencion a la posible necesidad de determinar
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las solicitaciones que se producen en las distintas fases de puesta en carga, Basindonos en la
normativa del “American Concrete Institute”™ ACI 347-68, v concretamente en su articulo
2.8.2, se podia ampliar el comentario al articulado:

“Cuando todas las plantas apuntaladas comiencen desde el suelo, Tos puntales se han de
dimensionar para que sean capaces de transmitir todo el peso propio de las plantas situadas
por encima de su nivel mas el peso del encofrado que soportan junto con la carga de cons-
truccion que tiene la ltima planta.

kn el caso de que el apuntalamiento del primer forjado haya sido suprimido: si el ni-
mero de plantas apuntaladas es de dos, se dimensionarin los puntales para una carga de 1,30
veees el peso propio de los forjados, junto con el peso del encofrado mis la sobrecarga de
construccion. En el caso de que el nimero de plantas apuntaladas sea de tres, ¢l coeficiente
anteriormente indicado serd de 1,60,

Si el numero de plantas fuese distinto, requerird un estudio conereto en cada caso™,

Este mismo articulo de la EH-82, remite al articulo 28.5, referente a los valores carac-
teristicos de las acciones debidas al proceso constructivo, no concretando ¢l valor minimo
que se ha de adoptar, En este punto, la normativa ACI 347-68 en su articulo 1.2.1, referen-
te a las cargas de disefo, establece un minimo de 245 kg/m? | incluyendo los valores de im-
pacto. Las experiencias de Lasisi y Ng (11) indican que, para el edleulo del encofradao, ¢l va-
lor indicado por la norma ACI puede considerarse apropiado,

En cuanto al coeficiente de seguridad que se ha de adoptar durante ¢l proceso de cons-
truccion, la normativa EH-82 en su articulo 32 deja al criterio del proyectista la valoracion
de dicho coeficiente recomendando no bajar de vp = 1,25, sin embargo, el articulo 21 reco-
mienda que la seguridad de la obra en ningin momento sea inferior a la de servicio,

5S¢ juzga que es el articulo 21 el que se ha de aplicar en este caso, ya que siendo un pro-
ceso que se desarrolla con hormigones muy  jévenes con un madulo de elasticidad bajo, se
pueden producir roturas y, si existe ductilidad suficiente, deformaciones aneldsticas impor-
tantes que se mantienen permanentemente durante toda la vida de la estructura, Estas defor-
maciones se traducen en flechas o abombamientos en el centro de los vanos, lo que exige
hormigdn de regulacién o de relleno a veces en cantidades importantes, traduciendose en
una disminucion de la sobrecarga real de la estructura. Existen experiencias en losas macizas,
con abacos, de 11 metros de luz cuyo canto en el centro del vano era de 28 ems., v que du-
rante ¢l proceso constructivo llegaron a tener una deformacion total de 12 ems. de flecha
por término medio lo que indica la gravedad e importancia del tema.
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Cinematica de laminas

Par: Salvador Monlebn Cremades*
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SINOPSIS

Las ccuaciones generales que rigen la deformacion de las estructuras laminares,

(1) ccuaciones cinematicas,

(2) ecuaciones del movimiento,

(3) ecuaciones constitutivas, y

(4) condiciones de contorno
suelen tradicionalmente reducirse a sistemas deflinidos sobre un dominio bidimensional,
denominado superficie de referencia de la limina (usualmente su superficie media), y a pos
teriori sufren una serie de simplificaciones adicionales en funcion del tipo de problema que
se pretenda cstudiar: cilculo de esfuerzos en régimen lineal, estabilidad, comportamiento
no-lineal...

En el presente trabajo presentamos el primero de estos sistemas, definiendo en conse-
cuencia las componentes del tensor de deformacion de la limina en funcién del campo de
desplazamientos, para cualquier geometria, Mostraremos cémo obtener las ecuaciones cines
mdticas en funcion de pardmetros exclusivamente definidos sobre su superficie de referen-
¢ia con total generalidad, y posteriormente se aplicarin a la construccion de teorfas cine-
miticas mds simplificadas y aptas en cada caso a un determinado tipo de limina o de proble-
ma a resolver sobre la misma.

{*) D Ingenlero de caminos, profesor encargado de la citedra de Pusntes de la ETSICCPY.
(*#) Ingeniero de caminos, profesor ayudante de Puentes en la ETSICCPY.
{**#} Dr, Ingeniero de caminos, catedritico do Cilenlo de Estructuras de ln ETSICCPY.,
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1. INTRODUCCION

Para la derivacién de unas ecuaciones cinemdticas adecuadas al estudio de liminas del-
gadas pueden seguirse dos vias claramente diferenciadas,

(1) Dadas sus caracteristicas de cuerpo tridimensional, la deformacion de estas es
tructuras puede estudiarse a partir de las ecuaciones generales de los medios con-
tinuos, Dentro de estas ecuaciones presentaremos la correspondiente definicién
Lagrangiana de la deformacién del medio.

(2) Aprovechando el cardcter degenerado de la geometria de una limina, puede re-
ducirse el estudio de la deformacion de ésta al de la deformacion de su superfi-
cie de referencia (usualmente ésta serd su superficie media). Para ello es necesa-
tio obtener dos conjuntos de ecuaciones: las relativas a la deformacion de la su-
perficie de referencia y las correspondientes a la extension de este sistema a toda
la limina.

EL primero de estos dos sistemas se reduce, en su formulacién Lagrangiana, a la
definicion de los tensores métrico y de curvatura de la sueprficie de referencia
cuando ésta adopta una configuraciéon £ en funcién de sus valores en la configu-
racion inicial S (que supondremos libre de deformacién) al imponer un campo
de desplazamientos d definido en cada punto de §,

Para la extension de estas ecuaciones u todo el espacio laminar se deberd formular
una determinada hipotesis de variacion de su tensor métrico en una direccion ex-
terior a la superficie de referencia, usualmente la direccién normal a ésta. Asi
definiremos el segundo conjunto de ecuaciones.

En las siguientes secciones se presentan las ecuaciones generales de ambos puntos de
vista, tridimensional y bidimensional, suponiendo referidos los puntos del medio a un sis-
tema curvilineo #'. En el segundo enfoque su derivacién sigue el orden expuesto en lineas
anteriores: deformacion de la superficie de referencia y a continuacion deformacion de la
limina en términos de los cambios de métrica y de curvatura de S.

Este otro tipo de formulacién de la deformaciéon de la limina exige implicitamente
la reduccién de los infinitos grados de libertad de los puntos del cuerpo no situados sobre
la superficie de referencia a un nimero finito de parimetros definidos sobre esta region
bidimensional. En consecuencia siempre existird una pérdida de informacién intrinscca
a cualquier tratamiento bidimensional de la cinemitica de una 14 mina; por ejemplo la tra-
dicional hipétesis de Love-Kirchhoff conduce, como es sabido, a un modelo de limina sin
deformacién transversal y no serd adecuada esta modelizacion para el estudio de liminas
moderadamente gruesas o constituidas por un material con gran deformabilidad transver-
sal (este es el caso de las ldiminas-sandwich). A cambio de ello toda la deformacién del cuer-
po quedard exclusivamente en funcion de los cambios de métrica y de curvatura de §, no
siendo necesario definir grados de libertad suplementarios sobre la superficie de referencia
en la hipdtesis de Love-Kirchhoff,

Los capitulos 2 a 4 presentan sucesivamente la derivacién sistemitica del tensor de
deformacién de la ldmina para una discretizacién transversal general (ecuaciones 3.25) v
posteriormente condensada a un unico grado de libertad: el cambio de normal, descrito
por la ecuacion 3.28 y que conduce a una nueva definicion del tensor de deformacion de
la limina (ecuaciones 3.32) sobre la cual pueden ficilmente deducirse teorfas cinemdticas
derivadas, entre las cuales la de Love-Kirchhoff, segiin se expone en Ia seccién 3.4.3
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Ademds en ¢l anexo A se han incluido unos elementos de geometria diferencial de su-
perficies donde quedan definidos todos los sistemas caracteristicos de la geometria de la
superficie de referencia utilizados en las siguientes secciones.

Para la exposicién de los cilculos se ha optado por la notacién tensorial, realizando en
alguna ocasién la particularizacion de las expresiones deducidas a notacién convencional
de Love,

2. FORMULACION TRIDIMENSIONAL DE LA DEFORMACION
DE UNA LAMINA

Dado el sistema curvilineo 0! del espacio tridimensional Euclideo y siendo p el vector
posicion de un punto del cuerpo correspondiente a una configuracion cualguiera del mismo,
log vectores naturales del sistema coordenado serdn

8 =py (2.1)

Anilogamente en la configuracién inicial, descrita por el vector P, tendremos

G =P, 22)

2 mil g

af
Los dos sistemas anteriores pucden a su vez relacionarse a travésde d*, campo de desplaza-
mientos caracterfstico del cambio de configuracion:

Fn ambas ecuaciones la derivacion parcial se ha anotado mediante coma:

p =P+ d* (), (2.3)

resuliando

gt =z GF (2.4)

gl — BT o ol
Z §{ + ¢f

Wit w ] ¥

& d I ,

El sistema 2" se denomina gradien te del movimie.cto, y se calcula a partir de las ecua-
ciones (2.5). Depende exclusivamente de las derivadas covariantes de las componentes con-
travariantes del campo de desplazamientos de los puntos de la lamina, d*. Las ecuaciones
(2.1) a (2.5) permiten definir directamente el tensor de deformacién de Lagrange del conti-
nuo laminar, para ello basta evaluar la variaciéon del cuadrado de la longitud del arco al im-
poner al medio unos desplazamientos d*. Tendremos pues

do® —ds? =dp . dp —dP . dP = d6! [z}* G} 2 — G}j] 4@, (2.6)

]

siendo G} el tensor métrico del sistema curvilineo 8l

El tensor de deformacion de Lagrange se define sobre la semi-variacion del cuadrado
de las longitudes elementales de arco como sigue:

! (do? —ds?) = do' e do!, (2.7)

[ ]
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resultando el sistema efi (tensor de deformacion) igual a la semi-variacién del tensor métri-
co,

e =; (2" G2 29 — G (2.8)

La ecuacién (2.8) define completamente la deformacion de la limina . Junto con las
ecuaciones del movimiento de Cauchy y la ley de comportamiento del material constitutivo
del medio nos permitird llegar a una formulacién en desplazamientos del problema (estdtico
o dindmico) planteado.

Sin embargo no se ha hecho restriccion alguna sobre el tipo de sistema de referencia a
definir, salvo las habituales condiciones de regularidad, y por lo tanto cabe plantearse si Ia
descripeion de la deformacién de una limina puede tomar una forma mds adaptada a las
peculiaridades geométricas de estas estructuras, predominantemente superficiales. Fste otro
punto de vista constituye la base del capitulo siguiente,

3. FORMULACION BIDIMENSIONAL DE LA DEFORMACION DE UNA LAMINA

3.1. Cambio de métrica

Sea ahora r el vector posicién de un punto de la superficie de referencia de la ldmina,
R corresponderd al vector posicién asociado al mismo punto material de la superficie en su
configuracién inicial 5. Supondremos que la superficie de referencia estd parametricada en
0%, en lo sucesivo sus coordenadas de superficie.

Podremos definir, de forma andloga a lo realizado en la ecuacion (2.4), unas relaciones
entre los vectores naturales de S y 2, configuracién deformada de Ia superficie media. Para
cllo es conveniente recordar las formulas de Gauss y Weingarten:

A
ay g =Lapay, + bapg 3

83,4 = - by o,
Estas ecuaciones son vilidas para cualquier configuracién de la superficie de referencia,
y en particular la inicial (escribiéndose entonces con mayusculas). byg define la segunda
forma cuadrdtica fundamental de X, lo denominaremos tensor de curvatura, ag son los
simbolos de Christoffel de segunda especie de X v a, su vector unitario normal, quedando

asi completado el triedro natural en cada punto de la superficie de referencia: {ay, a,} .
De forma andloga a la ecuacién (2.3) tendremos ahora

r=R+d(0%), (3.1)

y derivando parcialmente

iy = Ay +d,,

pero el campo de desplazamientos de S puede definirse por sus componentes contravariantes
en el triedro natural de la configuracién inicial, esto es

d=d* A, +d? A, (3.2)
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o directamente las formulas de (auss-Weingarten 8¢ obtiene
(3.3)

d, =¢h Ay —Pa s

Aplicand

& =dh g~ By l

§ (3.4)
$a = — (@} td Byra) H
clores naturales iniciales y €n
on lrir;'l‘.muusiunul.

elacion entre Yo
en la verst

Imos definir una ¥
lo sstablecido

En consecuencia podr
ente @

la configuracion deformada similarn

“ﬂ=z?& A, — Yo Ay (3.5)
Y % g o
o ™= 5 + Ca
—variacion del

ente como la semi
je media de

ntard nuevam
finido por la quperfic

§ g¢ prese
nal de

formacion de
ominio b idimensio

Fl tensor de de
hora ¢n el d

tensor métrico, pero a
la limina, esto €%

-] :

€ap = -i-(uuﬁ - Agp)s (3.6)

operando 3 partir de (3.5) s¢ deduce {dcilmente su expresion en funcion del gradiente de la
superficie de referencia:

] .
€ap =3 {12y Ans -‘ﬁ"Aaﬁl""ﬂu‘Pﬂ} (3.7

ambio de configuragion de

internd del ¢
n la variacion del

37 proporciona la descripeion
mpleta de esta deformacion debe complementarse co

Ello s aborda a ucmtinuuciﬁn.

La ecuacion
g: |a descripcion €0
tensor de curvatura,

3 2. Cambio de curvaturd
a superficie

urvatura correspondiente a und configuracion cualquiera de |

El tensgor de €
ne mediante la ecuacion

de referencia se defi
bap = 82 * Baf:

La expresion del vector agg N ¢l triedro A; 8¢ obtiene deriva
nuevamente las formulas de Gauss-Weingarten, esto conduce d
BR) Ay + (z} By — Pap) A (3.8

ndo en (3.5) Y aplicando

~ahrp A e

normal unitaria e

g,
remos para

g algo mis [aboriosd, Parti

La definicion del vector a3,

ello de su definicion
“l X “2

Ay o1
|a x
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Particularizando (3.5) para a = 1,2 y efectuando el producio vectorial se obtiene di-
rectamente

HE X ia; = {Z'} Al ¥ Aé\ ) X (.Z.'g AH s Aq)
- ; . . L I . 3
=—lp ey, v zhe, A 21256, A (3.9
Utilizando ahora las propiedades del sistema Eqpy CSlA altima ecuacion puede susti-

tuirse por la siguiente expresion:

1 .
a, xa, =g, (25) — g, 2]] A* + 2 A? (3.10)
VA
z es el determinante del sistema zﬂ . A el correspondiente al tensor métrico AM .

Alcanzado este punto de la exposicidn conviene reescribir las ecuaciones (3.8) y(3.10)
en forma mds compacta. Para ello definiremos cuatro nuevos sistemas auxiliares tal y como
se indica a continuacion:

Faﬁ = z;r-:ﬁ =+ Z&.H-F Py BS 8

2l (3.1
Haeﬁ = uuﬁ Por, i >
{J\ =lp)\ [A:} ‘P" Z:

(3.12)

i Ik
F4 ]zﬁl

por lo que (3.8) y (3.10) pueden reescribirse como sigue:
a& Jj =F3',ﬂ A)\ + Eﬂﬁ A;
ap xa; =VA, AN +2AY)

Las ecuaciones permiten llegar a una expresion concisa del tensor de curvatura asocia-
do a una configuracién cualquiera X de la superficie de referencia de limina. Su cambio de
curvatura se obtiene por simple diferencia de este sistema asociado a las configuraciones
Sy Z respectivamente:

ng = B“B - bﬂ(ﬁ (313

by A28 * % Bag (3.14)
R T AL

El conjunto de ecuaciones (3.4), (3.5) y (3.7) definen completamente deformaciones
internas de 8. Asi mismo las ecuaciones (3.11), (3.12) y (3.13), (3.14) describen los cambios
de curvatura de la superficic media, y por lo tanto su deformacion externa, Ambos grupos
configuran las ecuaciones cinemiticas de S con toda generalidad .

Estas ccuaciones dependen exclusivamente de la geometria inicial de S y del campo de
desplazamientos impuestos, pero asi como los sistemas eb, y, dependen linealmente dc las
componentes de d (luego también serd el caso de z}, a, g) no sucederd lo mismo con los
tensores de deformacién y de cambio de curvatura, resultando una cinemdtica no lincal pa-
ra el medio en cuestién,
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3.3. Extension a todo el espacio laminar

La ecuacién (2.8) proporciona la expresion completa del tensor de deformacion de
la ldmina, expresado en un sistema curvilineo espacial @', En la presente seccion nos pro-
ponemos reducir la definicion de este tensor de deformacion al conocimiento de los siste-
mas que caracterizan la deformacion de S: 45 ¥ Kgg, en lo sucesivo denominados defor-
maciones generalizadas de la superficie de ruFumncia. Con ello quedarfa establecida una
formulacién bidimensional de la deformacion de un medio laminar, y como piaso previo
deberemos construir un sistema de referencia espacial del mismo basado en el gistema
A, caracteristico de la configuracién inicial de 5.

Entenderemos por espacio laminar el volumen ocupado por el cuerpo material cons-
titutivo de la limina. Definidas unas coordenadas de superficie 0%, las lineas @ se tomardn
ortogonales a S y las denominaremos en lo sucesivo

n=03 (3.15)

A partir de esta ecuacion, para cualquier punto P del espacio laminar puede definirse
un punto R € 5 tal que
P=R+ N¥
Nt = n A’

(3.16)

Las dos expresiones anteriores proporcionan una construccién adecuada del espacio lami-
nar, basada en ¢l dominio bidimensional definido por la superficie de referencia de la limina.
Derivando parcialmente (3.16) obtendremos

"
Gy 0 D (3.17)
Gl =A,
y aplicando la formula de Weingarten resulta
Gl‘l = A
o 'uﬂ' A_\ (13_1 H }

uy = 85 —n By

El tensor mixto p transforma el vector natural A, tangente a S en el vector natural Gg
tangente a la superficie n = C*¢, El sistema inverso j} se denomian tensor laminar, A
partir de (3.18) puede evaluarse el tensor métrico de la limina en su configuracién inicial:

Gég = Agp — 21 Bag + 1" Cap (3.19)
e (3.20)
G =1

Generado un sistema curvilineo con las caracteristicas descadas podemos expresar la ecua-
cién (3.16) asociada a una configuracion Z de la superficie de referencia:

p=r+n* 0% n), (3.21)

donde los vectores p y r serdn los homélogos de Py R, por lo tanto el vector n* resultard
igual a
n* =N*+ (d* - d)
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en virtud de (2.3). Esta relacién queda grafiada en la figura 3.1.

Fig. 3.1, Cinemética de 5,

El vector n* puede desarrollarse a su vez en serie de potencias de n, resultando el
siguiente cuadro de isomorfismos

Conflguracion inictal Cmqﬁguracicﬁ;n deformada

R (6%) r(0%)

P (0% n) p (0% n)

P=R+ N* pP=rt+n*

N*=n A, n*=|$:_lﬂ”lﬂ' (0%) a;]

La serie
*= F gV @l 3.22

n N Ui (ﬂ a;) ( )

serd convergente en el espacio laminar con tal de que se cumpla

Inl/min {R,} <1
ABS (Bf) = 1/min {R,}

(3.23)

Ry son los radios de curvatura de S. Para estudiar la deformacion de la limina necesitaremos
evaluar las derivadas parciales del vector n*, estas serdn
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o= (5 gAY 5 N g0
= (E, ™ Jaday + (2 At A
"= ¥ NpNtql

n* (N_l n R)m

A =nT. —-n'b
N N & (3.24)

5 e ind A
b}:,ﬂ 1{14~°‘+ﬂ by

Por lo tanto en tensor métrico del espacio laminar podrd definirse en funcion de estas series
de potencias de n. Basta recordar (2.1) para escribir

ghg = (aq + n%G) " (ag + njp)

i i P-l
e o N = |y i k1
=Bag T Nl-:-l n [r?:\“‘ﬂ‘*i}ﬁ“){- v%z " Mz-l (P}M“ﬁ“’ﬁ-F p?\m“'n}ﬂ)

g:: =(a, + “T’r)'":.‘a

= - P
=3 No¥ln + 2 P M(AYn + A 2ny)
M=l N Pm2 1 M

L L. L.
B;; “:3 nh!

=% gf2 T (P- Yon, 4+ n
e R E=MINEL o P?M’M’)

Sobre estas expresiones pueden ya definirse los elementos del tensor de deformacion de La-
grange siendo su métrica de referencia la definida en (3.19) y (3.20).

1 1 J
€dp = €apt 5 |1 MNap + Mo+ 2Bap) 7? Qap+ Yoa — Cap + N dop *

™ - P-1
A+ N + £ o 5 (A +>H'~*( 3.25.1
Yo "}ﬁ) oy 1 Qe t heedt (2 7 Z, (et ey { :

Mal  PM
e =L F NpVig o+l E gt S MCAZ a4+ A2ng) (3.25.2)
32 Ne=l NT 2 pe2 M=1 pMT M PMTM
ey = I , 3 P2 I'le B—-M)M(n 1+ nany)— l[ (3.25.3)
2 (p=2 M=l pM MY P-MM

Estas nltimas ecuaciones no son todavia las deseadas puesto que en su estructura interna
dependen tanto de los tensores métrico y de curvatura correspondientes a la confliguracion
3 como de los elementos g}l que definen el desarrollo en serie de n" (ecuaciones 3.22 y
3.24).

Para definir el tensor de deformacion del espacio laminar e;'j bdsicamente en funcion
de eqp v Kop deberd pues formualrse alguna hipotesis cinemitica adicional, y ello implicard
un cierto nivel de aproximacién frente al planteamiento tridimensional formal. El éxito
de la modelizacion bidimensional del medio laminar estard consecuentemente ligado al tipo
de simplificacién cinemdtica que se adopte.
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Volviendo a la ecuacién (3.22) el razonamiento anterior serd equivalente a tomar un
numero finito de términos en el desarrollo de n* en serie de potencias de 1. Por ejemplo
la tradicional hipotesis de Love-Kirchhoff, que pertenece al tipo de hipétesis simplificativas
mencionado en el pirrafo anterior, se traducird en

n*=mna,,
luego
=0, n =1
1 l (3.26)
n=0 V¥YN=2
N

Esta hipdtesis exige, como es sabido, que la limina no se deforme transversalmente. Ello
puedo comprobarse llevando (3.26) a (3.24) y (3.25), obteniendo e*, = e, = 0. Geomé-
tricamente corresponde a suponer que las normales a § se mantienen normales a £ ¢ inex-
tensibles en cualquier configuracion de la ldimina,

La teorfa cinemdtica presentada en las siguientes pdginas estd basada en el supuesto
que a continuacion se expresa:

(1) se admite que las normales N* a § se mantienen rectas durante todo el
proceso de deformacién de la imina, en consecuencia

n* =9 v (0% (3.27)

Nétese que el campo de validez de cualquier simplificacion cinemdtica puede determinarse
por comparacién de los resultados del andlisis con la solucién correspondiente a un trata-
miento tridimensional: para una geometria dada del problema, es decir para una relacién
Inl /min {Ry} concreta, puede cuantificarse el error inducido, ¢ inversamente adoptada
una cota de error se definird precisamente el intervalo geométrico de aplicabilidad de la
modelizacién adoptada,
Volviendo a la ecuacién (3.27), el vector v siempre admititd una descomposicién en
la forma
v=mn, +w(0) (3.28)

Con esta descomposicion la modelizacion de Love-Kirchhoff corresponderia a w = 0,
Llevando a (3.22) se obtienen los correspondientes valores de los coeficientes nl (0%) de la
N

serie

i=pvyN22

N0 (3.29)

n*=w® nd=]4w

1 1
y por (3.24) el sistema auxiliar ha valdri

h‘n S0 VN=22
(3.30)

¥ 7 IV RTY s 33 3
?-n- =WIN {_I'I'W )ha y ?“’ r"l'\N.ﬂ.l""W"-A|I b"fn-'

sean Xg ¥ Vg los siguientes tensores, definidos sobre el sistema anterior
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i AR, | 3 RT =% §
xI=wly, —wibl=2+D
o lex A o (331)

Yo = — (w“‘a + w7 b ) == ?113

Volviendo a (3.25), los distintos elementos del tensor de deformacion de la limina corres-
pondiente a nuestra modelizacion bidimensional resumida en la ecuacion (3.27) podrin
expresarse en funcién de estos nuevos tensores, resultando

7]2

ap = €apt M Kap + %—(m *Xpa)l 5 (Vo g + (b — X&) (byg — X,8) — Capl

=Lpw, a0 x,, Wl - W) (3.32)

g =l
2

W
T3

e¥ = w, + }2 wh w

Las ecuaciones (3.32) constituyen la expresién deseada del tensor de deformacion
de la ldmina: proporcionan una descripcion bidimensional de su cinemitica en funcion de
los cambios de métrica y de curvatura de S y de las componentes del campo w {(0%) carac-
terfstico del cambio de normal dentro de la teoria desarrollada en la presente seccion. Pue-
den ficilmente reducirse al modelo clisico de Love-Kirchhoff, basta para ello hacer w! =0
(luego 5‘-‘3-\» = J)A = ) en todas ellas, comprobindose directamente la no-deformabilidad
iransversal de la limina. En la siguiente seccién presentamos otras teorfas de deformacion
derivadas de la desarrollada y fundamentalmente basadas en linealizaciones sucesivas de la
cinemdtica de $; en cada caso se indican las condiciones de aplicacion e hipdtesis asociadas.

3 4. Teorins derivadas

3.4.1. Linealizacién del tensor de deformacion de S

Partiendo de la ecuacién (3.7) y aplicando las definiciones (3.4) se obtiene
€af = ; (ap + epa) + é (Pq g + €a ¢yp) (3.33)

El primer paréntesis del segundo miembro de esta ecuacion contiene precisamente la rac-
cién lineal del tensor de deformacion de S, para demostrarlo realizamos el siguiente cam-
bio de variable

d=ed, (3.34)

todos los sumandos afectados del factor €™ se agrupardn en el término v (e™ ) segiin la no-

tacién de Bachmann-Landau. Bajo estas condiciones de ecuacion (3.33) puede reescribirse
cOMo sigue

= 3
e =¢= (Epg+ )t v(e”),
afl 2 aff fo
quedando demostrado que los sumandos de orden uno coinciden con la fraccién lineal de

Eﬂﬂv
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3.4.2. Linealizacién del tensor de cambio de curvatura de S

Apliquemos ahora el cambio (3.34) a la ecuacién (3.8) definitoria del vector 8 4
con la notacion anterior obtendremos

B = {Thg + € & P;ﬂﬁ-%£+¢ﬂﬂﬁj}s\,\+

+ {Bop + € [€4 B,g — @apll A, (3.35)
y para (3.10)
a, Xa, =\/)i{e‘,EXA*+[l+Ee(E‘:JJAg+u(:.~‘“)]. (3.36)

pard esta Gltima relacién hemos empleado la forma explicita del determinante z del gra-
diente del movimiento de § (z = [z,’}l =14+ (ef) + leﬁl). y partiendo de ella puede eva-
luarse |a; X a, /[, resultando

lay X33 | =VA {1+ 4e@)+vEe)}?, m>2

El vector normal unitario a la configuracion X serd pues

— e — B A . ST A2 2
% Te @) %o @ {e@y AN+ [1+ 2 (@) A? + v (€7))

=”_+

desarrollemos en serie de potencias de (e3) el primer factor del segundo miembro de esta
igualdad,

[1+4e@)+vE)] 2 =1-2e@)+v(e");
el vector normal unitario podrd escribirse consecuentemente en la forma
B =ep, A* + A? 4+ p (™) (3.37)
Efectuando finalmente el producto escalar de las expresiones (3.35) y (3.37) se obtiene
bag = Bag + € [@, Tag + € Byg Papl + v ™) (3.38)
La estructura del tensor de curvatura de la superficie 2, septn queda descrita en esta ultima
ecuacion, no refleja su simetria intrinseca. Para probarla serd suficiente demostrar la sime-
tria del vector 1, g respecto de los indices & y g en funcién de las componentes del campo
de desplazamientos; particularizando (3.35) para ¢ = | tendremos

g = {Pap+ [eh I)g + eh g+ vg BRI} Ay + {Bag+ [eh Bug —0apl} Ay (3.39)

Permutando indices y restando las dos ecuaciones asf generadas obtendremos, ya en fun-
cion de las componentes de d (#%) (para ello basta recordar las ccuaciones 3.4):

Baf — = {d” (- F::ﬁ g raﬂ.ﬁ = '53 Eﬂ” : rlﬁ:-* r:ﬂr = 1131-';&“ * Bgf Bﬁu]
—d? [Fhg B4 + By g — ), Bf — Bj 11 A, +
4+ {d¥ “’"ﬁ" Bﬂﬂ + B&'I-'..ﬁ - l‘ﬁp B#ﬂ. = Bﬁb‘,q‘]} A; (3.40)
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atura de Ricmunn-Chris-

definicion de los componentes del tensor de curv
la expresion de la derivada covariante del tensor

Recordando la
figuracion {nicial asi como

toffel en la con
de curvatura de 5,
* * 8] 5
R} gt Paw Tup” Uy The

M

pa= Toad
By = Bhpt Tho Pa ~ o B,
B,alp = Boap Thg By~ rﬁﬂ Bay »
1a ecuacion (3.40) puede reescribirse en la forma siguiente:

a {d* w‘{‘uﬁn B B)ﬁ Bﬂu I} AT

H“‘ﬁ - ﬂﬂ + B; Bﬁ:#] —_ d3 [l'.’-am - Halﬂ

* {dlﬂ' [Bpulﬂ ul.-'ﬂ‘{.‘tl} A‘3

o bien, en componentes covariantes:
+ Bh& Huﬂ] ~4° lB?\ﬂ!w Bhﬂlﬂ']} Ah +

g — M {d” Ry e ~ B\p B«
+ {d" [Boaig Bpmml} A, (3.41)
cularizadas a la configuracion inicial

gs de Codazzi-Gauss, parti

a, se establece directamente 12 jgualdad ayp = e en toda
re § a partir de la ecuacion (3.1)

| tensor de cambio de curvaturd de la superficie

&n desarrollada eliminar U (¢™) en (3.38) y hacer
lineas, también ha de ser

¢ invocando las gcuacion
de la superficie de referenci
configuracion generada sob

Sea ahora Xqp 1 forma linealizada de

de referencia, basta para oblener 5u expresi
¢ = 1, Como este nuevo tensor, por lo demostrado en las ultimas
simétrico lo definiremos en lo sucesivo mediante la ecuacion gimetrizada

(3.42)

1
N l‘aﬁ 4 = (eh Byt cB B, )

1
Xaff < 3 (Pap + wpa)

3.4.3. Generacton de las teorias derivadas

3.4.3.1. Teorfacon cambios de curvaturd lineal izados
omando como deforma-

cinemadticas (3301
de la superficie de refe-

Esta teoria se¢ baszarfa en las ecuaciones
mbios de curvatura

ciones de 5 las definidas en (3.33) y como ca
rencia los abtenidos en (3 42), es decir

(a) Tensor de deformacion de S

Eaﬁ = 1.2 {.unﬂ # Eﬂﬁ_) e ."2 (‘pq Wﬂ + ‘:J\ﬂ ea)

( b) Tensor de cam bios de curvaturd de S

Kap = Xap

-_ Xaf = % (pap * ‘Pﬂ,a) ~ |a raﬂ + %. (ey Bap t ua By )l
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Los sistemas lineales cﬁ. Py s x;: Y ¥, quedan definidos en (3.4) v (3.31). En consecuen-
cia esta teorfa serfa una fteorta no-lineal de ldminas con inclusion de deformacion por
corlante, basada en dog (nicas simplificaciones:

(1) las normales se mantienen rectas durante todo e proceso de deformacion, y

(2) se linealizan los cambios de curvatura de [g superficie de referencia.

34.3.2 Teorta de Sanders

Deriva directamente de la anterior, imponiendo una hipétesis adicional relativa a la
fraccién lineal del tensor de deformacién de § ¥ sus cambios de curvatury -

(3) se desprecian los términos de segundo orden ep et dentro de la deformacion
y los términos en ¢} By, dentro de los cambios de curvatura de la superficie
de referencia, resultando

(a) Tensor de deformacton de §
| )
Cap ~5 (Cap + egq) + 5 Pa ¥
(b) Tensor de canbio de curvatura de S

Kag = Xafi

1
Xap =3 (Pag + vpa) — oy Tig

esta teorfa corresponde también g una teoria no-lineal con inclusion de deformacién por
cortante bajo la restriceién suplementaria (3),

3.4.3.3. Teortalineal
Su generacion resulta inm ediata, obteniendo ahora una reoria lineal de ldminas con in-
clusion de deformacitn porcortante dentro de la hipdtesis (1), al introducir las siguientes

definiciones de los tensores de deformacion y cambio de curvatura de S en las ecuaciones
(3.32):

(a) Tensor de deformacion de Ly
Eﬂ'ﬂ = é_ (cctﬁ e Hﬂ&,}
(b) Tensor de cambios de curvatura de S

Kap = Xap

1 , ;
Xop = 5 (P g + o) — ey Faﬂ + é‘ (€ o Bﬁ tep H;”

Finalmente, serfa inmediato derivar ecuaciones cinemsdticas sin inclusion de deforma-
cion por cortante dentro de las tres teorjas descritas en lag lineas anteriores, Lg hipatesis

de Love-Kirchhoff exige, seglin se vi6 en la seccién 33, xﬂ =¥, = 0, e imponiendo esta
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condicién en (3.32) se obtendrian los sistemas € (en realidad solo Egﬂ resulta no-nulo)
deseados.

En el anexo B se ha incluido la obtencién de los términos de segundo orden en la ex-
presion de los cambios de curvatura de 5; la implementacion de estas ecuaciones en las Leo-
rias anteriores permitirfa ampliar la hipétesis (2) formulada en 3.4.3.1 hasta cambios de
curvatura con inclusion de efectos de segundo orden. Sin embargo, debe cuestionarse su
empleo siempre que esté asociado a un comportamiento transversal simplificado de la 14-
mina como el expresado en la hipdtesis (1).

Una anotacién suplementaria, y de considerable importancia, deriva igualmente de
esta simplificacién. Al linealizar el comportamiento transversal de la limina, puesto que en
la serie (3.22) hemos retenido Gnicamente los términos de orden 7, las componentes del
vector w (asociado al cambio de normal) formalmente definidas en el triedro a; correspon-
derdn a la fraccién lineal de sus componentes en el triedro inicial A;. Esta propiedad se
demuestra facilmente a partir de las ecuaciones (3.5) y (3.37) interpretadas en funcion del
cambio de variable (3.34):

ay = Ay + € (€ Ay — Py As)
as = A; + €@ A+ v (e™)

luego
w=w¥a, +w ay

w=wl Ay + WAy H e [(WT W )AL - (W) Ay ] ¥ v(e™) (3.43)
Realizando con w un cambio similar a (3.34) tendremos:
w=¢ WA+ W Ay]+v(E™), m=2 (3.44)

La ecuacién (3.44) demuesira que, en efecto, las componentes w! coinciden con las compo-
nentes de w linealizadas, y referidas al triedro Aj. Ahora bien,

_ si las deformaciones transversales se han supuesto infinitesimales (esta
hip6tesis estd implicita en la linealizacion de n*) serd licito admitir
que el vector w es también de orden €, y enlo sucesivo lo definiremos
como w = wl A, (3.45)

4. COMPONENTES FISICAS E INTERPRETACION GEOMETRICA
4.1. Componentes fisicas de la deformacién de una limina

En la presente seccién supondremos la superficie de referencia inicialmente referida a
sus lfneas de curvatura, Bajo esta condicién las coordenadas de superficie 8% gerdn principa-
les en su configuracion de referencia, y podrdn entonces definirse unas componentes [{sicas

de cualquier sistema definido sobre el espacio bidimensional 5 como sigue

{2
_ [Aaa - Agp |
T{a..ﬂ'y...u)_(x;_r By, 1 (Fd

Estas componentes fisicas pueden interpretarse como las correspondientes a un sistema
vectorial ortogonal unitario definido en cada punto de la superficie de referencia, en conse-
cuencia se obtendrdn en sus correspondientes unidades dimensionales, de ahi su utilidad.
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Ademds adoptaremos, para describir todos los sistemas caracteristicos de la geometria
y cinemitica de la limina, la denominada notacion convencional de Love, En esta notacion
las coordenadas curvilineas 8, ahora ortogonales, vendrin representadas por

01 o
6%, = lg (4.2)
a? n
y el tensor métrico serd ahora
All A A A 0 0O
Ay Ayn Ag = 0 B* 0 (4.3)
Ayl A Ay 0 0 1

donde A y B son los médulos de los vectores naturales A, vy A;. Se les denomina usual-
mente parimetros de Lamé de la superficie. Los simbolos de Christoffel del sistema curvi-
lineo adoptado se calculardn a partir de su definicién general,

I

A o= oan
r.ﬂu §A¢[A

& : 4
a4 Aau‘g A’ur—*,oj

El resultado se recoge en la siguiente tabla, en funcion de los parimetros de Lamé.

TABLA 1
Simbolos de Christoffel de 8, coordenadas principales
ri L A i ' s
1 1 B A I l
T S R phe  gPa pPa

El siguiente paso en orden a detallar las ecuaciones cinemdticas de la limina consiste
en expresar los sistemas lineales c:“. e, yxﬁ. ¥, en funcién de las componentes fisicas del
campo de desplazamientos d (8%) vy del cambio de normal w (fay:

dery u Wiy Wy
daye = 9V o+ AWayyp = {wg (4.4)
dsy W Wiy Wy,

relacionadas con sus componentes contravariantes por (4.1) y (4.3). Emplearemos las ecua-
ciones (3.4) y (3.31) con tal intencién, resultando la siguiente tabla resumen (recuérdese
3.45).
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TABLA 2

indice covariante i ot n o e 1 2 B
e 2
o ¥ -5 P
: e
i 9}-‘-’:—“- i '}‘% wg + %;. ‘."’.‘?'EAP o Aﬂ' wp
totpe el
p )

En estas expresiones Ry, Rg son los radios de curvatura de la superficie de referencia
en su configuracién inicial segiin las direcciones principales a,f (lineas de curvatura de 5).

Recordemos que el radio de curvatura R de una superficie ¥ segiin una direccién A es

b
- h\u ﬂq.ﬂ :\B-

1
R

Definiremos ahora, de forma andloga a lo realizado para las componentes {isicas de los
campos d y w, las componentes fisicas del tensor de deformacion de la limina:

[ " W] [ _w 1 |
€ fan fan € aa b Tap b Yan
“ it " _ |1 ® I %
€hiy €azy Eam | T | 3TBa %P 5 Thn (4.3)
C* enr 6* _I L _l h E*
L 31y~ TO» AL ) Tnp nn

Este tensor, simétrico por definicion, tendrd por forma explicita la expuesta en la ecua-
cidn (3.32) adecuadamente traducida a componentes fisicas a partir de (4.1); el resultado
es el siguiente

ey =€ua + M [Kpg + Xaal +

+ 7 el + é [(Kpo +Xaa)® + (Ko + Xga)® + .fz;]

Bb
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¢fp = €ap + 1 [Kgg + Xgg] +

Kgg + X i : -
g _ﬂﬁ_:.ﬁ 8 é [(Keg + Xeg)? + (Kgg + Xgg)? + 4]

e ,1 2 2 2
i T T 1 g S (4.6)
Kag +Xap | Kpa + Xga |

R, Rg

+ (Kaq + Xaq) (Kag + Xap) + (Kgq + Xgo) (Kgg + Xgg) + Vg ¥

T;ﬁ =7u,@ + 72 Ho:ﬁ + )ﬂtaﬂ + )_Cﬂﬁ] + n?

" . n a
7&1".- = wﬂ' +n lmﬁ,ﬂ' + wnxﬂ!ﬂ i mﬁ xﬂﬂ E Cdﬂ wn]

Von = W+ 0 [, g+ @y Xag +wyXgp — @, Vgl

En estas seis ecuaciones aparecen las componentes fisicas del tensor de deformacion
de la superficie de referencia y las del tensor de cambio de curvatura asi como las de los
sistemas 'i,"} ¥ 4‘“, caracteristicas de la deformacién transversal de la limina. Todos ellos
pueden reducirse a componentes fisicas del campo d v del cambio de normal w, Basta para
cllo emplear la Tabla 2 apoyada en las ecuaciones (3.33) y (3.42). si se adopta una teoria
con cambijos de curvatura linealizados. El resultado seria el siguiente,

(1) Tensor de deformacion de S

oy = Eﬂ'ﬂ! + ,]’ [EEEQ' 4 Eﬂﬂ' + Wt_':;r]
€ap = epp + % leap + ﬂﬁﬁ + 'PEI (4.7.1)

Tap = Cap + Cha -+ [u&ﬂ Caft B Cia Cag + 2y Ipﬁ]

(2) Tensor de cambios de curvatura de s

Kea = Xao
Kag = Xeg (4.7.2)
Kpg = Xgp

Los sistemas lineales que aparecen tanto en las ecuaciones de la limina {(4.6) como ¢n

las de la superficie de referencia (4.7), expresados en componentes fisicas, se explicitan en

funcién de las componentes de d y w en la siguiente tabla.
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Tabia 3

indiee i 8
(componentes i
fisicas)
U ' mE W ! e ki
Fai A LA TR, B AB
3
3 V'm _'E u V.’E l o u w
o A AB B AB" " R
v Ve ' L
i’ Ry A Ry B
| { P PRa A'-ﬁ._tp?_t_ﬂ‘“.?? +
Xl Pay | A8, 4 o 2B A AB
v w “af | Pa
Ry Rg
1 &E + Iﬁﬁ—'? A ,ﬂ_'P_ﬂ_'l'“BLPﬁ afs
208 A AB von  Ba . s
s : ERVACRE T
+ Yaf | “pa
R, Rg
i3
’ Waa AP Wy f‘_’nﬂ,ﬁ F o
X i A Wi . 0 ¥ P I 8
o % T AB- PTG B AB
B (5]
X u)’g i Aﬁ mﬁ*ﬁ e £, Wa + i
X R | - &
g A AB ¢ B B Rg
Y “Wa  “na wWp _“ng
: Ry A Rﬁ B

Conviene anotar la no-simetria de los sistemas ey, X, cuando el sistema Xy, (ten-
sor de cambio de curvatura de S linealizado) si la posee. Si ademds se recuerdan las L‘utm‘-
ciones (3.4) y (3.31) se deduce de ellas que los sistemas Erps €y Y Xaur Va §¢‘ﬂf:lhtff!n]vd
partir de un mismo operador diferencial aplicado nlturnatwmnf:ntu f los vectores despla-
zamiento d y cambio de normal w, Esta propiedad queda en evidencia en la tabla anterior.

4.2, Interpretacién geométrica

A lo largo de los cdlculos anteriores han ido definiéndose unos sistemas tensoriales
fundamentales para la descripcién de la deformacion generalizada de la superficie de re-
ferencia, y por el tipo de formulacion adoptada estos tensores (€qf, Kgg) han resultado

basicos para la definicion de la cinemdtica laminar, junto con unos sistemas auxiliarcs cuya
iy e A
finalidad era aportar mayor concisién a nuestros desarrollos (por ¢jemplo X, T X

b7
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Sin embargo estas definiciones auxiliares también responden a determinadas propie-
dades de la cinemdtica del medio, v es objeto de esta seccidn el realizar su interpretacion
peométrica. Comenzaremos por estudiar los cambios inducidos por ¢l campo de despla-
zamientos sobre la propia superficie de referencia y posteriormente nos interesaremos por
¢l cambio de normal.

4.2.1. Extension de la superficie de referencia

Sea I' una curva trazada sobre S, v v € £ su curva homaloga al imponer el campo de
desplazamientos d (09), Las lo ngitudes de un segmento elemental de la curva en ambas con-
figuraciones de la superficie de referencia serdn respectivamente:

ds? = do% Auﬂ dop
do® a4 RUL

(4.8)

do?

Si € es un escalar que define la extension, o alargamiento unitario, del segmento elemental
de I' tendremos directamente

do= (] +¢)ds (4.9)

Utilizando las dos ecuaciones anteriores y recordando la definicién (3.6) del tensor de defor-

macién de 5 podremos expresar la extension de T, de vector unitario ta ngente A, en funcion
del sistema €4p:

1£18
A= A% A, , A2 =92 (4.10)
ds
gy = 142 A% AR lA (4.11)

Sea ¢ la forma cuadritica A% - eqgAP, la extension de § en la direccion A podrd escri-
birse como serie de potencias de ¢. Basta desarrollar, para ello, la expresion (4.11) en serie
de Taylor, resultando

€, =¢ -N% (— )M ay (4.12.a)

N=i
ay = Mnl (2ZM — 1)/N! (4.12.b)

En consecuencia las extensiones de la superficie de referencia de la limina en las direc-
ciones coordenadas podrdn escribirse directamente como serie de potencias de las compo-
nentes €,,, de su tensor de deformacion:

2 3

€ € €
e, =2 _1 (Fom = | ]f0a (4.13)
. Auu« 2 Am:r 2 Al‘lﬂ!
puesto que en las direcciones anteriores se cum ple
A Aﬂ/Aﬂ'W

La ecuacion (4.13) es extensiva a todo el espacio laminar: si nos interesamos ahora por la
fraccién lineal de estas elongaciones deberemos recurrir a la ecuacién (3.33),
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€ap = ; (eqp + €ga) + U (e?)

luego

[
e, =22 p@E™) , ma2 (4.14)

Aa T A

O O
, [

por lo tanto las clongactones linealizadas de S en las direcciones coordenadas valdrin 'AE‘ Ly
gy

quedando grafiada esta propiedad a continuacion.

Fig. 4.1,

siendo V' Agg d0% el segmento clemental de linea coordenada 2.

4.2.2 Distorsion angular de la superficie de referencia

Sean ahora A . Il dos vectores unitarios tangentes a 5 ¢n un punto R (0%), El dngulo
formado por ambos vectores en las configuraciones inicial y deformada podri calcularse
a partir de su producto escalar, obteniendo respectivamente

cos §2 = A® Ay TP .

of (4.15)

] " = i

cos w = A" agg [lﬂ
Siahora AS2, pp) representa la disminucion angular sufrida por las direcciones AL 11, traza-
das sobre S, al imponer ¢l campo de desplazamientos, Podremos, por diferencia entre las
ecuaciones (4.15) y utilizando la formula de transformacion de una resta de cosenos en pro-
ducto de senos, escribir:

5en-|2 ﬁnm.n) s 5en {.Q + ; &ﬂ(h.ﬂ)} = AQ ﬂ“ﬁ I-["“3 (4.16)

gcuacion que puede a su vez expresarse en forma de serie de potencias del argumento

I : L [ :
+ [i ﬁﬂu\ln)]  COS £1 — 3 [2 ﬁﬂ(h':'l}] csen §2 ... (4.17)

Particularizando nuevamenté esta Gltima ecuacion a las direcciones coordenadas obtendre-
mos la definicion de la disminucién angular registrada entre éstas, en funcién de la compo-
nente €,, del tensor de deformacion de 5:
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2 e:t ) - ﬂﬂ " l/_ A +
—_——— T PR T —
'\/A]l Azq ol All A‘H

1 Ay 1 r——
+ 5 [an P—t _ _.l[AQ ) ' A
2 (Ay.Agd 7 T ]2[ (A,.A,)l TRV
' R Ay A
0 bien, dividiendo por sen § = \f.___
Ay Ay,
€2 A |
2\;{’; . Aflfﬂlvﬁi) + :-2._\/;:\ [&n(-‘\j.ﬂz}]l - ['2 IAH(A],AQ]JJ fad (‘1.!8}

De esta altima ecuacion puede deducirse la fraccion lineal de la disminucién angular su-
frida por las direcciones coordenadas, Para ello procederemos como anteriormente, apo-
vando nuestro cilculo en la ecuacion (3,33

—]—(L‘u+c;1)=dﬂ(AIIM}+U{E"‘) ., m=2 (4.19)

VA

Nuevamente la distorsion angular linealizada de § referida a sus direcciones coordenadas
serd directamente -\:/_--{t‘,,-; + €5,), 5u representacion grafica se proporciona a continui-
A

ciéin,

Fig. 4.2,

4.2.3. Deflexiones de la superficie de referencia

En los dos apartados anteriores nos hemos interesudo por la descripeion de las variacio-
nes geométricas de S, por ello tanto sus extensiones como su distorsion se han interpreta-
do en funcién del tensor de deformacion de la superficie de referencia. Sin embargo, esta
E[C:S':l'ipul'.él'l s0lo es relativa a los cambios de geometria interna, p]'ugbﬂ de ello es su relg-
cion directa con el cambio de métrica de S, y la deformacion espacial de ésta debe estu-
diarse a partir de sus deflexiones, es decir las rotaciones registradas por sus Ifneas coorde-
nadas dentro del plano normal a S. Para ello formaremos los siguientes productos vecto-
riales

W = Ag X2y (4.20)
siendo a, la componente de a, contenida dentro del plano normal a S definido por los
vectores Ay y Ay por (3.5) su expresion en el triedro de referencia inicial serd:

by =25 Ay =y A; (4.21)
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luego los vectoresyg, serin directamente
. A 3
Wa = Cans A oy (4.22)

Sea ¢g la deflexion de la linea coordenada 0%, es decir ¢l giro de su vector tangente
Ag dentro del plano normal a § que la contiene. Utilizando directamente la definicion
(4.20) se puede escribir

gy | = |Ag | - lag | - sen dg

y recurriendo a su vez a (4.21)
s 2| 12
(43 - 2
| = Aaarw |1+ 26§+ (e§)7 + ( e ) - sen gy (4.23)
Vhga
Pero este médulo también puede evaluarse a partir de (4.22), y utilizando las propie-
dades del sistema €, asi como la definicion de AM expuestas en el anexo A, se llega fd-
cilmente a:

G | = lepg | - vV Aua (4.24)

Comparando las ecuaciones (4.23) y (4.24) se obtiene una relacion definitoria de la de-
flexion ¢, esta es

sen ¢, = —w”'_— [1+2eX+uie?) 12, (4.25)
ot

. [y |
y las deflexiones linealizadas de las lineas coordenadas de S valdrin precisamente \/_m_ -

AQ’D!
Su representacion grifica, apoyada en la ecuacion vectorial {4.22) que nos permite orientar
vectoresyg, . se adjunta seguidamente.

4.24. Rotacion de la normal a S

La hip6tesis cinemdtica (1) formulada en la seccion 3.3, relativa al tipo de def ormacion
transversal de la ldmina exige que los segmentos normales a § se mantengan rectilineos ¢n
la configuracién deformada, pero no coarta su giro respecto a la normal a Z. Para evaluar
esta rotacion, diréctamente relacionada con los deslizamientos v, v ¥, en (7 = 0), basta
evaluar '

a; Ny =7l + wy) (4.26)
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donde np es la componente del vector n* dentro del plano normal a £ definido por los
vectores ay y a,. Por otra parte se cumplird

Ay -ﬁ;=fn,l-iﬁ;|uuﬁﬂﬂ (4.27)
siendo £24 el dngulo formado por ay y iy, es decir la rotacién de la normal a £ dentro del
plano de estudio (la normal a S ha girado, ademis, ¢ correspondiente valor de la deflexion

anteriormente obtenido). Desarrollando (4.27) ¢ igualando el resultado a {4.26) obten-
dremos

Rl +wy)=7[wrw, + (1 + 'n.".-*J);’]I"2 cos £2,, .

luego, clevando al cuadrado ambos miembros de esta igualdad se llega a la siguiente ecua-
c¢ion de definicién del dngulo buscado:

0=w" wy —sen? [wW® wy + (1 + wy)?],

,J we Wa 3
2 i — VIR S— 28
sen £2, W v + (1 wo)? (4.28)

Aplicando a esta (ltima expresién el proceso de linealizacion empleddo en los apartados
anteriores se llega a la siguiente relacion

luego

Q= VWl wy +u(Ee™) , m=2 (4.29)

La ccuacion (4.28) describe exactamente la rotacion £, sufrida por la normal a £, y (4,29)
proporciona su expresion linealizada cuya interpretacion grifica serfa la recogida en la
figura 4 4,

Fig 4.4,

4.2.5. Aplicaclém a componen tes Jisicas

Las expresiones correspondientes a la utilizacidon de la notacién convencional en la
interpretacién geométrica de la cinemdtica de § se indican a continuacién en forma de
tabla. Debe recordarse que ahora las lineas coordenadas son direcciones principales de la
superficic de referencia en su configuracién, inicial, quedando entonces ésta referida a 5U5
lineas de curvatura,

Las relaciones existentes entre componentes [fsicas y tensoriales quedarian todas re-
sumidas en (4.1).
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Tabla 4

Direceidn coordenads a a
Extensiones lincalizadas Cany epp
Distorsion linecalizada ¢Bax Caft
Defelxiones linealizadas Py o
Rotacion de la normal linealizada Wy wp

A la luz de las interpretaciones geométricas expuestas en la tabla 4 puede explicitarse
cada uno de los elementos definitorios del tensor de deformacion de la limina, resumidos
en las ecuaciones (4.6) y (4.7) en componentes fisicas (andlogas interpretaciones se aplica-
rian a su version tensorial expuesta en el sistema 3.32),

Por ejemplo el elemento €y, del tensor de deformacion de la superficie de referencia
podrd descomponerse en dos sumandos:

(1) una fraceién lineal, coincidente con la eclongacion linealizada de 5 en la direc-

clon & @ Cpos Y

(2) una fraccion no-lineal igual a la semi-suma de los cuadrados de las elongaciones,

distorsiones y deflexiones linealizadas de 5 segtin esta misma direccion:

|
> [eha + SBa * vl

Nétese que en la teoria de Sanders esta fraccion no-lineal sc reducirfa a la mitad del
cuadrado de la deflexion linealizada g, .

ANEXO A
A.1. Geometria intrinseca de una superficie

Por lo expuesto en la introduccién, resulta obvio que la superficie de referencia va
a jugar un papel determinante en la descripcion de la cinemitica de la limina, En esta sec-

cion se recogen log fundamentos de la geometria diferencial de una superficie, paso previo
a un andlisis cinematico de la deformacion bidimensional de una ldimina.

A, 1.1 Vectores naturales

Consideremos una superficie Z, perteneciente al espacio tridimensional Euclideo, y
representada por una ecuacion paramétrica del tipo

r=r(0%),

donde r es el vector posicidén de los puntos de la superficie. Admitiremos en lo sucesivo
que los {ndices griegos toman los valores 1 6 2, mientras que los fndices latinos pueden
valer 1,2 6 3. Los vectores naturales de £ se definen como

l'lu=l"a,5lbaar& (A1)
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El vector a; serd tangente a la curva 8% = Cste, v a, serd tangente a la curva @' =
= CUste, Se deduce que estarin en el plano tangente a la superficie £ en el punto {87} consi-
derado, Siempre que se cumpla

a, xa; #0 (A.2)
diremos que estamos en un punto ordinario. En caso contrario hablaremos de un punto
singular,

A 1.2 Transformacion de coordenadas sobre una superficie
Sean % las nuevas coordenadas, se definirdn a través de la ecuacion
0% = g% (9P) (A.3)

Supondremos ademis que la transformacion definida por (A.3) esregular, es decir

5%

w | #0 A4
258 (A.4)

de tal forma que exista, localmente, la transformacién inversa
0% = g% (0F) (A.5)
Los elementos diferenciales serdn

& Ba
409 = 96° 4ok gia = ad 6P (A.6)
YL XL

Adoptaremos también el criterio de indicar todas las cantidades referidas al sistema
de coordenadas 8% mediante una barra sobre el correspondiente sfimbolo, por ejemplo
ay para los vectores naturales,

A.1.3. Tensares de superficie

Las ccuaciones (A.6) rigen la transformacion de elementos diferenciales sobre la su-
perficie, y pueden sugerir la definicion de tensores en un dominio bidimensional (como
la superficie £) mediante la transformacion

R LY X T A ik
@O 5 g% 388 aan 288 B b
L Ut g g i (A7)

Forte¥y o i Gﬁl

431 vl re ) EEI

_.‘;)I_ﬁﬂr 07 587 T b

90% 90%1 a0k PB

quedando implicita toda la terminologia usual del andlisis tensorial,
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A.1.4. Curvas sobre una superficie

Una curva sobre una superficie (Fig. A.1) puede definirse, a través de su representacion
paramétrica, en la forma
0% = 0% (t) (A.B)
La direccién tangente a esta curva viene definida por

dr do®  do¥
—= —— (A‘L')}
dt & dy dt ¢

La magnitud de esta derivada dependera obviamente de la parametrizaciéon adoptada.

Fig. A1,

Evidentemente, la tangente a la curva en el punto r (ordinario) estd contenida en el
plano tangente a £ en r, definido por los vectoresa, y a;. Podemos en consecuencia hablar
de vectores tangentes a la superficie, o vectores de superficie. Cualquier vector v tangente a
¥ podrd expresarse como combinacion lincal de los vectores naturales a,, que son lineal-
mente independientes en virtud de (A.2):

v=yv"a, (A.10)

en esta ecuacion v serdn las componentes contravariantes del vector v,

A.1.5. Laprimera forma fundamen tal

El elemento de arco de una curva trazada sobre la superficie  puede calcularse, en
el espacio tridimensional Euclideo, por

do? =dr . dr = (d0%r ) - (r g dﬁm
= d6% a, - ag doF A
= dﬂa uaﬂ dﬁﬂ
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con
dgp = g cag (A.12)
La forma cuadrdtica dﬂdfﬂaﬁl:wﬂ se denomina primera forma fundamental de a super-

ficie, los términos agg son por definicion las componentes covariantes del tensor métrico
del dominio bidimensional X,

Por ser conmutative el producto escalar de vectores. el tensor métrico resulta ser simé-
trico. Sea a el determinante de la matriz lagg].

4= aggl (A.13)
las condiciones (A.2) impuestas en los puntos ordinarios implican
a#0 (A.14)
luego la matriz [a,] tendrd una inversa [a®F], con

jaf — A%
H|

(A.15)

donde A 5 ¢l cofactor de agg en el desarrollo del determinante (A.13). Definiremos los
vectores nalurales (contravariantes) a®, conjugados de los vectores naturales {covariantes)
af. mediante

a% = o0f ag (A.10)
De esta ecuacion se deduce directamente

2% = qa, 4B (A.17)

a®F gerd el tensor conjugado de dggs también simétrico. Como puede comprobarse sobre las
ecuaciones (A 12) vy (A.17), tendremos

a .uﬁ.=ﬂg (A 18.1)
a®? g™ 53 (A 18,2

Donde 8% es el tensor delta, de Kronecker. El tensor métrico puede en consecuencia
servir para “subir o bajat™ indices, y se utiliza para calcular la longitud (norma) |v| de
cualquier vector v de la superficic:

v=v®a =v.a
e (A.19)

IV = [(v® ag) - (B ag)]"2 = (v agg V)1 12 = (v, a®P vg)'/2
El coseno del dngulo formado por dos vectores de la superficie u, v se obtiene a partir
del producto escalar (en el espacio tridimensional Fuclideo)
u:v _ u® deff v

: (A.20)
lul vl Jul - |v|

cos (u,v) =
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El elemento diferencial de drea sobre la superficie puede a su vez obtenerse del pro-
ducto vectorial de vectores infinitesimales sobre a, y a;:

d% = [(a, x a,)| 0" d8? =va d0' d6? (A.21)
La primera forma fundamental contiene informacion sobre la métrica interna de la su-
petficie, pero no (en general) sobre la curvatura (luego la forma) de I en el espacio tridi-
mensional en el que estd contenida,
A 1.6 Derivacion covariante, El tensor de curvatura de Riemann-Christoffel

La existencia de un tensor métrico nos permite definir (en ¢l dominio bidimensional)
una diferenciacién covariante:

Ta by = -'-Wy - [137 Ty \
T, =T+ Tf, T
T, = T8, + I8, Ty T3, T (A.22)
'I‘ﬂﬂr S Tﬂfﬁ + ', ™ 4 l‘fT T
Taply = Tagy — rE-y Taa - 1“3,«, Typ
con los simbolos de Christoffel de Z:
Fhg = p ¥ U R l (A.23)

o - & .
e ™ i FE.G _2'(“-1:*.5 + ag, & — daf,) ’
En (A.22) la diferenciacion covariante se indica mediante una simple raya vertical (1)
aplicando (A.22.4,5) a los tensores adh Y g 8¢ deduce inmediatamente
Hwﬂ, = ilﬂfﬂl']’ =2 ) ':AZ‘:")

resultado conocido que nos indica que la derivada covariante del tensor métrico es nula
(Teorema de Ricei), El cdleulo de la derivada covariante de segundo orden conduce a

L = T s TA al r A g
Tajgy = (Tap = Tap Tn)yy ~ Tay (g~ Tup T
1 i A .
lﬂg“a,#' Fau Ta)
Permutando los fndices f,y y restando ambas expresiones se obtiene
e = { A Y U A -~ i X - Tk T TS
Talpy ~ Talys = (Thyg — Tagy * Ty Thg Do Thy) T = Rlapy T (A23)
El sistema R"_ag definido por la ecuacidn anterior se denomina tensor de curvatura de
Riemann-Christoffel, deduciéndose que un dominio bidimensional la derivacion covariante
resulta no ser conmutativa, El tensor covariante de cuarto orden asociado al tensor de cur-

vatura de Riemann-Christoffel se definird de la forma siguiente

Rougs ™ tay Kigus (A.26)
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Se demuestra ficilmente a partir de (A.25) y (A.20) que las componentes de I{&ﬁ.y,,
son bien nulas, bien expresables en términos de R ;12 tnicamente.

A.2. Geometria externa de una superficie
A.2.1. El sistemace y la normal a la superficie

Duﬁnirtmns en esie :lpﬁl'm{lﬂ L'l !ii.'il!'.‘l“a £, ti_'[]“.ljll{:‘n Cﬂl)f)t.:idﬂ COmo fensor d{r !””-”“.{_
tacion, a partir del producto vectorial

By Xag =€yapa° (A.27)

siendo a = ay el vector unitario normal o . definido por

_ iy Ha: o
g L (A.28)

Va
puesto gue, segin se vio en (A.21) el médulo de a; X a, coincide con la raiz cuadrada del
determinante del tensor métrico. De este modo ha quedado ampliado ¢l sistema a, de tal

forma que la terna de vectores a; forme en cada punto de £ un triedro, o base local, Por la
definicion del vector normal dada en (A.28) tendremos

Ny +a3 =1 (A.29)
Derivando parcialmente respecto de 8% se obtiene

83 fy g =0 (A.30)
lo que demuestra que ¢l veetor iy o €5 Ortogonal a la direccidn normal a la superficie, luego

paralelo a su plano tangente. Por otra parte, y utilizando la definicién de ay . también se
cumplird

HE 'ﬂl-I:O fAJIJ

Volviendo a las propiedades del sistema €, tendremos las siguientes relaciones directa-
mente basadas en (A.27):

a; X8 =€,,; a’
8, X8y =€, 8

HE] xﬂg =eljj al

y en virtud de (A.28) y de las conocidas propiedades del producto vectorial resultan las si-
guientes definiciones caracteristicas del tensor de permutacién:

€33 = Va = =€ A3

€aay =0 =¢q3q4 ...

A.2 2 La segunda forma fundamen tal
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Para estudiar la curvatura de una superficie es conveniente formar el producto escalar
dr - da, anotando que ambos vectores diferenciales estin contenidos en el plano tangente

alZ,
dr - day = — (3 d0%) - (2 g dOP)
= — d0% ag .m‘ﬂcmﬂ (A:22)
Derivando parcialmente (A.31) respecto de 0F tendremos
8, 8+ Ay 8, =0 (A.34)
luego (A.33) podri reescribirse como sigue:
dr - day = d0% a; - a, g dof = do bup doh (A.35)

La forma cuadritica dO“bqﬂdﬂ’g se define como la segunda forma fundamental de la super-
ficie. El sistema bgp se comportard como los tensores de superficie en el espacio tangente
az.

Sea bﬂ el tensor mixto definido sobre el sistema anterior, se cumplird

bﬁ - aﬂh hhﬁ

Se define como curvatura media de T a la mitad del primer invariante de este sistema:

i
H=-1i 5 B, (A.36)
a=]

y como curvatura fofal, o curvatura de Gauss, a su determinante

b
i

Hy K son invariantes de Z; a través de (A.26)y (A.37) quedan definidos en funcién de los
clementos caracterfsticos de la segunda forma fu ndamental.
A.2.3. Laférmula de Gauss-Weingarten

Hemos construido en cada punto ordinario de la superficie una terna de vectores ba-
se, aj. Vamos a definir ahora las derivadas parciales de estos vectores respecto de la coorde-
nada de superficie 8% como combinacion lincal de los proplos vectores base. Por (A.30)

sabemos que los vectores ay o estin contenidos en el plano tangente a X, luego existirdn
unos coeficientes kj tales que

a3,0 = K& 3 (A.38)

Para determinar estos coeficientes multiplicaremos ambos miembros de esta ecuacion por
ag, y aplicaremos seguidamente (A.34). El resultado es el siguiente;

_ — LA
gy o = M2 -8g,8 = Ka dap
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luego
hu’ﬁ = k& .‘1_\’3
Llevando a (A.38) se obtiene la conocida formula de Weingarten:
fa,0 = — b} (A.39)
En cuando a las derivadas de los vectores naturales de =, podemos escribir
G, 8 = Shp Ayt Sup Ay (A30)

Multiplicando ambos miembros de (A.40) por a, y ay separadamente v utilizando los
resultados expuestos en (A.23) v (A.35) se obtienen las siguientes identidades:
Fap = sap
l‘.lﬂﬂ = bﬂ'ﬁ

La formula de Gauss se expresa a continuacion como

= I"'K a + bﬂtﬁ a; (A.dl)

A.2 4. Las ecuaciones de Codazzi-Gauss

La ecuacion (A.41) explicita la simetria del sistema 8,3, O bag, sepin se desee, Esta
propiedad se hereda directamente de la definicién de los vectores naturales de X si se admite
que el vector posicion cumple el teorema de Schwartz. Imponiendo esta condicidn al siste-
ma ay, lo cual seria equivalente a exigir que r fuera derivable hasta ¢l tercer orden con conti-
nuidad en todas estas derivadas, tendremos

nk,ﬂﬂ - a?\,ﬁﬂ! — () (Aq':’

Partiendo de (A.41) tendremos, tras aplicar las férmulas de Gauss y Weingarten sucesi-
VH]TIE]H,'E,

nﬁ.ﬂ'ﬂ o {F:{a.ﬁ + I.'Iﬂ r‘:ﬂ - h.'i..ﬂ‘ hE} a, + {FI{.\' h'fﬂ + hhﬂ'.ﬁ} iy ‘A.‘I‘E}

y llevando a (A.42) resulta

-+ {b;\ﬂ'lﬁ bi\ﬁla) HEY =ﬂ

En consecuencia en cada punto ordinario de % deberin anularse las tres componentes
de esta ecuacién separadamente. Ello proporciona las ecuaciones de Codazzi-Gauss de Ia
superficie!

h:\ﬂ' — b:'\. H-".' = O
B a8 (A.44)
Rapys = bay gy — by, bgy

Tan solo dos ecuaciones de Codazzi y una de Gauss son independientes, éstas son
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byl — by =0
bas |, —byz)p =0 (A.45)

— 2
Rizia = by by — (biy)
Ademds, la ecuacién de Gauss nos permite definir el tensor de curvatura de Riemann-

Christoffel en funcion de la curvatura total de Z. En efecto, recordando (A.37) tendremos
directamente

Riz;2 =Ka (A.406)
Las ccuaciones de Codazzi-Gauss constituyen condiciones necesarias y suficientes para gue,
dado un conjunto de funciones bgg, exista una superficie cuya segunda forma fundamental
sea precisamente la definida por este sistema.
A.2.5 La tercera forma fundamen tal

En algunas ocasiones puede ser Gtil recurrir a una tercera forma fundamental de =, de-
finida ésta por

day - day = (b} a, d0%) - (bf a, d0F) (A.47)
= d0% b} b,  dOF
= d0% ¢y dOP (A.48)

La ecuacién (A 48) define completamente la tercera forma fundamental de la super-
ficie. Sus coeficientes se calculan a partir del sistema L‘nﬁ: puede expresarse como sigue

cup = bl byg = 2H bop — Kagg (A.49)

A.3. Curvas sobre una superficie

Sea v una curva trazada sobre una superficie Z, y parametrizada en @ (longitud de ar-
co). Elvector unitario tangente a esta curva es, segtin (A.9)

Aal=atg, (A.50)
L
con
o
A = ﬁ'ﬂ. (A51)

La curva y tendrd una curvatura x (o) definida por la ecuacion de Frénét

X M dh_g (A.52)
ila

siendo M ¢l vector unitario conocido como normal principal de la curva, y K el vector de
curvatura de v, Utilizando (A.50) y la férmula de Gauss, este altimo puede expresarse en el
triedro local como sigue

"
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_ da® & dof [ anr OGN i i :
K= io o + A a8 rrma e + A% ] ap A a, + A hmﬁ AY ag (A.53)
La curvatura normal de la superficie, en el punto r por el cual pasa la curva v, se define por
Xy = K -2y =A% byg AP (A.54)

Esta curvatura depende, obviamente, de la direccién de la tangente a la curva yenr,

pero permanece invariante para todas las curvas que tienen la misma tangente en ¢l punto
considerado. (Teorema de Meusnier).

Como A es un vector unitario tendremos
A2 =A% gop AP = | (A55)

Multiplicando por A aqs AP (equivalente a la unidad) ¢l primer miembro de (A.54)
se obtiene, restando ambos miembros de la igualdad

A¥ (bgg X agg) W =0 (A.56)

Esta ccuacién en A* suministra las direcciones sepin las cuales la curvatura normal

tiene un valor determinado X4y. Por otro lado X(ny varfa continuamente en la direccidn

de la tangente, en general, y se plantea la cuestion de determinar los valores extremos

adoptados en cada punto por la curvatura normal. Utilizando el método de los multiplica-
dores de Lagrange se obtiene la ecuacion descada:

(bag — agg) A =0 (A.57)

Para que este sistema homogéneo, lineal en AP tenga soluciones no-triviales, X(n)
deberd ser solucién de la ecuacion

Ibmg - :lﬂﬁ| =0 {A.58)
Desarrollando esta altima expresion se abticne
lagg| 8 — a®F bay lagg| o + |bygl = 0 (A.59)

Utilizando ahora la definicidén de los invariantes K ¥ H dada en las ecuaciones (A.36)
¥y (A.37), esta ecuacion se reduce 3

¢? —2Hp + K=0 {A.60)
Las rajces de (A,60) deberdn satisfacer las ecuaciones
X1yt Xz =2H

(A.61)
Xy © Xz =K

X1y ¥ X2y se denominan curvaturas principales de la superficie en el punto considerado, y
las direcciones asociadas direcciones principales. Escribamos nuevamente la ecuacién (A.57)
para cada una de las dos direcciones principales,
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(bag — X1y ”mﬂ”‘ﬁ) =l

8 (A62)
(b“‘j — x(z) aaﬁ) K(Z) =0
Eliminando baﬁ entre ambas se deduce
Xa) — X M) g My =0 (A.63)

y si r no es un punto umbilical (en tal caso todas las direcciones son principales se tendra
x“) = X(z}. luggo

A%, agg Ny =0 (A.64)

En otros términos, las direcciones principales son ortogonales, Definiremos a conti-
nuacion los radios principales de curvafura como

R, = ;‘-
(1)

(A.65)
Ri i3] ’ 5
X(2)

El signo negativo se ha introducido para adecuar la definicion de radio de curvatura
al siguiente criterio de signos:

_ los radios de curvatura se tomarin como positivos cuando el vector unitario normal
se aleje del centro de curvatura, Las curvas tangentes en todo punto a las direccio-
nes principales de la superficie se denominardn [ neas de curvalura,

Si Xy # X2 las lineas de curvatura se obtendrin de (A.57) sustituyendo M por
d6P y eliminando X entre las dos ecuaciones del sistema

bygdef a,g doP | 0 (A.66)

Soluciones no triviales de esta ecuacion matricial exigen que se anule su determinante,
Si se desarrollan los cdlculos correspondientes se obtiene

(byy a3 — by 8y,) d0! df! + (b,;a;5 - by a,2)d0? do? +
+ (b“ HESS bi! dij }dal {152 U (Af'.'l?)

Las lineas de curvatura, en virtud de (A.64), serin ortogonales, luego sobre ellas se
cumplird

aj =0 (A.68)
Llevando esie resultado a (A.67) resulta
by, (ag, 407 d6F —a,, d0' d6')+ (by, azs — byy 2,,) 40" d07 =0
Esta dltima ecuacién diferencial deberd cumplirse indiferentemente sobre las lineas

§' = CMe y 82 = (M es decir para d0' =0y d@? = 0 por separado. Esta observacion exi-
ge que sobre las lineas de curvatura se verifique también :
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by =0 (A.69)

Las condiciones (A.68) y (A.69) son necesarias y suficientes para que un sistema cur-
vilineo sea de Iineas de curvatura. Estas condiciones resultan satisfechas por todos los siste-
mas ortogonales que se tracen sobre el plano o la esfera,

ANEXO B
B.1. El tensor de curvatura de =

En el apartado 3401 se anuncid la ampliacion del sistema Xqp @ términos no-lineales
de segundo orden, con la intencion de poder construir una teoria cinemitics mis completa
que la basada en la linealizacion de los cambios de curvatura de S,

Para obtener las distintas fracciones no-lineales del sistema Kap procederemos de la
siguiente forma: en primer lugar obtendremos una nueva expresion del tensor buﬁ sobre la
que puedan identificarse comodamente los sumandos de distinto orden que lo configuran
(en la ecuacién 3.13 este sistema se dié en forma compacta, quedando implicita su estruc-
tura no-lineal). En la seccién siguiente se particularizard este resultado a m = 2, siendo m
el orden mdximo considerado dentro del desarrollo de bag en serie de potencias de €, gene-
rado a partir del cambio

d=ed (3.34)
Partiremos pues de la ecuacion de definicién del tensor bag

bag = 85 - 84,8

recordando (3.8) y (3.10) tendremos
ta,0 = (P + ¢4 Phg + chg + wa BI) Ay + (Bog + [eh Bg — pugl} Ay (B.I)

A 7
8y = \[l lon + oy €5 — @ €3]} A* + 2 l? A’

(B.2)

Estudiemos en primer lugar el factor I/‘{: . El determinante del tensor métrico en la

configuracién deformada £ puede expresarse en funcion de A y de los sistemas ¢, , e,
Para ello basta partir de la ecuacién

0B = Agg + 2€ap (B.3)
Desarrollando el determinante de la matriz lagg] obtendremos:
i = luﬂﬂ' =A<+ 2A.A" Cp T 4 IEFIJJ

por lo que

- -1/2
A _ m €6, |
I[-]- T ) I +- 2 A ¥ 'Eﬂ' I + 4 o A " (1'14, I J
Esta altima expresion puede desarrollarse en serie de potencias de A" e, , + 2 Eiﬂl y Te-
sultando: I
A N (=N legy |\
A_i+ £ 0 oaMm—1) | EDY (pove o o 1€ )
VH I ool Mo (2M I)J T (A 8. + 2 A (B.4.2)
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conviene ahora agrupar, dentro de esia Giltima expresion, los distintos sumandos de esta
serie segin su orden respectivo. Para ello comenzaremos por definir la estructura de los
escalares A" ¢, v |€,, |. Recordando la ecuacion (3.33) tendremos

e, - g e
€aff =5 (Cap + Cga) + 3 (P ¥ + g Cup)

ccuacién que puede reagruparse en la forma
iy g
€ap _.|é (¢ Lﬂrﬁ+r' N'&'B) (B.5)

siendo respectivamente Lag vy Nog las fracciones lineales y de segundo orden del tensor de
deformacién de la superficie de referencia. Nos interesaremos ahora por

Ach €ap = % (e AP Lag + €* AP Nog)
1 _
= 3 le (A% ggg + AP Eup) + €7 A% Nog|
aplicando las propiedades del tensor métrico a la fraccion lineal de esta expresion y desa-
rrollando la estructura de Ngg se obtiene
F
a = " caaf= = 4 p0fg g
A eyg = e (8) + 5 (A B g + A% T, )

donde T es el primer invariante del tensor T . Si ahora se desarrolla explicitamente el
altime sumando en €? y se realizan posteriormente las oportunas condensaciones y con-
tracciones indiciales se puede volver a expresar en la forma siguiente

By — &y )
E:'l'-(h— 12

por lo que
&t _ s 1 Ty -8,
A €af =€ (€5) + 9 Po 0" T B LT A = (B.6)
El determinante del sistema €,5. a partir de la expresion (B.5), serd a su vez
e, 1 =L (€2 L, 1+ @ TP Ny, + € ING, I}
4 (B7.1)
Ldu = |Lqp' 4 Lr.ll-‘
donde el término de segundo orden resulta valer
I S l = = .3
4 ll-m:l - |ﬂm,.| - 4 (€33 —€52) {B.7.2)

Las ccuaciones (B.4), (B.6) y (B.7) permiten evaluar completamente el factor VT;
como serie de potencias de €;

T - N N
VZ‘ w4 Z [ﬂ (IM. 1)] CD7 e @)+
il IVED M= ! N!

- 4
+ €2 (—IE.,G" ik ;Ef;zﬂ +2 |T-:",’,|)+ E; (L Nﬂp)'l"%" N, 1} (B.8)
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Volviendo a la ecuacion (B.2) donde se definié el vector normal a la superficie 2, el
escalar z también puede definirse en funcién del primer invariante v del tercero (o deter-
minante) del sistema &y, resultando

e=l+e(@)+e? [&] (B.9)

Efectuando el producto escalar de (B.1) y (B.2) y utilizando la ecuacién anterior po-
dremos dar una nueva definicién del sistema bgg. ¢ésta es:

A -
byg = l/-5 {Bap + € [Byp (€5) — Xop | *
+e? [Byg 18 |~ Xap (5) + 0y (€5 + v BYI + (B.10)
+ e [(g, (€2) — @, Eﬁ?ﬁi\,m + Py Bﬁ) — Xap 1€ 11}
Para llegar a esta expresién el cambio de curvatura linealizado, definido en (3.38)
en su forma no simetrizada, se ha hecho aparecer voluntariamente y se han agrupado todos

log términos en l‘gﬁ resultando su suma nula. Sustituyendo ahora en (B.10) ?por U ex-

presién (B.8) se llega a la forma deseada del tensor de curvatura de la superficie £, como
serie de potencias de €, quedando entonces afectada la fraccion de orden-m de este tensor
por el factor e™ |

B.2. Teoria de segundo orden

Si al efectuar el producto de la expresion (B.8) por el término correspondiente de
(B.10) retenemos tnicamente aquellos sumandos que vengan afectados por €™, m < 3,
gencraremos una expresion no-lineal del cambio de curvatura de § con inclusion de efec-
tos de segundo orden, Esta seri:

bag = Bap — € Xag + €7 {2 (T + 0o BY) +

+Bog [ @) —1 Gy & + 8 T+ 2 %)) B.11)

Desarrollando el corchete que viene multiplicado por liﬁﬁ, haciendo € = | vy sime-
trizando el resultado se llega a-la expresion prevista del cambio de curvatura. Fsta es

Kap = Xap =3 {0 (€l + cha) + 0i(BY + gy BY — Bog @)} + v(e™) m3
(B.12)
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Calculo elastoplastico de laminas
plegadas no prisméticas de seccion arbitraria
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A. Samartin Quiroga

Drs. Ingenieros de Caminos
Unlversidad da Santander

RESUMEN

Se presenta una técnica de cileulo pléstico incremental especifica para el modelo es-
tructural limina plegada, cuya eficlencia se intenta cuantificar en comparacion con otros
procedimientos de cileulo plastico de estructuras,

El complejo problema tridimensional que aparece implicito en este tipo de estructuras
s¢ ha reducide a dos andlisis monodimensionales mis sencillos longitudinal y transversal
a los que se han aplicado procedimientos tipicos de cdlculo plistico de estructuras de barras.

Se ha estudiado el modelo en una serie de cjemplos pricticos que han corroborado la
validez del mismo, al tiempo que han mostrado las ex traordinarias posibilidades de aplica-
cibn a situaciones reales de gran interés en la ingenierfa.

1. INTRODUCCION ;

El modelo estructural limina plegada ha sido utilizado en la ingenieria desde hace va-
rias décadas, a partir del primer trabajo de Ehlers, publicado en el afio 1930 (1). Desde en-
tonces, y dependiendo de las simplificaciones introducidas en el modelo lamina plegada, han
sido numerosos los procedimientos de andlisis desarrollados, que han permitido elaborar téc-
nicas orientadas tanto al cileulo manual como al computador. En ¢ada una de ambas direc-
ciones son dignos de mencion, respectivamente, los trabajos de Yitzhaki (2) y Scordelis (3).

La trascendencia del modelo lamina plegada en la ingenieria estructural se debe a su
gran versatilidad, al permitir simular el comportamiento de una gran variedad de construc-
clones reales: tableros de puentes, ldminas cilindricas, depositos, silos, paneles, cubiertas,
zonas de niicleos tubulares,etc. El amplio rango de aplicaciéon del referido modelo queda
reflejado en las numerosas publicaciones que existen sobre el tema, entre las que cabe des-
tacar, por su caricter monogrifico, las realizadas por la Sociedad Americana de Ingenicros
Civiles (A.S.C.E.) (4) y por la Asociacion Internacional de Estructuras Laminares y Espacia-
les (1.LA.5.5) (5).
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En Espafia ha existido una gran tradicion constructiva y de desarrollo teérico de lami-
nas plegadas, que tiene su origen en la figura de Eduardo Torroja, fundador v primer presi-
dente de la LA.S.S., el cual dio un gran impulso al estudio de las estructuras laminares vy,
particularmente, de las liminas plegadas, Posteriormente, merecen ser citados los trabajos de
Del Pozo, Torroja y Lopez Palanco (6), Granell (7) y Del Pozo y Samartin (8).

Hasta la fecha, la mayoria de los métodos de andlisis de ldminas plegadas se han basado
en teorias elisticas y lincales, refiriéndose, fundamentalmente, a estructuras prismaticas, En
el cilculo eldstico de liminas no prismiticas cabe destacar el trabajo desarrollado por John-
son y Tita Lee (9), cuya metodologia ha sido ampliada recientemente por Samartin y Gon-
zilez de Cangas (10), (11), (12) para el andlisis de estructuras continuas con seceion transs
versal y acciones totalmente arbitrarias,

Si bien la mayoria de los casos estudiados en la Ingenierfa Civil pueden ser tratados
dentro de un régimen lineal, particularmente si se considera la situacion de servicio o de las
tensiones admisibles, conviene, no obstante, destacar ¢l hecho de que en la actualidad existe
la practica de comprobar las tensiones en la estructura en su fase de rotura, dimensiondndo-
la, por lo tanto, de acuerdo con este criterio,

Asi pues, un cileulo mas consccuente consistiria en un andlisis de la misma "ab tnitio"
en régimen no lineal, Esta filosofia ha sido aplicada en el caso simple de estructuras de ba-
rras y especialmente porticadas, en cuya direccion estin los trabajos de Baker (13) y Neal
(14). La extensiébn a estructuras bidimensionales, tales como placas, ha sido llevada a cabo
por otros investigadores, entre los que se puede mencionar a Johansen (15), que introdujo la
teorfa de las lineas de rotura, y més actualmente Telemaco Van Langendonck (16).

Estos métodos suponen una situacién plistica final de colapso (aparicion de rétulas o
lincas de rotura, segin los casos), en la cual la estructura es un mecanismo y puede ser anali-
zada de un modo simple mediante recursos elementales de la estitica, Adolecen, sin embar-
20, de varios defectos importantes; por ejemplo: la dificultad de encontrar, entre todos los
posibles, el mecanismo real de rotura: la complejidad de un tratamiento de la influencia del
esfuerzo axil o del esfuerzo cortante en el valor del momento de rotura; la no consideracion
de requerimientos de ductilidad, etc.

Los defectos anteriores pueden ser paliados mediante la utilizacién de meétodos alterna-
tivos, basados en téenicas incrementales, que han alcanzado un importante desarrollo tras la
aparicion del computador. Con ellos es posible simular la transicidn de una estructura inj-
cialmente eldstica a la situacion plastica final, considerando todos los estados intermedios:
asimismo permiten introducir otros efectos importantes, tales como los debidos al compor-
Llamiento constitutivo del material: endurecimiento de la deformacion, fendbmenos de carga
y descarga, etc,

Dentro de estos métodos incrementales se destaca la contribucion de Powell (17),
orientada al cileulo de estructuras de barras, particularmente entramados planos,

Su extensidbn a otros tipos estructurales mis complejos —placas, ldminas, ete.— se ha
llevado a cabo, de un modo general, mediante la utilizacion de técnicas numéricas no espec |-
ficas (en especial, del método de los elementos finitos), a costa de las desventajas inherentes
a dichas técnicas,

En este articulo se presenta un método de cdleulo plistico incremental, especifico para
un determinado tipo de estructura: la limina plegada.

Con el término “especifico™ se quiere indicar que se tienen en cuenta las caracteristicas
tipologicas de la estructura, lo que permite introducir en el andlisis las hipotesis y simplifica-
ciones pertinentes,
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Dicha técnica supone una extension natural del método de cileulo elistico de liminas
plegadas no prismaticas mencionado en (11), considerando de forma explicita el comporta-
miento no lineal del material.

2. CONCEPTOS BASICOS DE LA TEORIA DE LA PLASTICIDAD.
REQUISITOS NECESARIOS EN LA DEFINICION DE UN MODELO DE
ANALISIS PLASTICO

Una de las caracteristicas fundamentales de los materiales pldsticos es la no existencia
de una relacion tGnica entre tensiones y deformaciones. Por otra parte, una vez que cesan las
fuerzas exteriores y las tensiones debidas a éstas han excedido de un valor eritico —tension
de fluencia—, aparccen deformaciones remanentes, '

En el planteamiento y resolucion de un problema plistico de Caleulo de Estructuras
existen tres apartados fundamentales:

a) Discretizacion estructural,
b) Eleceién del modelo de comportamiento del material.
¢) Técnicas numéricas de resolucidn,

En lo referente al primer apartado, y salvo situaciones particulares de tipologia estruc-
tural, dentro de las que se incluye ¢l modelo de limina plegada, es necesario recurrir en la
mayoria de los casos a técnicas generales de cdleulo de estructuras y en particular al método
de los Elementos Finitos,

En la eleccion del modelo de comportamiento del material es necesario definir una se-
rie de pardmetros basicos, cuyo significado en los casos de clastoplasticidad plana y tridi-
mensional se eshoza a continuacion,

3.1. Definicion de la tension de fluencia

Fig. 1.
Tensidn de flueneia.

No existe un criterio tnico para la definicion del valor de la tension de fluencia; en la
prictica se utilizan diferentes métodos, que conducen a resultados distintos, y entre los cua-
les, para el caso de tensioén plana, se pueden citar los siguientes (figura 1);

_ Método del limite de proporcionalidad: En la curva tensién-deformacion del mate-
rial, indica el verdadero punto de desviacion de la elasticidad lineal —tension aé —. En
la prictica es de dificil determinacion.

— Método “offset’” Se define la tension de fluencia, o3, como aquélla que corresponde
a una deformaciéon remanente, ¢,, previamente establecida, Es un método de facil
aplicacion, si bien el valor obtenido carece de significado fisico, dada la arbitrariedad
en la eleccion de €,.
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— Método de extrapolacion de Lode: La curva o—¢ se sustituye por dos tramos linea-
les, quedando definida la tensién de fluencia, ay, por el punto de interseccion de di-
chos tramos. Se comprende asimismo la carencia de significacion fisica de este pro-
cedimiento,

2.2. Condicion de fluencia

En la elasto-plasticidad tridimensional es necesario, asimismo, definir un criterio me-
diante el cual, conocido el estado tensional en un punto, pueda discernirse si su comporta-
miento corresponde al rango eldstico o al rango plistico,

En general, el eriterio viene definido por una superficie en el espacio (g, 0):
flg,0,K)= 0 (2.1)

donde g representa el tensor de tensiones en el punto; @, la temperatura v K la historia de
carga en ¢l rango plistico (figura 2).

fa 0
Fig. 2.

bl Condielén de fluencia,

4TS w
fefiens

Para puntos interiores al dominio definido por la citada superficie (f<<0), el estado ten-
sibn-deformacion es eldstico (dominio eldstico).

La condicién de plastificacion se alcanza para los puntos situados en la superficie refe-
tida (f = 0); en esta situacion se producen deformaciones remanentes (dominio plistico).

2.3. Ley de flujo plastico

Esta ley establece una relacibn entre la deformacion y la tension en la fase plistica.

En el caso general esta ley expresa que la deformacién plistica es proporcional al
gradiente de tensién de una funcién glo, 0, K),denominada potencial plastico, con los
significados para ¢, 0 y K anteriormente expuestos:

def =dp 28 (2.2)

en donde el vy gy representan, respectivamente, los tensores de deformacion plistica v
de tension, y dA(g, 0, K, dg, d@) es el factor de proporcionalidad.

En el caso particular de que el potencial plastico, g, coincida con la funcibn de
fluencia, f, la plasticidad se denomina asociada, y la ley de flujo pldstico adquiere la
forma:

def —an 2l (2.3)
d g
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relacion que se denomina ley de normalidad. Esta ley expresa el hecho de que el incre-
mento de deformacién plistica es normal a la superficie de fluencia (figura 3).

4 l’ﬂ” i

LR ]

Fig. 3. Ley de normalidad.

2.4. Regla de endurecimiento

Mediante esta regla se define la evolucion de la superficie de fluencia ante posibles
procesos de carga y descarga, o lo que es igual, se determina el cambio que se produce €n
la condicidn de fluencia.

Se entiende por endurecimiento el fenémeno por el cual, en el rango de tensiones que
superan la de fluencia, un aumento en la deformaciéon requiere un aumento en la tension
correspondiente,

Las reglas de endurecimiento més utilizadas en la prictica son las siguientes:
a) Modelo plastico perfecto (figura 4.a).

En este modelo al alcanzarse la tension de fluencia se produce un aumento de la defor-
macién a tensién constante (igual a la de fluencia).

Se trata de un modelo de gran aplicacion prictica por su sencillez, que hace posible la
introduceién de importantes simplificaciones en el andlisis,

b) Endurecimiento isétropo (figura 4.b)

En el caso general supone una expansion uniforme de 1a superficie de fluencia una vez
alcanzada la condicién de plastificacion. En el caso particular de tensién plana ello se tradu-
ce en un diagrama o—e bilineal, en el cual la pendiente del tramo plistico es mayor que cero.
Por lo tanto, la tension de fluencia depende de la deforinacién remanente en cada instante.

¢) Endurecimiento cinematico (figura 4.c),

En este caso la superficie de fluencia experimenta una traslacion en lugar de la expan-
sion mencionada en el caso anterior, lo cual implica que no existe simetria respecto al origen
en la condicién de fluencia. En la situacién particular de tension plana, dicha traslacién com-
porta que las tensiones de plastificacion a traccion y compresién ya no son iguales.

De esta forma se pierde la isotropfa del material, fendmeno que se conoce en la litera-
tura con el nombre de efecto Bauschinger. /

A) Endurecimiento con distorsién (figura 4. d).

Fn estos modelos se tiene en cuenta el hecho observado experimentalmente de que la
superficie de fluencia, ademas de una traslacion, experimenta una disminucion en la dimen-
si6n correspondiente a la direccion de aplicacion de la carga.
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Fig. 4. Reglas da endurecimiento,

e) Modelos mixtos,

Son modelos que se obtienen al combinar adecuadamente algunos de los anteriormente
mencionados,

2.5. Técnicas numéricas de resolucion

La aplicacion prictica de los conceptos anteriores a un problema general discretizado
mediante el método de los elementos finitos conduce, como es bien conocido, a un sistema
de ecuaciones no liaeales:

f‘i (Uj [ I..Jz BorTiaag UN) = PI : (1 - ll 2! trry N) {2.‘4.{1)
que puede ser expresado de un modo simplificado mediante una ecuacién matricial del tipo:

K, ()xU=p (2.4.b)

a2
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en donde los vectores U y P representan, respectivamente, los movimientos en los grados de
libertad considerados —incognitas bisicas del cileulo— y las cargas actuantes en dichos gra-
dos de libertad. Su dimension es N x 1, siendo N el niimero total de grados de libertad del
problema, K, (U) es una matriz cuadrada, denominada matriz secante, de dimension N x N,
en general no simétrica. No tiene una expresion tnica y su definicion es arbitraria,

Definido un estado de equilibrio del sistema (conocidos los U, correspondientes a un
estado de cargas P)), es posible analizar las variaciones originadas por un incremento diferen-
cial de carga. Para ello, si se diferencia en la expresion (2.4.a), se tienc:

aldu, + LR | ; (RN RRRH: Nl S | | (TR ) (2.5.a
U, Vit ey 4 U D o )

o bien, en forma matricial:
K, (U)x dU=dP (2,5.b)

en donde la matriz K, de dimension N X N, se denomina matriz tangente, Sus términos
K,(, = 2fj/dUj son funciones de punto, es decir, dependen del estado del sistema (U, P)). Por
1o gunm, su definicion es tnica. Ademds, si la formulacion del problema estd basada en prin-
cipios energéticos, dicha matriz es simétrica,

La resolucién del anterior problema no lineal (2,4.a) hace necesario recurrir a téenicas
numéricas particulares que pueden clasificarse en tres grandes grupos:

— Métodos iterativos.
— Métodos incrementales.
— Métodos predictivo-correctivos,

A continuacion se analiza sucintamente cada uno de dichos grupos de procedimientos
numéricos. Con el fin de facilitar la comprension de los mismos s¢ hace referencia a un siste-
ma con un Gnico grado de libertad,

25 1 Mérodos iterativos

Estos métodos resultan adecuados cuando se trata de determinar el estado de un siste-
ma bajo un conjunto de cargas supucstamente inferiores a las limites,

a) Método de la rigidez inicial.

Se trata de determinar el estado del sistema (2.4.b) correspondiente a unas cargas cono-
cidas P, (punto C de la figura 5.a). Para ello se considera una K inicial (en general la co-
rrespondiente al problema lineal) que se mantiene constante a lo largo del siguiente proceso
numérico:

Ko . Ug = P = se obtiene U,

Ko.A Uy =P — K, (Uy), Uy (figura 5.a) -+ Se calculad Uy y U, = U, +4 Uy

K.u LA Un =PD = K.ﬂ (Un}' Un -+ 8¢ obtienc A Un;Un-l-l "Un + A Un

El proceso finaliza cuando en un paso genérico se verifica |AU| | <e, siendo € una cota
de error previamente fijada.

a3
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Notese que Ks (U, ) debe calcularse en cada paso (en el caso general equivale al ensam-
blaje en cada paso de la matriz K.).

b)Método de aproximaciones sucesivas.
Se parte, como en el caso anterior, de la resolucién del problema lineal

Ky .Uy =P,

de donde se obtiene Uy
A continuacion, y tal como se observa en la figura 5.b, se plantea:
K, (Uﬂ) LUy = l"D = Se obtiene U,

en general
Hs ‘:Un)' U:'|'|'l=l:“l]i = Se obtiene Un'f'l

El proceso finaliza, similarmente a la situacion anterior, cuando se verifica |Un"|'l
- U, | <e,

: Mediante este método la convergencia se alcanza mas rapidamente, si bien a costa de un
incremento en ¢l nimero de operaciones a realizar. Asimismo, K_ debe ser calculada (o en-
samblada en el caso general) en cada iteracion,

c) Método de la rigidez tangencial,

El proceso numérico (figura 5.¢) es el siguiente:

Ku ’ Ug = PD -+ Se obtiene Uﬂ
Kt {Un)-& Uu = IJIJ‘ = K“ (UﬁJr Un -+ S[;! obtiene A Un ¥ U, = Uu += A U{.
Ke Up).8U, =Py =K, (U). U, - Se obtienea Uy Uy =U,+A U,

El proceso finaliza cuando IAU" | <e.

La convergencia en este método es aun mas ripida que en los anteriores, aun cuando es
necesario ensamblar en el caso general, en cada pase, no solo K, sino también K, lo cual
incrementa notablemente el nimero de operaciones a realizar.

Conviene sefialar que para determinado tipo de problemas estos tres métodos que se
han descrito pueden no ser convergentes.

2.3, 2. Métodos incrementales

Su utilizacion resulta adecuada en aquellos casos en los que, ademis del estado de equi-
librio del sistema bajo un conjunto de cargas, se desea conocer la evolucion de dicho sistema
hasta que se alcanza el estado de equilibrio mencionado,

Como ejemplo de esta metodologia se describe a continuacion el método de Fuler,

Se parte de una situacién inicial conocida; en general, la situacion de reposo (P = 0,
Uy = 0). La carga total, Fu' se aplica en N escalones iguales, es decir AP=P /N en cada
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escalon (figura 6). El proceso a seguir, adoptando como matriz inicial la K, ya mencionada
en los procedimientos anteriores, es el siguiente:

Ko .AU, = AP - Se obtiene AU, y Uy = U, + AU,
Kl. (U; )&L-Jj = QP - SE Dh‘tiﬂnu AUl ..Ug = U| + &U|

K, (U) AU, = AP - Se obtiene AU ; Uy, = U; + AU,

Fak (U U ’ Fokgui-u
[ L]
- [
% o ,
I
1 |
g BV, _:
L
A
1
/4 P ik 4 K (U] u e p
(I Ko lUgh Uy
i
[ i Kylug) Uy I :
o' Vo! i | v
! ha i h F\I
v, U u Uy U s u
a) Milodoe de la rigidez iniciai b)Método de oproximacionas sucesivas
PeHgiul-U
[ )/
KylUg) -8,
*D
Kglugl:-Ug
u

¢} Métede de lo rigidez tongencial

Fig. 5. Métodos iterativos.
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Fig. 6. Método incramental de Euler,

1
TECHICA Corfaceion ——

-

INCREMENTAL ITERATIVO

Ptn @#acalones de gargol

Fig. 7. Métodos predictivo-corractivos.

El ¢dileulo finaliza al alcanzar el Gltimo escalén de carga.

El mayor inconveniente que presentan estos métodos radica en que, para determinadas
situaciones, es necesario adoptar un valor pequefio para AP, a fin de obtener una precisién
minima aceptable, lo cual, obviamente, comporta un mayor nimero de escalones de carga
con la repercusion correspondiente en el tiempo de computador necesario.

2.5.3. Métodos predictivo-correctivos

A fin de obviar los inconvenientes mencionados en los métodos anteriores, se puede
utilizar una técnica incremental para predecir unos valores iniciales en los desplazamientos
U, y cada vez que se ha aplicado un nimero determinado (n) de escalones de carga, se corri-

ge el resultado obtenido para dichos desplazamientos U, mediante la utilizaciéon de alpuno de
los procedimientos iterativos anteriormente expuestos (figura 7).
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3. DESCRIPCION DEL MODELO ADOPTADO EN EL ANALISIS PLASTICO DE LAMI-
NAS PLEGADAS NO PRISMATICAS DE SECCION ARBITRARIA

3.1.Introduceibn

El modelo que se describe a continuacion (18) es aplicable a liminas plegadas largas, y
se supone que los movimientos y deformaciones producidos son lo suficientemente peque-
flos, de tal forma que permiten considerar lineales las ecuaciones de equilibrio y compatibili-
dad (hipbtesis de lincalidad geométrica y cinemitica). El comportamiento plistico del mate-
rial se define més adelante.

Un planteamiento general del problema dentro de la teoria de la plasticidad requeriria
un andlisis tridimensional, lo cual exigiria la adopeién de una superficie de fluencia, la defi-
nicion de una ley de flujo plistico y una regla de endurecimiento, asi como una técnica de
discretizacion (por ejemplo, elementos finitos) que permitiesen el estudio de la estructura a
nivel de fibra. Con ello se verfa sensiblemente mermada la posibilidad de aprovechar las im-
portantes simplificaciones que, desde un punto de vista computacional, permiten las hipote-
sis del modelo de limina plegada utilizado. Las ventajas que dichas simplificaciones reportan
han quedado patentes, para el caso eldstico, en la publicacién (11).

Por este motivo, y coherentemente con el mencionado modelo, s¢ adopta una plastici-
dad monodimensional, a nivel de esfuerzos de viga, en ambas formas de trabajo de la estruc-
tura: extension y flexion.

3.2. Discretizacion del modelo y simplificaciones introducidas en el cileulo

Se discretiza la lamina plegada, mediante secciones transversales, en un determinado
nimero de segmentos o dovelas de igual longitud (figura 8.a).

El andlisis estructural del conjunto se realiza mediante dos cileulos bisicos:

a) Un cileulo transversal para cada una de las dovelas procedentes de la discretizacion
efectuada.

b) El edleulo longitudinal de cada una de las losas que constituyen la limina plegada.

En el cileulo transversal (efecto placa) la dovela se idealiza segin un entramado plano
cuyas caracteristicas corresponden a su seccion transversal central (figura 8.b). Dicha dovela
se sustenta mediante un nimero determinado de coacciones ficticias, de forma tal que el en-
tramado sea intraslacional. Las acciones a considerar son lzs que directamente gravitan sobre
ella (figura 8.b).

En el calculo longitudinal (efecto laja) se analiza cada losa como una viga cargada en su
plano (figura 8.¢), Las acciones correspondientes provienen de la descomposicion de las reac-
ciones en los apoyos ficticios introducidos, en fuerzas en el plano de cada losa (figura 8.d).
Ademis, podrin actuar unos momentos en los extremos, si las condiciones de apoyo son di-
ferentes de las de tipo diafragma.

Posteriormente, en ambos cileulos debe ser tenido en cuenta el monolitismo estructu-
ral, que modifica los resultados de los anlisis anteriores en la forma que detalladamente se
describe para el caso clastico en la publicacion (11).

Coherentemente con la discretizacion anterior, el cilculo plastico de la limina plegada
se realiza considerando los dos modelos bisicos referidos: entramado plano y viga. Con ello,
¢l complejo problema tridimensional se reduce a dos casos de plasticidad monodimensional:
cdleulo plistico transversal y edleulo plastico lo ngitudinal.
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Fig. 10. Céleulo pldstico longitudinal.
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a) Cdleulo plastico transversal,

Este cdleulo se lleva a cabo siguiendo la teorfa elemental de la plasticidad aplicada a en-
tramados planos (figura 9.a). Por simplicidad, y con fines meramente ilustrativos, se adopta
como diagrama tensién-deformacion el correspondiente a un material elastopldstico perfecto
(figura 9.b).

EI andlisis se efectiia a nivel de seccion y en los extremos de cada viga del entramado,
siguiendo el criterio de plastificacion que se describird posteriormente. En determinados ca-
sos (existencia de cargas concentradas, acciones repartidas, etc.) es necesario considerar nu-
dos adicionales intermedios que permitan tener en cuenta la aparicion de rotulas en seccio-
nes distintas de las extremas.

b) Caleulo piastico longitudinal,

El desarrolio del andlisis es andlogo al descrito en el apartado anterior, aplicindose en
gste caso a vigas, en lugar de entramados planos.

Dada la técnica de discretizacion utilizada, se asimila el comportamiento de cada dovela
al de su seccion central correspondiente, Consecuentemente, la posible aparicion de rotulas
plasticas se analiza Gnicamente en dichas secciones centrales (figura 10.a).

La ley o—e anterior se modifica para este cilculo mediante la introduccion de una regla
de endurccimiento isétropo (figura 10.b), La razén de esta modificacion radica en la propia
técnica utilizada en el andlisis, que al estar basada en métodos de flexibilidad, produciria
fendmenos de inestabilidad numérica en el caso de adoptar una pendiente E, = 0. No obs
tante, con el fin de simular de la forma mis aproximada posible el comportamiento inicial-
mente supuesto (material elastoplistico perfecto), se elige un valor de E suficientemente
pequefio (del orden de un 1 por 100 de E, ). '

En lo sucesivo, en los desarrollos te6ricos, asi como en los gjemplos analizados, se utili-
zan las leyes o—¢ anteriormente descritas, Gnicamente por razones de indole computacional.
Por lo tanto, esto no debe entenderse como una limitacién intrinseca al modelo, ya que
cualquier tipo de ley o—e¢ podria ser simulado mediante diferentes tramos rectos con pen-
dientes E; adecuadas (figura 11).

Fig. 11. Ley genaral tension-defarmaeién,

3.3, Criterio de plastificacion. Formacion y cierre de rotulas plisticas

a) Concepto de rbiula plastica.
Septin el valor que alcancen las tensiones en cada fibra de una seccién, se distinguen
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tres posibles estados de la misma, que para el caso de un material elastoplastico perfecto se
representan en la figura 12, y en la 13 para el caso de un material con un endurecimiento
isotropo a la deformacién.,

LA a, 7,

o

— p—— ]

o B

e

E—

o —

i
= .
¥ %
o) Seccidn  b)Estade sldstico ¢) Estado alastopidstice d)Estado pidatico

Fig. 12, Situaciones en una seccién seqin su estado tansional (material elastopldstico perfecta),

t!u]‘r g i rn-ﬂ"
a, O g
é = =
o) Seecién  b) Extado sidstico ¢)Estade slostopigetico d)Estodo pidstice

Fig. 13. Situaciones en una secei6n sequn su estado tensional {material con endurecimionto isbtropa),

En el caso de material con endurecimiento isdtropo, el hecho de que se alcancen tensio-
nes superiores a la de la fluencia (0>0} ) se debe simplemente gl propio modelo a-—¢e consi-
derado (figura 10.b).

En el contexto del modelo adoptado en esta publicacion la definicién de rétula plistica
corresponde a la situacién de una seccidén en estado plastico, segtin se ha considerado en las
figuras 12 y 13 anteriores, situacién a la que se llega en virtud del siguiente criterio de plasti-
ficacion,

b) Criterio de plastificacion o fluencia,

En los dos procesos de cdleulo plistico monodimensional (transversal y longitudinal) a
que se ha reducido el problema plastico general, se tiene en cuenta la accién conjunta del
momento flector y esfuerzo axil. La actuacion del esfuerzo cortante no ha sido considerada,
a fin de simplificar el andlisis.

Debido a la propia tipologia estructural de la ldmina plegada, el criterio de plastifica-
cién adoptado es el correspondiente a una seccion rectangular (14), (19), siendo su expre-

2101
2
..M,+(_""_) .y @1

en donde:
M = Momento flector que actia sobre la seccién.

N = Esfuerzo axil que actia sobre la seccion,
M Momento de plastificacién de la seccion por flexion pura.

=
No = Axil de plastificacion de la seccién por traccion o compresion simples.

La representacién grifica del anterior criterio se muestra en la figura 14,

a0
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Fig. 14,
Criterio de
plastificacién. -,

Todos los puntos situados en el interior del recinto (P, ) corresponden a secciones en
fase eldstica o elastoplistica, y los que se encuentran en el contorno (P, ), a secciones en es
Fig. 15.

tado pldstico.
1 3]
(]
A1
1
Formaecién de \

rétulas plasticas, ;

¢) Formacion de ritulas,

=]

Segiin se describe més adelante, el método numeérico clegido en el modelo aqui consi-
derado ha sido uno incremental modificado.

Supuesto que al iniciarse un determinado escalon de carga, i, los valores acumulados de
los esfuerzos en una seccidon, M y N, corresponden a una situacion eldstica o elastoplastica
(punto 1 de la figura 15) y en el cilculo lineal correspondiente a dicho escalon se obtienen
unos valores M; y Nj, tales que definen el vector I, se producird una rotula plistica en esa
seccion, para un valor A del incremento de carga, cuando al desplazar el punto (1) una can-
tidad AI se aleance el limite del recinto en ¢l punto (2) (figura 15). Conviene sefialar que el
valor de A puede ser menor o mayor que la unidad.

Dado que el proceso anterior debe realizarse para todas las secciones y en ambos cilcu-
los, longitudinal y transversal, el valor del incremento de carga correspondiente al escalon
en cuestion viene definido por el menor de todos los A obtenidos.

Analiticamente, lo anterior implica las siguientes operaciones:
a) Plastificacidn longitudinal.
_ Se definen en cada placa y cada seccién nodal las siguientes caracteristicas estructu-
rales:

Momentos de plastificacién positivo (M, ;) y negativo (Mpn)- Axil de plastificacion:
Mie
P

— El andlisis ‘comienza a partir de un determinado nivel de carga, suficientemente pe-
quefio para producir en la estructura resultados dentro del rango eldstico y lineal. De

a
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esta forma se obtienen, para cada seccién nodal de'cada placa, los esfuerzos My ¥
N, (momento flector y esfuerzo axil, respectivamente),

— Las cargas se incrementan proporcionalmente hasta que se produce la primera rotula
pldstica en una determinada seccién (a) de una losa (j), es decir hasta que se verifica

la condicién:
2
A Mol | T2 Nop® (3.2)
M, Np

siendo A, el factor de escala del primer escaléon de carga,

— En la losa y seccion donde se produce la plastificacién se modifica el médulo de de-

formacion longitudinal, que cambia su valor de E, a I.,IJ (figura 10.b). En el resto de
las secciones se mantiene el valor original E, .

— 5e procede a un nuevo cileulo eldstico de la estructura, correspondiente a un nuevo
escalon de carga, dentro del cual se aleanza la segunda plastificacion en otra seccion
de la misma o diferente placa. Es decir:

Motk Myl [BaNot By MG 0¥ (3.3)
M, Np

en donde A, es el nuevo factor de escala, correspondiente a este segundo escalon de
carga, y M’y y N'g representan los esfuerzos del cileulo eldstico en el mencionado
segundo escaldén. Nuevamente se modifica el modulo de deformacion (de E, a HI, )
en la segunda seceion plastificada,

— El paso anterior se repite hasta que se verifique alguno de los criterios de fallo estruc-
tural que posteriormente se definen.

| m
Tmy
%
AT,
TI
AT, f ¥ ¥ "
; - ATy

Fig. 18. Posibilidades de evolucién del estado tensional da una seccién en un esealdn de carga arbitrario.

b) Plastificacién transversal,

El procedimiento es, salvo ligeras modificaciones, similar al anterior. Estas diferencias
s¢ deben fundamentalmente al hecho de que en el andlisis transversal cada dovela se calcula

§2
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como un entramado plano. Asi, solamente pueden aparecer rotulas en los extremos de cada
barra(*). La aparicion de una rotula exige, en este caso, las pertinentes modificaciones en los
términos de la matriz de rigidez del entramado y esfuerzos de empotramiento rigido,

El resto del andlisis sigue los pasos descritos en el cdlculo longitudinal,
¢) Cierre de rotulas,

Las posibilidades de evolueién del estado tensional en una seceion para un determinado
escalon de carga se reducen a las cuatro que se representan en la figura 16. El punto 1 {(que
pasa a 17) corresponde a una seccion en la que se forma una rétula, tal como se ha descrito
en el apartado anterior, En el caso del punto 2, una seccién que ya estaba plastificada per-
manece en la misma situacién, El punto 3 corresponde a una seccion en estado eldstico o
elastopldstico y que contintia en el mismo estado al finalizar el escalon de carga mencionado.
Por altimo, el punto 4 representa una situacion peculiar, para la cual una seccion que estaba
plastificada vuelve a adquirir sus propiedades eldsticas debido a un cambio de signo en los
esfuerzos a que se halla sometida. Esta situacion se denomina “cierre de rotula™ y correspon-
de al proceso inverso de la formacion de rotulas ya mencionada,

d) Cambios en la estructura debidos a la formacion y cierre de rofulas,

%
Al RS
©
@
ll
§ - -
@) Calculo transversal b) 'Cdlcule longiiudinal

Fig. 17, Formacién y clerre de rotulas,

Los cambios estructurales debidos a la formacién o cierre de rotulas se refieren funda-
mentalmente a las leyes constitutivas, Ello supone la modificacion del valor adoptado para el
médulo de deformacién longitudinal del material, Mientras que éste se halle dentro del ran-
go eldstico, el valor considerado es E, (figura 17). Cuando en una seccion s forma una rétu-
la plastica, dicho médulo varfa, adoptando en este caso el valor E {igual a cero en el cdleulo
transversal—figura 17.a). Al producirse un cierre de rétula, el proceso es inverso y ¢l modulo
pasa del valor E, al E, eldstico inicial.

Este hecho repercute en el andlisis de la forma siguiente:

Si se supone que el cierre de rotula tiene lugar durante el escalon de carga i, se deben
realizar las modificaciones que se indican:

a) Plastificacién longitudinal. Los resultados obtenidos en ¢l mencionado escaldn no se
tienen en cuenta. El médulo de deformacién correspondiente a la seccion donde ha
tenido lugar el cierre se cambia, adoptindose el valor inicial E . Se repite nuevamen-
te el cdlculo para este escalon i, una vez realizada la modificacion anterior, y los
resultados que se determinen se suman a los obtenidos hasta el escalon i-1,

b) Plastificacion transversal, Las modificaciones a introducir en el andlisis son similares
a las mencionadas anteriormente. En este caso, la rotula donde tiene lugar el cierre

Nota (*) Esta condicién no supone restriccion alguna al comportamiento estructural, ya que las plasti-
ficaciones en secciones intermedias pueden ser simuladas mediante la introduccion de nudos udicio-
nales,
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se convierte en un nudo rigido, con las consiguientes modificaciones en los términos
de la matriz de rigidez y esfuerzos de empotramiento rigido del entramado transver-
sal correspondiente,

3.4, Justificacion del método numérico adoptado

Como se¢ ha mencionado en el apartado 2.5, al analizar las diferentes técnicas numéricas
de anilisis no lineal, los métodos iterativos s6lo resultan adecuados cuando se trata de deter-
minar el estado del sistema bajo un conjunto de cargas supuestamente inferiores a las limi-
tes, ya que, en caso contrario, el proceso podria no ser convergentle,

Por ese motivo, la téenica aqui adoptada es una técnica incremental, Si ademds se tie-
nen en cuenta las simplificaciones introducidas por el cardcter bilineal de las leyes o—e, ¢l
cileulo puede realizarse de forma lineal entre dos eventos consecutivos (se entiende por
evento la formacién o cierre de una rétula), Esto permite, a su vez, utilizar una téenica incre-
mental tal que, en lugar de considerar incrementos fijos de carga, ¢stos vienen determinados
de forma directa por la aparicion de un evento (figura 18), La ventaja fundamental que pre-
senta esta técnica frente a la de incrementos fijos de carga radica en el hecho de que las si-
luaciones que sucesivamente se van obteniendo corresponden a verdaderos estados de equi-
librio,

Sin embargo, tienc los inconvenientes de que, por una parte, la posible existencia de
rotulas muy préximas entre si —cuya relacién AA/AU sea muy pequedia (figura 18) origina
un aumento innecesario de iteraciones y, por otra, debido a los errores de redondeo caracte-
risticos de un cdlculo por computador, no se mantienen las simetrias en la estructura,

Dichos inconvenientes pueden ser soslayados si se introduce el concepto de agrupacion
de rotulag (figura 18). En este caso el escalon de carga determinado segin el proceso general
se incrementa en una cantidad adicional, de tal modo que se considera simultdnea la apari-
cion de todas las rétulas que se formen dentro de dicho incremento. Ello supone una ligera
desviacion de la situacion de verdadero equilibrio, pero siempre inferior a la que se obten-

dria mediante una técnica de incrementos fijos de carga (figura 18), con la ventaja adicional
de aumentar notablemente la velocidad de convergencia,

F.l

_H_ﬁ" 1 [— - s |
r - - O S e e e e e e— - - A
" incremente
= adicianal
E
e
! i o "T
F i rétulos
S I ‘
OO ELD ADOETA DO
AT

= oam = m= == = AGAUPACION BE RGTULAB

o omomom omom ms o MCMEMENTOS Fidod OF CARGA

Fig. 18. Método numérico, Representacién para un sisterna con un grado de libertad,
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3.5, Criterios que determinan la finalizacion del proceso de cdleulo

El proceso de cdlculo finaliza cuando en un ciclo se produce una de las siguientes situa-
ciones:

a) Fallo estructural.

b) Se cumplen determinadas condiciones previamente establecidas,

3.5.1. Fallo estructural

Qe consideran como causas de fallo estructural las siguientes:

a) Se alcanza el limite de ductilidad previamente fijado, Se entiende agui por duc-
tilidad el cociente entre la deformacién total y la deformacion limite ¢lastica, es
aEelr: k, + ZAK

ey

siendo k, la curvatura limite eldstica de la seccion e Ak, el incremento pldstico de

la curvatura debido al escalan de carga Ap,,

Ductilidad =

b) En el mencionado ciclo la relacion entre el incremento de carga A y la flecha mixima
obtenida en ¢l mismo es menor que un valor previamente definido.

¢) Se produce una matriz de rigidez singular en el caleulo transversal, como consecuen-
cia de la formacion de un mecanismo en el entramado correspondiente.

d) Se produce una ruina parcial de la estructura por rotura de un voladizo.
3.5. 2 Condiciones previas
Fl cileulo mencionado debe finalizarse si se aleanza el valor total de la carga aplicada.

A veces, en situaciones estructurales muy anormales, conviene evitarun tiempo excesivo de
computacién preseribiendo el nimero miximo de ciclos de carga permitidos,

4. PROGRAMA DE COMPUTADOR

Basado en el modelo anterior se ha realizado un programa de computador, en lenguaje
FORTRAN, implementado en un ordenador HP3000, que permite ¢l cileulo elastoplistico
de liminas plegadas no prismiticas, largas, de seccion transversal totalmente arbitraria y so-
metidas a la actuacion de cualquier tipo de cargas. El diagrama de flujo correspondiente a tal
programa se muestra en la figura 19.

5. EJEMPLO ILUSTRATIVO

El ¢jemplo que se presenta en este apartado tiene por objeto el comprobar la validez
del modelo de comportamiento elastoplistico anteriormente descrito, asi como servir de
guia para explicar el proceso general seguido en el mismo,

Con esa finalidad se ha elegido una limina prismatica de 30.00 m de luz, cuyas caracte-
risticas geométricas se muestran en la figura 20.

Como datos bésicos del cdlculo se han adoptado los siguientes:

Médulo de deformacion longitudinal: E, = 2 x 10° t/m?.
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— Coeficiente de Poisson: v = 0.20.
— Médulo plistico: E, = 0.01 x E, = 2x 10* t/m?,
— Limite elistico: 5000 t/m?.

- Coeliciente de forma: 1.5; correspondiente a una seccién rectangular. Se supone
idéntico para ambos momentos de plastificacién: positivo y negativo.
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Fig. 20, Ejemplo ilustrativo. Geometr(a,
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Flg. 21, Ejemplo llustrativo. Acciones exteriores,

La estructura se discretiza en 10 dovelas, tal como queda reflejado en la figura 20.a.

Se considera como acci6én exterior un cuchillo de carga de | t/m que actia a todo lo
largo de las aristas 1y 2 (figura 21).

Durante el proceso de cdleulo no se limita el nimero de ciclos ni el valor maximo de la
carga externa. La Unica limitacion impuesta corresponde a la ductilidad, para la cual se ha
adoptado un valor suficientemente alto —15—, tanto en el cilculo longitudinal como en el
transversal, a fin de poder comparar los resultados numéricos alcanzados con los deducidos a
partir de un cilculo manual,

Se¢ adopta para el “radio’’ que determina el intervalo de plastificacion simultdnea un va-
lor de 0.2,

En la figura 22 se representa, de forma esquematica, la evolucion histérica de la estruc-
tura para los sucesivos escalones de carga, a través de los cuales se aplica la carga total nece-
saria para provocar la supuesta ruina de la estructura cuando una rotula plistica alcance el
limite de ductilidad.
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En los esquemas que representan el estado de la estructura en cada ciclo, se afladen los
valores de los resultados correspondientes a dicho escalén a los obtenidos en los ciclos ante-
riores, También se indica el valor acumulado de la ductilidad en cada una de las rotulas apa-
recidas hasta ese momento, diferencidndose, septin la leyenda, las originadas en el cdleulo
transversal de las que provienen del longitudinal,

Los resultados obtenidos se pueden comparar con los provinientes de considerar la cs-
tructura como una viga de longitud L = 30.00 m. En ese caso, el momento de plastificacion,
Mg. viene dado por (figura 23):

&
_TT_ | & 3
dy_'l"_"

|

o - 260
1
|

4 400

Fig. 23. Mamento plastico de |a sécclén,

M} = Iﬂ1 (ey dy) op = 4 x 0,2205 x 5000 = 4410 mt

Si se integran las tensiones normales obtenidas en el cdleulo plistico mediante compu-
tador para la seccion nodal de la dovela 5, se obtiene un momento de valor: My = 4840.5
mt, que supone un exceso del 9.7 por 100 respecto al momento de plastificacién tedrico an-
terior. La aproximacion alcanzada es bastante buena y el exceso que aparece admite una sen-
cilla justificacion, si se tiene en cuenta que el valor de MJ ha sido obtenido bajo la hipotesis
de material elastoplastico perfecto, por lo que, una vez alcanzada la tension de fluencia, ésta
no es superada en ningln caso. Sin embargo, en el cilculo longitudinal como limina plegada
se adopta un modelo plistico con endurecimiento a la deformacion, lo cual permite a la sec-
¢idn seguir aumentando sus tensiones aun cuando se haya alcanzado ¢l mencionado 1imite
de fluencia,

6. ANALISIS PARAMETRICO

6.1. Influencia del tipo de carga

Con objeto de obtener informacién acerca del proceso de redistribucion de esfuerzos y
tensiones que supone el cdlculo plistico de una estructura, ha parecido adecuado estudiar un
¢jemplo sencillo. Para ello se ha considerado una viga de seccién transversal cajon, cuyas
dimensiones, asi como la distribucion transversal de la carga exterior actuante, se modifican.
De esta forma, es posible analizar la influencia de los distintos pardmetros que intervienen en
la respuesta plistica de la estructura y evaluar su importancia relativa.

Si bien el estudio se cenira en un caso concreto y simple, con ¢l se intenta ilustrar acer-
ca de las venlajas que supone la aplicacion juiciosa del procedimiento a otros tipos estructu-
rales mas complejos, para comprender su comportamiento tltimo en rotura, Por otra parte,
muchos de los resultados obtenidos en este ejemplo pueden ser extendidos directamente a
otros tipos de estructuras,
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A fin de estudiar la influencia de la geometria de la ldmina plegada, asi como del tipo
de carga, en los resultados del andlisis, se ha calculado la estructura cuyas caracteristicas sc
muestran en la figura 24, para la cual se ha considerado una discretizacion en cinco dovelas,

dovela | dov. 2 dow 3 devd  dovh
I : : I'. : ‘_.d' F.d JC.:':): rad !' "#‘
timpano | | 1 I | ; timpaneo ¢
l. l. 1 | LB ® G H
i I | i J F A A A +
1 1 1 1 1 3 j;-
'é'm'g'fq wee 2 P | Bec & wec 5 'A : @ l
| e B
1 L ~——4' {
a)Perfil langitudinal b) Seccidn tranversal conmlonte

Fig. 24. Anilisis paramétrico, Geometria.

Con objeto de comprobar el comportamiento de la estructura anterior ante diferentes
situaciones de carga, se han adoptado inicialmente las siguientes dimensiones:

L=230.00m;B=800m;H=200m.
Espesores (*) de membrana (e, ) y de placa (¢) de las losas 1y4:0.225mje, vep
de las losas 2 y 3: 0.30 m. Por tltimo, E; = 0.01 E,.
Se han analizado dos situaciones de carga de valor total igual en ambos casos (ligura
25):
— Carga uniforme a todo ancho en lalosa 1: p = | t/m?.

— Cuchillo de carga en la arista 1: g = 8 t/m.

poitimi gz B tim
e L I S A S S A A A A | Flir i e |
a}Periil lengitudinal ) Carga uniforme ciCuchillo de carga

Fig, 25. Andlisis paramétrice, Cargas,

Ambas cargas se han incrementado desde los valores iniciales anteriores hasta alcanzar
el colapso de la estructura, habiendo considerado una ductilidad maxima de 15, tanto trans
versal como longitudinalmente, con objeto de analizar la evolucion de la limina ante sucesis
vas plastificaciones,

Nota (*) ey simula el espesor que transmite las tensiones axiles longitudinales. Por otra parte, e, co-
rresponde al canto con que la seccidn resiste a la flexion transversal. En el caso de una seccién
con “costillas” o nervios de refuerzo, ey, corresponde al espesor del drea media y ey al de una

seceion rectangular con inercin a flexion equivalente.
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A continuacion se especifican con cierto detalle los resultados deducidos para cada uno
de los incrementos de carga,

— Carga uniforme: p = | t/m?.

TABLA 1
Escalon | Incremento | Carga | Tipo de Seccion Losa | Extremo | Ductilidad
de de total, P | plastificacion | nodal de alcanzada
cargn carga OCUITencin
1 12,50 p 12,50 p | Transversal 1-2-3-4-5 1 1.2
2 2,97 p 1547 p | Transversal 1-2-3.4-5 1 CL 8,2

Se llega a la rotura debido a la formacién de un mecanismo transversal, para una carga

total de valor 15.47p y una ductilidad de 8.2. En la figura 26 se esquematizan los resultados
obtenidos,

Ezcaldn de carga |1 @ @ Adiuia

f.a'" L~ i =12, %0p po #eclcn nodal
ﬁ%é%'@ : :'lfql“:-:zp % E:Sﬂ'&ﬁ?:ﬂﬂ?ﬂu
Edcaidn de cargn 12 @ $ec.nodal |1-2-3-4=5

7T —l——d c20r, losa 12
SIS 1e15 P e

Fig. 26. Andlisis paramétrico. Resultados (carga uniforme),
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— Cuchillo de carga: q = 8 t/m.

TABLA 2
Escalon | Incremento | Carga | Tipo de Seccion Losa Extremo | Ductilidad
de de total, 07 |plastificacion | nodal de acanzada
carga carga ocurrencia
1 16,60 q 16,60 ¢ | Transversal 3 1-4 1-2
2 1,89 g 18,49 q | Longitudinal 3 1-4 - 3,08
Longitudinal 3 2 - 3,40
3 0,41 q 18,90 q : — i I
Transversal 244 1-4 1-2 3,40
4 0,60 q 19,50 q - - - 15,00
4 0,99 q 19,89 q | Transversal 1-4 1-4 12 = 15,00

En la figura 27 se muestran, de forma esquemitica los resultados obtenidos en los suce-
sivos escalones de carga. Se observa (figura 27.a) que, al seguir incrementando la carga desde
QT = 18.89 q, se alcanza la ductilidad méxima, con el mismo mecanismo de plastificacion,
al llegar al nivel QT = 19,50 q. Si no existicse este l{mite de ductilidad, el mecanismo si-
guiente de plastificacion serfa el indicado en la figura 27.b. Los resultados de las ductilidades
s¢ muestran en la figura 27.¢,

De los resultados obtenidos en este segundo caso de cuchillo de carga, se observa la apa-
ricién de dos tipos de plastificacion —longitudinal y transversal—, para los sucesivos incre-
mentos de dicho cuchillo. '

Si se comparan ambos casos de carga, se comprueba que la situacién primera (carga uni-
forme) resulta, para las mismas caracteristicas geométricas y resistentes de la estructura, mas
desfavorable. El material no se aprovecha al maximo, debido a la formacion de un mecanis-
mo transversal de rotura que impide alcanzar la ductilidad limite impuesta.

Se ha procedido a una sencilla comprobacion de los anteriores resultados, consistente
en comparar ¢l momento flector plistico global (MU )) de la estructura considerada como
una viga de luz L, obtenido en la hipétesis de material elastoplistico perfecto, con ¢l mo-
mento My deducido en cada caso de la teoria de limina plegada, mediante integracion de
las tensiones longitudinales en la seccién central.
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Fig. 27. Andlisis paramétrico, Resultados (cuchillo de carga),
Se obtiene:

a) Viga:

91”2 V
Mg=2 (I eydy)a;-.-:lx 1,95 x 5.000 = 1,95 x 10* m
J 0

b) Limina plegada:

Cargauniforme: ~ MJ = 1,5 x 10* mt
— Cuchillo de carga: M} = 1,8 x 107 mt

La aproximacién entre los valores de M‘J y M'; es relativamente buena para el caso de
cuchillo de carga. La pequefia diferencia existente puede ser explicada por la aparicién de un
momento torsor y por las limitaciones impuestas al factor de ductilidad,

El menor valor de M, para el caso de carga uniforme es razonable, ya que el tipo de
colapso producido en la estructura viene determinado por la formacién del mecanismo trans-
versal de rotura, que no es captado en un andlisis elemental como viga de la ldmina plegada.
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La evolucién de las diferentes magnitudes de interés en el cilculo (esfuerzos de laja y
placa, y movimientos), a medida que se producen las sucesivas plastificaciones, se representa
en los grificos siguientes, Estas magnitudes se definen en la figura 28, en donde se indican
las secciones nodales en las que se han obtenido los distintos resultados,

l",
Seceifn nadal 3 —M‘ Uy

oy /_
| ,%—-Hg et Lo | Wy

I
1 S f 4 : i | 7

| tecolbn nodaly ) l
L Sgccion Sedcion
;) 1 nodal 3 Asdal 3

Fig. 28. Andlisis paramétrico, Definicién de los resul tados.

En la figura 29 se muestran los esfuerzos longitudinales (membrana), para diferentes lo-
sas, en la secciéon nodal 3(M, Ny) y en la seccién nodal 1(Q, ), para ambas situaciones de
carga: uniforme y cuchillo. En abscisas se representan los valores adimensionales (fracciones
de la carga total en cada escalon):

P* = P?/P: Ql = Qir/fl

Se han sefialado con un circulo los puntos correspondientes a aquellos valores caracte-
risticos para los que se produce una plastificacion, ya sea longitudinal ya transversalmente,
La interpretacion de los grificos se realiza de acuerdo con los valores definidos en las figuras
26y 27,

En la figura 30 se han dibujado las graficas correspondientes a los rasantes, ¢, (seceion
nodal 1) y esfuerzos transversales, 4y, 73 Y Uy (seccion nodal 3) y, finalmente, en la figura
31 se indican los valores de los movimientos verticales de las aristas, wy, en la scccién nodal
3,

Se comprucha de nueve que la formacién del mecanismo de rotura transversal, en el
caso de acciébn uniforme, reduce sensiblemente el valor de la carga de agotamiento de la
estructura.

La plastificacion de una seccion segiin el criterio de fluencia dado por la expresion:

A4

queda claramente reflejada en las relaciones existentes entre los diagramas de momentos y
de axiles (longitudinal y transversalmente). Asimismo, en el caso de plastificacion longitudi-
nal, la seccién adn puede admitir incrementos en los valores de los esfuerzos, debido, como
es natural, a la relacién constitutiva considerada; en otros términos, debido al valor E; =
= 0,01 E, # 0. Sin embargo, para la plastificacion transversal y dado que se ha tomado E; =
= 0, una vez aleanzada ésta no son posibles nuevos incrementos, lo cual queda reflajado en
los correspondientes tramos de la figura 30,

Por altimo, y en lo que se refiere a las flechas alcanzadas en rotura, se observa que, para
situaciones muy cercanas a aquélla, los valores aproximados de 30 cm suponen un 1 por 100
de la luz de la viga, por lo que la hipotesis de linealidad geométrica podria considerarse toda-
via valida, :
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Fig. 31, Evolucién de las flechas en diferentes puntos de la saccidn centro-luz,

6.2. Influencia de la geometria

Con objeto de alcanzar una mejor comprension del mecanismo de redistribucion de
esfuerzos por la plastificacion de las distintas secciones, se ha efectuado un andlisis adicional ;
en dicho andlisis la estructura considerada ha sido la representada en la figura 24, pero va-
riando la dimensién B, habiéndose adoptado B=4.00, 6.00, .00, 10,00 y 12.00 metros. Se
han estudiado los dos tipos de carga ya mencionados: uniformemente repartida de valor
p = 1 t/m? sobre la losa 1, y cuchillo de carga sobre la arista 1, de valor g = p x B t/m.

Con objeto de que los resultados alcanzados sean comparables, se ha mantenido la iner-
cia a flexién de la seccion total, lo cual se ha llevado a cabo congervando H = 2,00 m y el
espesor de las losas 2 y 3 igual a 30 cm. Por lo tanto, se ha aumentado o reducido el espesor
de las losas 1 y 4, de acuerdo con el valor de B, a fin de que el drea de 1,80 m? de la seccidn
transversal de dichas losas permanezca constante.

En la figura 32.a se ha representado la carga total de rotura en ambas situaciones: ac-
cion uniforme, P, y cuchillo de carga, D}'1 en funcién, en ambos casos, del ancho B. Se ob-
serva que el valor B = 6,50 m corresponde a un punto critico; para valores mayores de 6,50
m, la carga de colapso es superior bajo la actuacién del cuchillo de carga, a pesar de la desni-
velacion de aristas que en dicho caso se produce, Ello ¢s debido a la formacién del mecanis-
mo de rotura transversal que, para valores de B suficientemente grandes, y en el caso de ac-
ci6n repartida, es determinante en la resistencia dltima de la seccion,

Por el contrario, para valores de B comprendidos entre 5,00y 6,50 m, esel cuchillo de
carga el que determina la carga de rotura.

Cuando B < 5,00, la deformabilidad de la seccion influye poco en los resultados, dado
que la estructura se aproxima cada vez més a una viga y ambas situaciones de carga condu-
cen al mismo valor de la carga tltima.
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Asi pues, dos conclusiones se deducen de forma inmediata: For una parte, existe un
valor de B critico (B = 6,50 m, en este caso), para el cual la relacién QF/P’,‘T = 1 (figura
32.b); es decir, la carga ultima es la misma, ya se trate de accion repartida, ya de un cuchi-
llo de carga. Para valores de B superiores al critico (B =6,50 m) se estd infrautilizando el
material en el trabajo de membrana de las diferentes losas, ya que el mecanismo de rotura
por flexion transversal es el que determina la carga de colapso,

I b
;‘: : : ErF I ¥ & e e anm
200
— 1 1

. - - = —_— ]
W ] i & ] i LI
o ]
i '
Ih
7
]
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- D v .- . ' a —
] L3 5 L ] i 17 Wimy

Fig. 32. Carga da colapso en funcién del aneho B,

6.3. Optimizacion estructural

Una forma usual de obviar la infrautilizacién de material sefialada en el apartado ante-
rior consiste en considerar diferentes espesores de membrana (e, )y de placa (e ), que se
materializan en la prdctica mediante la utilizacién de rigidizadores o costillas transversales,
que mantienen la rigidez a flexion transversal dentro de los limites requeridos, sin afectar a
las caracter{sticas resistentes longitudinales,

Un modo de optimizar la secciéon consiste en encontrar la relacién de espesores e fcp
para la cual las roturas longitudinal v transversal se producen simultineamente,

A fin de simplificar ¢l costoso andlisis que implica el objetivo anterior, se ha determina-
do aqui la relacién e /cp para la cual la primera plastificacién longitudinal se verifica de
modo simultineo a la primera plastificacién transversal. Ello resulta suficiente a efectos
practicos, pues se ha comprobado en la mayor parte de los casos analizados que, en la situa-
¢ién mis desfavorable, el primer incremento de carga representa el 90 por 100 de la carga
de rotura,

Asf pues,-y para ese primer incremento, la relacion optima e, /ul, de plastificacion
simultdnea puede determinarse siguiendo dos procedimicntos: 1) Fijando e, y variando e, ,
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lo que tiene mayor sentido para valores pequenos de B(5,00 < B < 6,50), para los cuales la
plastificacion longitudinal es determinante, o bien, 2) fijando e, y variando e, —situacion
usual en la prictica—, que tiene sentido, en este caso particular, para B = 6,50 m, cuando es
dominante ¢l mecanismo transversal,

Ejemplos ilustrativos de ambas posibilidades, para los diferentes valores de B, se mues-
tran en las figuras 33 y siguientes, que serdn comentadas seguidamente, Con objeto de que
los resultados obtenidos puedan ser comparados adecuadamente, y tal como se ha explicado
en el apartado anterior, se mantienen constantes el canto H = 2,00 m v los espesores de las
losas 2 y 3 (iguales a 30 cm), y se varia el espesor de las losas | y 4, de acuerdo con el valor
de B, de forma tal que el drea de dichas losas permanezca constante (1,80 m?, en este caso),
o lo que es igual, que s¢ mantenga constante la inercia a flexion de la seccion total, En absci-
<as se toman los valores adimensionales P, (accion uniforme) y Q; (cuchillo), correspondien-
tes a sucesivos incrementos de carga. En ordenadas, los valores de ¢, (0 ey ), paraun valor
fijo de e, (o (:p) y de B. Con las letras T y L se hace referencia a las plastificaciones trans-
versal y longitudinal, respectivamente, para el citado primer incremento de carga.
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Fig. 36. Influencia de la variacién de espesores (B = 8,00 m),

En las figuras 33 y 34 se representan los resultado de dos ejemplos cuyo interés es me-
ramente tebrico, habida cuenta de los razonamientos referentes a los mecanismos de rotura,
anteriormente expuestos, En la primera se ha tomado B = 8,00 m y se han fijado los valores
de ¢, en dos casos (0,225 y 0,30 m), obteniéndose curvas e, (P,), e, (Q), en ambas situa-
ciones de carga, que definen en cada caso ¢l valor de €., para el cual ambos mecanismos de
rotura —transversal y longitudinal— se alcanzan simultdneamente.

Anilogas consideraciones pueden hacerse sobre 1a figura 34, salvo que en ese caso se ha
mantenido constante ¢, = 0,30 m, obteniéndose el valor 6ptimo de Gy

En las figuras 35, 36 y 37 se representan tres casos de interés prictico, puesto que ¢o-
rresponden a situaciones en las que, manteniendo el espesor de membrana, se pretende obte-
ner el espesor de placa éptimo mediante la introduceion de rigidizadores transversales, Di-
chos casos corresponden a valores de B iguales a 8.00, 10,00 v 12.00 metros.

Dichas figuras admiten una sencilla interpretacién; por ejemplo, v por referencia a la fi-
gura 35, correspondiente a los valores B = 8,00 m y ¢ = 0,225 m, se obtienen los puntos
optimos 0, para los cuales se alcanzan simultineamente los mecanismos de rotura longitudi-
nal y transversal. Asi, en el caso de actuacién del cuchillo de carga, ¢l punto dptimo corres-
ponde a un valor Qi =196 yaun espesor de placa ¢, = 0.251 m. Para la carga uniforme los
valores anteriores son, respectivamente, 22.1 y 0,290 m.

Tanto en este caso, como para B = 10,00 m se observa que e, = ¢y, es decir, que es
necesario introducir rigidizadores a fin de aumentar el espesor de flexion,

A la izquierda del punto 0 el tipo de rotura viene marcado por el mecanismo transver-
sal, mientras que a la derecha de dicho punto la rotura determinante es la longitudinal, al
haber introducido una mayor rigidizacién que la estrictamente necesaria.

Se observa asimismo que en el caso de carga uniforme la rotura longitudinal es indepen-
diente del valor de e, es decir, una vez aleanzado ¢l punto Optimo de rotura, el aumento de
rigidizacion transversal no influye en la carga de colapso, que permanece constante, viniendo
determinada por el mecanismo longitudinal, Ello puede ser explicado por la no aparicion de
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deformacién torsional, dada la simetria existente, lo que conduce a un agummlunllo de las
almas en su trabajo como vigas cargadas en su plano, para las cuales se ha mantenido cons-
tanie el espesor,
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Fig. 36, Influencia de la variacién de espesores (B = 10.00 m).
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Por otra parte se comprueba que las cargas de colapso para la actuacién del cuchillo de
carga son menores que en el caso de carga uniforme, si bien también son menores los espesn-
res de flexion a introducir. Esta eircunstancia puede ser explicada por el hecho de que, una
vez alcanzado el punto 6ptimo de rotura simultdnea, la distorsion de la seceion sigue siendo
determinante en el colapso de Ia estructura, cuyo fallo se produce por rotura de las losas
superior ¢ inferior, y no por la almas.

Para un valor de B = 12,00 m (figura 37.a), y en la hip&tesis de actuacion del cuchillo
de carga, aparece una situacién peculiar, ya que el tipo de rotura predominante es longitudi-
nal (mecanismo de membrana), por fallo del alma directamente cargada (losa 2). Sin embar-
80, en este caso el primer escalon de carga representa Gnicamente el 79 por 100 de la carga
de colapso, por lo que las conclusiones que puedan derivarse del cdleulo anterior deben ser
aceptadas con cierta reserva,

El andlisis anterior permite un disefio racional de las estructuras liminas plegadas. En
efecto, para cada valor del ancho B se pueden obtener los espesores de placa y membrana
correspondientes, que garantizan la plastificacion simultinea transversal y longitudinalmen-
te. Sean estos valorese, (B)y e, (B), respectivamente. Evidentemente, desde este punto de
vista, el valor mis adecuado para la separacion B entre almas serfa aquél para el cual e, (B) =
= ¢y (B), en caso de no considerar la complicacion constructiva de las costillas transversales
(losas homogéneas e isdtropas).

En la figura 38 se muestran curvas que permiten deducir dicha separacion 6ptima para
ambas situaciones de carga: uniforme y cuchillo. Es importante sefialar que los valores Gpti-
mos de B y ¢, para los cuales se producen simultineamente las roturas longitudinal v trans-
versal, coinciden en este caso‘en ambas situaciones de carga, o lo que es igual, la rotura ap-
tima es independiente del tipo de carga y sélo depende de las caracteristicas geomdiricas.

La conclusién anterior adquiere una singular importancia desde el punto de vista pric-
tico, puesto que permite un disefio optimo de la ldmina plegada, independientemente del
tipo de carga a que vaya a estar sometida, si bien, obviamente, la intensidad que para la mis-
ma se adopte en el disefio serd determinante en la seguridad estructural,
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6.4, Influencia de la ductilidad

Con objeto de estudiar la influencia de la ductilidad en diferentes pardmetros de intercs
en el cdleulo, se ha procedido, en primer lugar, al andlisis de la estructura de la figura 24, pa-
ra la separacion B = 8.00 m, bajo las situaciones de carga ya mencionadas (figura 25), vy su-
poniendo distintos valores del factor de ductilidad. Los espesores ¢, ¥ €, considerados co-
rresponden a los del apartado 6.1.

En las figuras 39 y 40 se muestran, respectivamente, las relaciones entre la carga de co-
lapso y flecha maxima con la ductilidad. Para las cargas de colapso se han tomado los coeli-
clentes adimensionales P = PT/p (carga uniforme) y Q = QT/q (cuchillo). Para la flecha
méxima se considera el factor adimensional wy, ¢ /luz, en tanto por mil.

_:';J:, W rnn}_.-l-'m
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Fig. 40, Flecha méxima en funcién de la duetilidad.
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Se observa, una vez mds, la trascendencia del modo de rotuta en los valores de la carga
de colapso y flecha méixima. Asi, en este caso concreto, la formacion del mecanismo trans-
versal provoca el fallo estructural para una ductilidad mixima de 8.2,

La interpretacion conjunta de ambos grificos, junto con los representados en las figuras
33 a 38, puede tener gran interés desde el punto de vista prictico de disefio, ya que, simulta-
neamente a la consideracion de rigidizacion transversal, es posible tener en cuenta diferentes
valores de las ductilidades transversal y longitudinal, para, finalmente. de acuerdo con las
grificas de las figuras 29 y 31, proceder al dimensionamiento adecuado de las diferentes lo-
sas,

En las figuras 41 y 42 se repite el andlisis anterior para las distintas separaciones B =
=4.00, 6.00, 8.00, 10,00 y 12.00 metros.

En la tendencia de los resultados en flechas (figuras 41.b v 42.b) se¢ observa una varia-
¢ion brusca entre los valores de B = 6,00 y 8,00 metros, Ello es debido. como va s¢ ha des-
crito, a que entre dichos valores se produce el cambio de configuracion de rotura: de longi-
tudinal a transversal,

Finalmente, cabe resaltar el hecho de que para valores pricticos admisibles del factor
de ductilidad (del orden de 6,00 en el hormigén armado) las flechas maximas alcanzadas
representan porcentajes suficientemente bajos de la luz de la ldmina plegada, por lo que la
supuesta hipdtesis de linealidad geométrica parece aceptable,

7. EJEMPLO DE APLICACION

El ejemplo que se presenta a continuacion lic:m un cardcter marcadamente ilustrativo
acerea de la potencialidad de un modelo y programa de computador como ¢l aqui desarro-
llado, en su aplicacion a situaciones reales. Con ese objeto se estudia un puente de seccion
variable tanto en dimensiones globales como en espesores, y sometido a la actuacion de las
cargas permanentes y sobrecargas definidas en la Instruceion espafiola.

El anilisis tiene como objetivo deducir el nivel de seguridad a la rotura de esta estructu-
ra. Sin embargo, a fin de simplificar el anilisis, s6lo se ha considerado un vano simplemente
apoyadoe sin actuacion del pretensado. Es posible, con el sacrificio de un mayor esfuerzo
computacional, el cileulo de un tramo continuo en donde se incluya la accién del pretensa-
do, si bien la problemitica de mayoracion de los esfuerzos procedentes de esta accion cons-
tituye un problema més alli del objetivo de este articulo,

En este ejemplo se analiza, como se ha indicado, un tablero de puente de seccion cajon
no prismitica, con condiciones de timpano en sus extremos y cuya geometria aparcce refle-
jada en la figura 43,

La variacion de espesores en almas y forjado inferior se muestra en la figura 44. La
definicion y numeracion de losas y aristas se realiza en la figura 45 y se ha considerado una
division en 10 dovelas.

Con objeto de evaluar la seguridad a rotura de la estructura anterior bajo la actuacion
de las sobrecargas de la Instruccién vigente, se ha caleulado bajo las siguientes acciones:

Peso propio (peso especifico 2,5 t/m?),

— Sobrecarga uniforme de 600 kg/m? en el tablero superior (losas 1, 2 y 3) que incluye
los efectos de la superestructura (pavimento, barandillas, ete,) v la sobrecarga de la
Instrucejon,
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Fig. 46, Ejemplo de aplicacién, Topolagia, Fig. 48, Ejamplo de aplicacién, Cargas.

- C_arru de 60 t de la Instruccion, simulado mediante una carga uniformemente repar-
hc‘la de 10 t/m actuando sobre la arista 2, v extendida Gnicamente a las dovelas 5y 6
(figura 46),

Como pardmetros del cileulo plistico se han adoptado los siguientes:
— Tension de plastificacion: 5.000 t/m? .

— Coeficientes de plastificacién: 1.50,
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_ Pendiente del diagrama plistico: E, = 0.01 Eg.

_ Namero miximo de ciclos del proceso: 6.

- E,=2x10°% t/m?.

— Duetilidad limite: 15,

Conviene sefialar que el alto valor previsto para la ductilidad no alecin excesivamente a

la carga de colapso, que se alcanza para el tercer escalon, con un incremento poco significa-
tivo respecto al inicial del primer escalon.

En la figura 47 se describe el proceso de plastificacion, que se resume en la tabla 3.

TABLA 3
Escalon de | Incremento | Valor total “ Tipo de Dovela Losa Dy Dy
carga de carga plastificacion
1 3,09 p 3,09p Lnngitudinu-l 56 6 1,00 | 1,00
2 0,159 p 3,25p Longitudinal 5.6 4.5 1,63 1,00
N 3 0,287 p 3,54 p Longitudinal 4-7 6 15,00 1,00

Como se observa, todas las plastificaciones que se producen son longitudinales, siendo
el valor de la carga de colapso de 3,54 veces el valor inicial adoptado para el cileulo elistico.
Este andlisis permite definir de un modo més racional el valor usual del coeficiente de seguri-
dad a rotura de la estructura, Conviene sefialar, ademds, que para pasar de la ductilidad 1,63
del segundo escalon al valor 15,00 del tercero Unicamente se necesita un incremento de
0.287 p, inferior al 9 por 100 del valor 3,25 p alcanzado en el citado segundo escalon. Ello
proporciona un orden de magnitud de las diferencias que se pueden producir al considerar
distintas ductilidades entre los valores 1.63 y 15.00.

Finalmente, ¢n la figura 48 se representan los valores de diferenies magnitudes de inte-
rés en el cdleulo para el estado eldstico inicial y el estado de colapso,

8, CONCLUSIONES

intre las conclusiones derivadas del estudio anterior, se citan a continuacion como mas
importantes, las siguientes:

I, El cileulo plastico constituye un procedimiento fundamental para la evaluacion
del grado de lejanfa del colapso de una estructura. Este concepto de colapso es
fuertemente dependiente del tipo estructural y de su utilizacion,

2. Dado que, en comparacién con el cdleulo lineal, el andlisis pldstico exige un es-
fuerzo de computacién muy elevado, es necesario desarrollar procedimientos de
andlisis eficientes,

3. [Existen determinados modelos estructurales de aplicacidn suficientemente general
—un caso tipico lo constituyen las ldminas plegadas— para los cuales la utilizacion
de un método general de cileulo es ineficiente, resultando, en ese caso, atractiva la
aplicacion de procedimientos especificos de andlisis. La justificacion del desarrollo
de dichos métodos especilicos se evidencia ante un elevado porcentaje de aplica-
ciones. Esta evidencia aumenta de un modo extraordinario cuando se analizan las
estructuras en regimenes no lineales (cdlculos pldsticos, por ejemplo),
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En particular, el anlisis pldstico de liminas plegadas exige, desde un punto de vis-
ta computacional, el desarrollo de procedimientos especificos. Por otra parte, un
andlisis pldstico precisa y produce una muy elevada cantidad de informacién a ni-
vel de “input-output” que, en el caso de utilizar un método general, es susceptible
de generar errores, ademas de contribuir a una pérdida de la interpretacion estruc-
tural, e inerementar los costes de entrada de datos y andlisis de resultados. Si bien
este volumen de informacion se puede tratar mediante programas pre y posproce-
sadores, éstos enmascaran a veces el comportamiento estructural,

Los cileulos tradicionales de liminas plegadas prisméticas de tipo semianalitico
(solucién Levy, por ejemplo) no son susceptibles, por su cardcter armonico lineal,
de ser extendidos, mediante una ampliacién directa, al andlisis plistico. A este res-
pecto, se hace necesario un modelo especifico de cileulo lineal de liminas plega-
das, de caricter completamente numérico, En este contexto, ¢l modelo desarrolla-
do en (11) resulta plenamente adecuado,

Mediante la utilizacién de una técnica de busqueda directa de rotulas va emplea-
da anteriormente en entramados planos—, se pueden reducir de modo importante
los tiempos de computacion, frente a los tradicionales procedimientos paso a pa-
50,
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6. Un grave inconveniente numérico que aparece en la mayoria de los métodos de
cdlculo plastico reside en la degradacion de la matriz de rigidez de la estructura en
fases cercanas a su colapso.

Criterios numéricos de parada basados exclusivamente en la comprobacién de la
singularidad de dicha matriz han resultado fallidos y, en general, dependientes de
la precision del ordenador utilizado, Aqui se han introducido criterios muy am-
plios de colapso, méis de acuerdo con algunos resultados de la prictica de la inge-
nieria, basados en la limitacion de movimientos, ductilidad maxima, etc,

Por otra parte, la introduceion de una pendiente plistica no horizontal, fraccion
muy pequena del modulo eldstico de Young, constituye una téenica numérica ade-
cuada, que evita el problema de la degradacion numérica de las matrices que apa-
recen en el andlisis,

Fsta técnica ha sido empleada anicamente en el andlisis longitudinal de la ldmina
plegada, por aparccer en esta fase matrices de flexibilidad, Por el contrario, en el
andlisis transversal el método de cdleulo de rigidez no exigio la introduccion de es-
ta técnica y se considerd clastoplasticidad perfecta, La experiencia obtenida ¢n los
CHASOS u.?tucliadus muestra la bondad y eficacia de este procedimiento.

7. Un aspecto fundamental del cilculo, a veces olvidado en distintos modelos, es ¢l
denominado cierre de rétula plistica, que adquiere de nuevo su virtualidad eldsti-
ca. El desarrollo de un algoritmo que simula este comportamiento, recogido en ¢l
programa de computador, ha probado su eficiencia,

8§ El cilculo plistico permite un disefio mds racional de las estructuras y, en particu-
lar, deducir de un modo coherente el grado de seguridad de las mismas. n este
contexto, es posible utilizar de un modo natural el método de cilculo plastico pa-
ra el disefio optimo de ldminas plegadas. Los criterios de aparicion simultdnea de
rotulas estdn relacionados con un adecuado aprovechamiento del material.

9, La ductilidad es un pardmetro de excepcional importaneia en el proceso de redis
tribucion de esfuerzos y tensiones en estructuras. El cdleulo plistico permite con-
giderar y analizar estas redistribuciones. A estos efectos, es fundamental, en el ca-
so de ldminas plegadas, la consideracién simultinea de la plasticidad en las dos
direcciénes, longitudinal y transversal, si se desea captar el complejo fenomeno de
su comportamiento.

10. Dentro del drea especifica del cilculo de tableros de puentes, en ¢l que la aplica-
cion del modelo limina plegada se hace cada vez mds intensiva, un aspecto que
suscita una elevada actividad investigadora estd representado por la seguridad a la
rotura de puentes continuos pretensados. La mayoria de las técnicas hasta ahora
desarrolladas para su estudio consideran tinicamente ¢l tablero de forma global, es
decir, como viga continua (elemento monodimensional). De este modo, los efee-
tos de excentricidad de la carga son ignorados sistemiticamente,

El modelo elastopldstico de ldminas plegadas aqui desarrollado puede constituir
un procedimiento idoneo para el andlisis a rotura de estos tipos estructurales, da-
do que considera simultineamente los dos efectos: longitudinal y de reparto trans-
versal,
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Las armaduras en los pilotes

José Soler Nadal

Director Adjunto de CIMENTACIONES ESPECIALES, 5.A.
Farnando Soler Liceras

Arquitecto

Fn general los diversos tipos de pilotes no presentan ninguna dificultad en disponer ar-
maduras en toda su longitud, centradas e incluso, con ¢l recubrimiento que se considere
oportune, recurriendo a separadores que o bien suelen ser de mortero o de plistico.

Su secuencia en la ejecucion da una buena idea de lo anterior: es decir: perforacion, co-
locacién de armaduras y hormigonado.

Sin embargo, si existe un tipo de pilote, que es al que nos vamos a referir, donde se pre-
sentan dificultades para la colocacion de la armadura y mas atn si se trata de centrarla y ob-
tener un buen recubrimiento de hormigdn sobre la misma,

De cémo se han vencido estas dificultades y como se ha llegado a introducir y centrar
armaduras de 12,00 m de longitud, es de lo que vamos a trataren estas lineas.

El pilote en cuestion es el que se ¢jecuta con barrena continua, segin se describe a con-
tinuacion: (foto 1).

19 Se introduceen el terreno, hasta llegar a la profundidad deseada, una hélice continua
que se desarrolla sobre un nicleo central formade por un tubo de 100 mm de didme-
tro, taponado en el fondo. (foto 2).

2° Alcanzada la profundidad necesaria (foto 3), la bomba de hormigén, conectada al
tubo central de la barrena, expulsa el tapon y comienza ¢l hombeo del hormigdn a
partir del fondo del pilote, a la vez que se va recuperando la barrena que transporta
hacia arriba el terreno alojado dentro de la hélice (Fotos 4y 5). Queda asi sustituido
el terreno alojado en la hélice por el hormigén bombeadao.
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Como puede observarse, en este tipo de pilote se alteran las fases de ejecucion: se hg
perforada, se ha hormigonado, pero no se ha colocado la armadura.
Las armaduras en este tipo de pilote han evolucionado con el tiempo:

Primero se colocaban introduciendo en su parte superior 5 6 6 barras sueltas que ser-
vian para su unién con las vigas ¥ macizos,

Después, esas mismas barras de 1,50 a 2,00 m de largo se unfan con cercos o espiral for-
mando jaula, aunque de mucho menor didgmetro que el pilote.

Posteriormente, se lleg a una armadura de 6,00 m, aunque en ocasiones costaba traba-
jo 0 no se podia introducir totalmente,

Entretanto se llegod a la sujecion de la armadura con doble plato v tubo central proviss
to de un vibrador (foto 6). De tal manera, la armadura empieza a introducirse en ¢l seno del
hormigén por su propio peso, para después seguir introduciéndose con ayuda del vibrador.

Con el vibrador habfamos logrado ya introducir armaduras de 12 vy 14 mde longitud en
los pilotes; faltaba solamente corroborar que tal armadura se hallaba inmersa en el hormigon
del pilote, centrada y con un recubrimiento suficiente,

De su inmersion en el hormigén no tenfamos la menor duda, ya que, por experiencia,
cuando una o varias barras se desvian hacia el terreno que circunda el hormigén no penetran
y hay que extraerlas; en cuanto a su centrado y recubrimiento, no habia otra solucion que el
ensayo a tamafio natural,

Se eligib para ello una obra en Sevilla:

Propiedad: GECOVISA (Gestora Comunidades de Viviendas, S.A.).
Arquitecto: OTAISA (Oficina Téenica Arquitectos ¢ Ingenieros, S.A,
Contratista: Hispano Alemana de Construcciones, S,A,

El corte geolégico es el siguiente;

0,00 "
relleno
6,50
lino arenoso

NOOOD

rava con arend
~ 35 hp MY

marga azul
El nivel fredtico a la —7,00.
Plataforma de trabajo a —5,00,
Profundidad de los pilotesa —21,50.

5S¢ ejecutaron los pilotes siguientes:

o 350 38
¢ 450 59
p 550 59
¢ 650 62
¢ 750 63
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El pilote que debfa ser objeto de examen posterior se gjecuto desde la cota _.2'00 al
objeto de poder recuperar el mayor trozo posible (5,00 m) sin achique en la excavacion pos-
terior y utilizando el ¢ 55 cm,

La armadura que habia que colocar, era de 12,00 m de longitudu. formada por 6 barras
de ¢ 20 mm unidas por espiral de ¢ 7 con paso de 20 cm (cuantia 8%0 ). (Fotos 7,8y 9).

Los separadores de 7 cm se hicieron de tubo de plastico (fote 10), colocando 3 en cada

seccibn a 120° y separados 1,50 m a lo largo de la armadura (Fota 11). (Final de colocacion
de la armadura).

Diez dias después se excavo alrededor del pilote (foto 12) recuperando los 5 primeros
metros. Se hicieron varios cortes transversales (foto 13) y en ellos se puede observar perfec-
tamente, tanto el centrado de las armaduras como su uniforme recubrimiento, e, incluso, un
corte por el plano de los separadores los sefiala con suficiente precision. (Fotos 14 y 15).
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Foto 11.

Foto 14, Foto 16,
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José Antonio Torroja, Dr. Honoris Causa.

El dfa 1 de marzo tuvo lugar la investidura de Doctor Honoris Causa por la Universidad Poli-
técnica de Barcelona del Vice-Presidente de ATEP, Prof. Torroja.

La ceremonia se celebré en el majestuoso salon de actos de la ET.8. de Ingenieros de Cami-
nos de aquella Universidad, lleno de un selecto auditorio.

El Director de dicha Escuela Prof. Ofiate, hizo una exposicion de los motivos por los cuales
la Escuela habfa solicitado de la Universidad tal nombramiento. Aparte de los muchos méri-
tos que reune el Prof. Torroja para la distineion de que era objeto, sefialé muy especialmente
el de haber sido =l creador, organizador y primer Director del expresado Centro de ensefianza
técnica superior que sigue funcionando con las pautas sefialadas por &,

Después de un magnifico discurso (que serd publicado en “Hormigdn y Acero™ proximamens-
te) del 5r, Torroja, el Rector Magnifico de la Universidad, Prof. Ferraté, hizo la im posicion
de birrete, guantes blancos y anillo al nuevo Doctor y tras la audiciéon de los himnos de Cata
lufia y el nacional se produjo una impresionante ovacidén pocas veces oida por su calor y su
duracion.

A continuacion se celebrd una comida a la que asistieron numerosos representantes del Rec-
torado de aquella Universidad y muchos colaboradores del Prof, Torroja en la Fseuela de Ca-
minos de Barcelona y de otras entidades, incluso de otros puntos de Espafia, que acudieron
al acto,

Concesion del premio y medalla Bengough,
a D. Manuel Elices

Con gran satisfaccion, hemos recibido la noticia de que han sido otorgados a nuestro
compafiero el Dr. Ingeniero de Caminos D, Manuel Elices, el premio vy la Medalla Bengough
por dos articulos sobre corrosién bajo tension en alambres de pretensado, publicados en los
nimeros 3 y 4 de 1981 de la Revista “British Corrosion Journal®™.

En estos articulos, en los que se daban a conocer los resultados de los trabajos de inves
tigacion que sobre el particular se vienen desarrollando, bajo la direccion de Elices, en la
Citedra de Fisica de la Escuela Téenica Su perior de [nguniurng de Caminos de Mﬂdrid, s¢ in-
troducian por primera vez los conceptos de la Mecdnica de la Fractura. Sus titulos eran:

“Sorting tests for stress corrosion resistance of cold drawn prestressing tendon™,
““Stress corrosion resistance of transverse precracked prestressing tendon in tension™.

jNuestra mas cordial enhorabuena!
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685-0-14

Ingenieria y practica de los hormigones
reforzados en fibras de acero

lldefonso Lucaa Martinez

1. OBJETO

Dado ¢l continuo incremento que en Espafia estd experimentando ¢l uso de hormigo-
nes reforzados con fibras de acero (Fig, 1), resulta interesante dar un repaso a la influencia
de las fibras de acero sobre las propiedades del hormigon, asi como algunos consejos practi-
cos para su utilizacion, basados en las mias importantes obras realizadas en Espana hasta la
fecha, obras de las que al final del presente articulo ofreceremos una sucinta descripeion,

2. ANTECEDENTES

Inicialmente, todos los estudios fueron llevados a cabo utilizando fibras rectas, lo que
obligaba a utilizar grandes cantidades de fibras. por metro ctibico de hormigdn para lograr
ventajas téenicas apreciables (Fig. 2). El elevado costo asi alcanzado v la necesidad de equi-
pos especiales para la adicién al hormigén de las fibras sueltas, retrasaron su utilizacion hasta
los afios setenta.
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RESISTENCIA A LA FLEXION
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El comportamiento a la fisuracién del hormigdn
armado con DRAMIX proporciona una mavor
resistencia final a la flexidon que el de fibras
rectas de igual longitud y didmetro.

Fig 2, Comparacion entre fibras rectas y con ex tramos canformados,

A partir de esa fecha, con la aparicion en el mercado de fibras conformadas (Fig. 3),
que proporcionan un mayor anclaje en el hormigén, asf como el encolado en peines de las
fibras Dramix, que facilitan su mezclado, hacen que la utilizacion de los hormigones reforza-
dos con fibras de acero haya experimentado un ripido crecimiento.

(o] = o o
=1

{al (1:]] {ci (a) (e}

Fig 3. Formas de las fibras de acero,

a) Redonda, b) Rectangular. &) Duoform, National Standard Patent, d) Plegada, G.K.N. &) Ex tremos confor-
mados, Bekaert Patent, f) Viruta extraida de fundicibn, Battelle Patent, ) Extremos engrosados. Australian

Wire Industries
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GR5-0-14

Ingenieria y préactica de los hormigones
reforzados en fibras de acero

lidefonso Lucea Martinez

1. OBIETO

Dado el continuo ineremento que en Espafia estd experimentando el uso de hormigo-
nes reforzados con fibras de acero (Fig, 1), resulta interesante dar un repaso a la influencia
de las fibras de acero sobre las propiedades del hormigon, asi como algunos consejos practi-
cos para su utilizacion, basados en las mas importantes obras realizadas en Espafa hasta la
fecha, obras de las que al final del presente articulo ofreceremos una sucinta descripeion.

2, ANTECEDENTES

Inicialmente, todos los estudios fueron llevados a cabo utilizando fibras rectas, lo que
obligaba a utilizar grandes cantidades de fibras. por metro ctibico de hormigon para lograr
ventajas técnicas apreciables (Fig. 2). El elevado costo asi alcanzado y la necesidad de equi-
pos especiales para la adicion al hormigon de las fibras sueltas, retrasaron su utilizacion hasta
los afios setenta,
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RESISTENCIA A LA FLEXION
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El comportamiento a la fisuracién del hormigén
armado con DRAMIX proporciona una mavor
resistencia final a la flexion que el de fibras
rectas de igual longitud y didmetro.

Fig 2. Comparacion entre fibras rectas y con ax tremos canformados,

A partir de esa fecha, con la aparicion en el mercado de fibras conformadas (Fig. 3),
que proporcionan un mayor anclaje en el hormigdn, asi como el encolado en peines de las
fibras Dramix, que facilitan su mezclado, hacen que la utilizacion de los hormigones reforza-
dos con fibras de acero haya experimentado un ripido crecimientao,

——
3
—

=

(=] = o] ] e ]
o

la) (el lei {a) {e} in (g)

Fig. 3. Formas de las fibras de acero,

a) Redonda, b) Rectangular, ¢} Duoform, National Standard Patent. d) Plegada, G.K.N, a) Ex tramos confor-

mados, Bekaert Patent, f) Viruta extraida de fundicion, Battelle Patent, g) Extremos engrosados, Australian
Wire Industries,
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e puede estimar que las fibras rectas sin ningin tipo de conformacién, son las de m i-
nima adherencia, mientras que los cambios de secciGn o las formas irregulares pueden pro-
ducir tensiones localizadas. Las formas onduladas suelen producir grandes deformaciones ba-
jo tension sin un incremento importante de la resistencia a flexotraccion,

3. PROPIEDADES

Para una rdpida y mis ficil comprension de las variaciones de las propiedades de los
hormigones reforzados con fibras de acero, en comparacion con los hormigones en masa,
recogemos en ¢l Cuadro 1 un resumen de las mas importantes de ellas,

Principios teoricos del refuerzo con fibras en tensiones uniaxiales

Para estudiar los principios tedricos de los hormigones reforzados con fibras de acero
sometidos a tensiones uniaxiales, nos basaremos en las leyes de mezclas expuestas en diver-
<08 textos cientificos del mundo. Las hipotesis que vamos 4 gsumir son las siguientes:

1) Las fibras estdn alineadas en la direccion del esfuerzo,

2) Antes de producirse la fisuracion, las fibras estan totalmente adheridas a la matriz, y
3) El Coeficiente de Poisson entre fibra y matriz es cero.

La notacién que vamos a emplear es:

A = Superficie, V = Volumen, E = Modulo de elasticidad, @ = Tension.

¢ = Deformaci6n, F = Fuerza, u = Ultima, f = Fibra, m = Matriz ¢ = Hormigon ref,

Supondremos que el drea de la seccion transversal del hormigon reforzadoes A, = 1y
que igualmente V, = L.

a, a a
g =g =E!|= |F=;'11_- t

L"_L I"'m E I

F=o0,A,=0.A =0, Ay

5 ¢
Como A, = LyA, ™= 1 — Ay, resulta que el promedio de tension @, soportado por el
hormigén reforzado por unidad de drea (A, = 1) a una deformacion dada €_ antes de fisurar
o8]
o, =0, A+ 0 (1-A)ba, =0, Vi+o, (1=V) (A)

quealseroy/a, =E/E = M podemos expresar como!

E“/Em =Dﬂ/um =1+V,(M-1)
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CUADRO 1|

Efectos de las fibras de acero en las propiedades de los hormigones en masa,
(Comparacibn de un mismo hormigin sin fibras y con fibras entre el 0,3% v el 1% en valumen)

JInfluencia notoria

Propiedad porla presencia de Comentarios
fibrag?

Resistencia a la No —Pequefios incrementos de la resistencla a compresion,

compresion pero hay una importante influencia en la forma de
rotura,

Fluencia No No hay un elevado nimero de investigaciones pero el
efecto de las Aibras es minimo,

Densidad No ~Ligero incremento del orden de un 0,05 Tn/m?

Fisuracion de Si —Hay una colaboracion de las fibras en las resistencias

retraceion iniciales a traceion, combinada con una redistribueién
de tensiones. (Mierofisuracion en lugar de macrofisu-
racién).

Médulo eléstico No ~Los ensayos efectuados en el LE.T, muestran muy lige
IS variaciones,

Resistencia a la Si —La resistencia a la fatiga de estos hormigones alcanza

futiga el 80-90% de Ia resistencin a flexotraceion, (50% para
los hormigones en masa),

Resistencia a Si —Hay un aumento elevado de 1a resistencia a flex otrac-

flexotraceitn cion (hasta del 300%), transformando el hormigon
e un material duetil, minimizando el espesor de lus
fisuras v el astillamiento asoclado a ellas,

Resistencia Mo —Ligero incremento indirecto por menor fisuracién

hielo/deshielo No se han realizado demasiadas investigaciones,

Resistencia al Si ~Incremento muy importante, Flevada absorcién de

impacto energ in, incluso después de la fisuracion

Resistencin 5i ~Los inerementos, en funcion de la cantidad de fibras

traccion superan el 200% .

Conductividad No —Parece existir un incremento entre el 5-15% Ensayos

térmica realizados enel LET,

Dilataciones No ~Para el rango normal de temperaturas, muy ligeras

térmicas variaciones.

Tiempo fraguado No -

Trabafabilidad del
hormigén freseo

~S8e requiere, generalmente, la utilizacion de vibradores:
imprescindibles para cantidades elevadas de fibras,

Resistencia al
desgaste

—Depende del tipo de desgaste, pero aiin bajas concen-
traciones de fibras incrementan su resistencia ,
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Seccidn transversal de fibras
= Ap = Superficie V. : Volumen

Seccién tranwversal de la matriz
Ap= Au"‘qf =1 - Ap

|I|l I Vm=Vc—Vf=l“vf'

Fia. 4. Hormigon reforzado con fibras alineadas sometido a tensiones uniaxlales,

De esta forma, podemos estimar bien ¢l valor del nuevo madulo de elasticidad de 1a
mezcla en funcién de los componentes (matriz y fibra) o bien el incremento de la tensién

para producir la primera fisura, Por ejemplo, suponiendo que E = 26 GN/m? y que E
= 240 GN/m?, con un volumen de fibras del 0,5 por 100, resultaria:

E, = 240.0,005 + 26 (0,98) = 26,68 GN/m?

que demuestra la pequeia influencia de Jas fibras sobre el modulo de elasticidad.

Refiriendonos ahora al incremento de las tensiones de fisuracién, los ensayos realizados
en el Instituto Eduardo Torroja sobre probetas prismaticas sometidas a flexotraccion, dan
valores que alcanzan el 1,4 de Iy tension de rotura para el mismo hormigdn sin fibras,

Para tener en cuenta la distribucion de las fibras en lo que a orientaciones se refiere, se
utiliza un coeficiente multiplicador del volumen de las fibras que se denomina Factor de Efi-
ciencia(n, ),con valores algo diferentes segiin distintos investigadores, pero que podemos si-
tuar en;

n| .'ngrlﬂ
Orientacion de las fibras Cox Krenchel
I=Dimension 1 |
2=Dimensiones 1/3 3/8
3-Dimensiones 1/6 1/5

Hay un segundo factor multiplicador del volumen de fibrag (que corresponde a la longi-
tud de la fibras) y que, aunque algunos autores consideran que es la unidad, oscila alrededor
de 0,98 para piczas delgadas y antes de alcanzar la deformacién de rotura de la matriz. Su
valor mis exacto viene fijado por la relacion entre dicha longitud y la longitud critica, defi-
nida ésta ultima como la longitud de fibra embebida en el hormigon que puede causar la ro-
tura de Ia misma en un ensayo de pull-out, En base a esty definicion, Allen da los siguientes
vilores:

I=1, n =1/21
I=1, n=1-1/21

Independientemente de lo g nterior, hay ademis que tener en cuenta una cuestion fun-

damental: no solo es importante conocer cuando se produce la primera fisura sino también
cual es la capacidad de carga del hormigon una vez fisurado.
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Para mantener esa capacidad de carga o superarla, ¢s necesario que la cantidad de fibras
sea tal que se supere un volumen minimo definido como volumen critico. Si recordamos la
formula (A) y tenemos en cuenta que op =e,, E,,, resulta:

o =C€mu ht‘ Vf crit + Oy (- Vf‘ urlt.)
Para que se mantenga @, es necesario que:
Ipy Vi‘urit. =fmu li!’ Vr erit + T (1 Vl' p.ru]
Por lo que:
Vl'nrll o |l'."'nr'tu“’fu T h!' 0y
Que puede expresarse Como:
Ee fmu

o
. fu
y que en el caso de las fibras de acero, suponiendo:

V-I'r.'rif.. =

€y = 100.107% 0y, = 3MN/m?  E;= 200 GN/m?

g, = 100 MN/m?  iresulta Vi o = 0,3 por 100

Una representacion grifica del volumen critico de fibras, es la dibujada en la Fig. 5.

T
(2)
Resistencia

(1) N

.-‘P‘ i I"V:'i"“'lfl
- I
.|l'.l‘dl '
P I
f.rﬂhy; |
5 i
= |

¥ Volumen

Picril !
de fibras

Fig. 5. Representacion grifica de la seuacién (A) y posicién del volumen critico da fibras.
(1) 51 la matriz romps ahi, debe decrecer |a carga.
(2) S la matriz rompe ahl, mayor carga post-fisuracion,

Principios tebricos del comportamiento a flexotraccién en los hormigones reforzados con fi-
bras de acero

Los principios tedricos bisicos que voy a exponer 4 continuacién, tienen sus funda-
mentos en las investigaciones llevadas a cabo por Avestos, Mercer, Sillwood y Hannant,
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Seccién transversal de fibras
) o | ¢ = Suparficie V e Voluman
P

| | | | lT— Seceién tranwversal de la matriz
il [l Ap= Aa=Ap =1 - A

| T
|| | Vp=Vo-¥p =1- Yt
|

Fig 4. Hormighn reforzade con fibras alineadas sometido a tensiones uniax lales,

De esta forma, podemos estimar bien el valor del nuevo modulo de elasticidad de la
mezela en funcion de los componentes (matriz y fibra) o bien el incremento de la tension
para producir la primera fisura, Por ¢jemplo, suponiendo que E. =26 GN/m? y que b =

= 240 GN/m?, con un volumen de fibras del 0,5 por 100, resultar{a:
E, = 240.0,005 + 26 (0,98) = 26,08 GN/m?

que demuestra la pequefia influencia de las fibras sobre el maodulo de elasticidad.

Refiriendonos ahora al incremento de las tensiones de Tisuracion, los ensayos realizados
en el Instituto Eduardo Torroja sobre probetas prismaticas sometidas a flexotraceion, dan
valores que aleanzan el 1,4 de la tension de rotura para el mismo hormigén sin fibras,

Para tener en cuenta la distribucién de las fibras en lo que a orientaciones se refiere, se
utiliza un coeficiente multiplicador del volumen de las ibras que se denomina Factor de Efi-
ciencia(n, ),con valores algo diferentes seglin distintos investigadores, pero que podemaos si-
fuar en:

) seghn
Orientacion de las fibras Cox Krenchel
1-Dim ension 1 |
2-Dimensiones 1/3 3/8
3-Dimensiones 1/6 1/5

Hay un segundo factor multiplicador del volumen de fibras (que corresponde a la longi-
tud de la fibras) y que, aunque algunos autores consideran que es la unidad, oscila alrededor
de 0,98 para piezas delgadas y antes de aleanzar la deformacion de rotura de la matriz. Su
valor mas exacto viene fijado por la relacién entre dicha longitud y la longitud critica, defi-
nida ésta altima como la longitud de fibra embebida en el hormigdn que puede causar la ro-
tura de la misma en un ensayo de pull-out. En base a esta definicién, Allen da los siguientes
valores:

Iu 1?5‘5 "—”21'_,
" 7 =1-1/21,

.

1
1 =

(o

Independientemente de lo anterior, hay ademés que tener en cuenta una cuestion fun-
damental: no solo es importante conocer cuando se produce la primera fisura sino también
cual es la capacidad de carga del hormigdn una vez fisurado,
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Para mantener esa capacidad de carga o superarla, es necesario que la cantidad de fibras
sea lal que se supere un volumen minimo definido como volumen critico. Si recordamos la
formula (A) y tenemos en cuenta que op =e¢_  E . resulta:

O =€ny By Vegpip + 0y (1= Vg erit,)
Para que se mantenga @_ es necesario que:
9y vl'crit. =C€mu Er VI'::rif."' Oy (I Vl'urn)
Por lo que:

Vl"crl; = Oy ,,fﬂ]-u “ Ty EI' + Ty

Que puede expresarse como:

L.E el'.l.'i U

an. e
f
v que en el caso de las fibras de acero, suponiendo:
€y = 100,107° @, =3 MN/m? E; = 200 GN/m?
opy = 100 MN/m?  ;resulta Vi i, =~ 0,3 por 100

Una representacion grfica del volumen critico de fibras, es la dibujada en la Fig. 5.

Resistencia

Volumen
de fibras

b:l:ni'l

Fig. 5. Representacion grifica de la acuacién (A) y posicion del volumen eritico de fibras,
(1) Si la matriz rompe ahi, debe decrecer |a carga.
(2) Sila matriz rompe ahl, mayer carga post-fisuracién,

Principios teéricos del comportamiento a flexotraccién en los hormigones reforzados con fi-
bras de acero

Los principios tedricos bisicos que voy a exponer a continuacion, tienen sus funda-
mentos en las investigaciones llevadas a cabo por Avestos, Mercer, Sillwood y Hannant.
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Si como se desprende del cuadro de propiedades expuesto anteriormente, una de las
mis beneficiadas por la incorporacion de fibras al hormigdn es la resistencia a flexotraccion,
no hay la menor duda de que es necesario tener un profundo conocimicento de sus mecanis-
mos.

El aumento de resistencia a flexotraccién se debe principalmente a la conducta quasi-
plastica de estos hormigones, producida por la adherencia de las fibras a la matriz después de
la fisuracidn (Fig, 6).

Si consideramos una viga de hormigén reforzado con fibras de acero sometida a una
carga creciente P, al incrementarse las tensiones de traccion fisurard, pero en este ¢aso una
parte o un incremento de la carga serd mantenida por las fibras que atraviesan la fisura y que
conseguiran ¢l total equilibrio de fuerzas sin llegar a la rotura.

T -
TL " TR

(a) (b

Compresidn

— 1 —

Traceidn

(c) (d) (e}

Fig 6. Distribucién de tensiones y deformaciones en secciones fisuradas sujetas a flexotraccion, (a) Viga ba:
jo carga (b) Promedio de distribucion de deformaciones después de fisuracion (c) (d) (e) Distribueion de ten-
siones en funcién del tipo de fibras y del volumen de las mismas,

Debido a la formacién de las fisuras, se incrementan las deformaciones a traccion y el
valor de d,, distancia de la fibra neutra a la cara de traccién, aumenta.

Este incremento de deformaciones es superior al correspondiente a la zona de compre-
gion, Las figuras (c) o (d) son la distribucién de tensiones que mds comunmente presentan
los hormigones reforzados con fibras de acero.

Un estudio perfecto de todos los fendmenos es pricticamente imposible, ya que si he-
mos de tener en cuenta las tensiones de adherencia bajo deformaciones, las interacciones
fibra-fibra o fibra-dridos, la dispersién y orientacion de las fibras, etc... s comprende que
son tantos los pardmetros que no existe esa posibilidad, Sin embargo, si es posible establecer
una teoria la suficientemente precisa para que sirva de base al cileulo y disefio de los hormi-
gones reforzados con fibras de acero.

Para ello, vamos a suponer en primer lugar que la ley de esfuerzos en la zona de trac-
cibn es rectangular (una vez fisurada la pieza) y que en la zona de compresion permanece
tridngular, Aunque sobre estas hipotesis puedan influir el tipo de fibras, su volumen, su lon-
gitud, la relacién agua/cemento, edad, condiciones de curado o el espesor de las fisuras, la
practica ha demostrado su aproximacion a la realidad.
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(al (b}

Fig. 7. Tensiones en flex otraccién, (a) Material eldstico M = @,, D? /8 (b) Elastico en compresién. Pléstico
en traccion M = g, . 13 D?/32,

La figura 7a responde a las caracteristicas de un material eldstico con la fibra neutra si-
tuada en el centro de la seccion y siendo la resistencia a traceion en el momento de la fisura-
cibn igual a la resistencia Gltima a flexotraccion, La figura 7b muestra el dibujo de un didgra-
ma tipico de un hormigén con fibras de acero después de fisuracion y en donde las fibras
estén soportando la carga a través de la seccion fisurada, En estas condiciones, la resistencia
altima a traccion post-fisuracién viene dada por el valor de la carga que pueden soportar las
fibras, es decir:

g, =0

o V; , en donde

u
o., = Resistencia tltima a flexotraccién posi-fisuracién,
ay, = Resistencia a traccién de las fibras,

= Volumen de fibras.

<<
.
|

y siempre que el espesor de las fisuras (< 0,3 mm) sea pequefio comparado con la longitud
de las fibras. Aunque las Qltimas investigaciones parecen indicar que las deformaciones de la
matriz fisurada pueden tedricamente incrementarse con didmetros de fibras inferiores a un
determinado valor eritico para un volumen de fibras constante, todavia no ha sido confirma-
do este extremo. Ha sido demostrado por Edgington que para este tipo de hormigones la fi-
bra neutra puede estar a solo 0,2 D de la cara de compresion, siendo por tanto una estima-
cion conservadora suponerla a D/4,

Sabemos que el momento que puede soportar un material eldstico como el deserito en
la figura 7 (a) es, por unidad de anchura:

M=a D?/6
y que de acuerdo con la figura 7 b, resulta:

T=0, .3D/4 ; | =1/23D/4+ 2/3.D/4 = 13D/24
M=o, 13D?/32
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En orden a que los dos elementos representados en ambas figuras tuvieran la misma re-
sistencia, sus momentos deberfan ser iguales, por lo que:

o D6 =0, 13D*/32= 0, =04l0,

Esto implica que, superada la resistencia post-fisuracion para grandes deformaciones
que exceda del 0,41 de la resistencia a traccion, es cuando entra en juego el refuerzo a
flexotraceion,

Ademas, de la igualdad anterior, resulta que la resistencia a flexotraccion es 2,44 veces
la resistencia a traccion directa. i el desplazamiento de la fibra neutra pudiera llegar a la ca-
ra de compresion, resultaria que:

o DD/2mo, D}f6=0/fo, =3

En la prictica esto resulta inalcanzable, ya que romperfa antes a compresion,
Todo lo anterior s¢ basa en una adecuada ductilidad después de la fisuracion y en que
la rotura no se inicie en la zona comprimida, Para que asi resulte, es necesario que;

C=T;1/2¢ D/4 = o, 3D/4

¢aimp
aun m p”aru =0

Este es ¢l caso més usual para hormigones con fibras de acero, pero pudicra suceder que
para elevadas dosificaciones de fibras con altos incrementos de la resistencia a flexotraccion
y minimos a compresion, se llegara a alcanzar esa relacion. De todo ello se deduce ademds
que el momento de rofura para gecciones gruesas es algo menor que para secciones delgadas,
Esto se debe a que cuando la fibra neutra alcanza la profundidad de 3D/4, las primeras fisu-
ras seran mis anchas para secciones gruesas que delgadas, por lo que para las primeras serd
mis diffcil alcanzar esa profundidad.

Otras investigaciones llevadas a cabo para estudiar la influencia del espaciamiento de las
fibras en la resistencia post-fisuracién, han demostrado que su influencia es minima y que
son més importantes otros factores tales como superficie y longitud de adherencia, orienta-
cién de las fibras, etc...

En lo que respecta a la influencia de la pérdida de ductilidad sobre la resistencia a
flexotraccion, que en el caso de fibras de vidrio es grande, podemos resumir que en el caso
de las fibras de accro es muy pequefia y que como maximo y en el peor de los casos, podria
representar al cabo de tiempo una pérdida mixima de alrededor del 10 por 100.

En algunos cdlculos, independientemente de la resistencia a flexotraccion es necesario
tener en cuenta un coeficiente de seguridad funcién de la resistencia a fatiga de este tipo de
hormigones. Las investigaciones realizadas, que incluyen ensayos hechos en el Instituto
Eduardo Torroja, muestran la posibilidad de sobrepasar los 2.10° ciclos con cargas superio-
res al 75 por 100 de la que produce la primera fisura. Sobre esta base, se recomienda en la
literatura existente la utilizacién de coeficientes de seguridad que normalmente varian entre
1,45 y 1,65, con valores extremos entre 1,35y 1,8,
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Fig 8 Distribucion de deformaciones y tensiones a flexotraceion para las curvas deformaciones tracciones
representadas encima. Para la curva (a) M = 0,41 g, D?, Para la curva (b) M = 0,35 By O,

UTILIZACION PRACTICA

Para la utilizacion prictica de las fibras, hemos de tener en cuenta diversos factores, co-
mao sGn:

= Tamatio maximo del drideo

Cuanto més cerca esté el tamafio del drido de la longitud de la fibras, es ficil compren-
der que menor serd su efectividad (Fig. 9).
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20 mm

Fig. 9, Efecto dal tamafio del drido sobra la distribucion de las fibras dantro de un cuadrado de lado igual a
la longitud dea |a fibra,

Ello, unido a que la presencia de drido més grande proporciona menos sitio para la ubi-
cacion de las fibras, hace que sea aconsejable que el tamafio maximo de los dridos no sobre-
pase los 25 mm pudiendo utilizarse 4ridos de hasta 40 mm con las fibras mds grandes (alre-
dedor de 60 mm de longitud) y dosificaciones bajas.

~ Aditivas

Retardadores, acelerantes, plastificantes, etc,, desarrollan idéntica misién en un hormi-
gén con fibras que en un hormigdn en masa,

— Contenido de cemento

Dado que las fibras necesitan estar rodeadas de mortero, es logico pensar que a mayor
cantidad de fibras por m* y a mds pequefio el tamafio de las fibras (mayor nimero de fibras
por kilo), se necesita una mayor cantidad de pasta. Por ello, por ejemplo, es mis aconsejable
utilizar una mayor cantidad de cemento P-350 que utilizar una menor cantidad de cemento
P-450,

- Contenido de agua

Fl uso de las fibras de acero en el hormigon tiene un aparente efecto adverso sobre la
facilidad de movimiento y consolidacién del hormigon, Esta pérdida de trabajabilidad es
“gparente” si el cono de Abrams del hormigon se mide antes y después de la adicion de fi-
bras. Por ejemplo, un hormigon con un cono de 6 cm puede mostrarun cono de 2 cm des-
pués de afiadir 40 kg/m? de fibras. No hay duda de que |z energin requerida para mover y
consolidar ¢l hormigén con fibras es mayor que para el mismo hormigon sin fibras. Sin em-
bargo, debe ser recordado que, si migicamente pudiéramos retirar las fibras, el cono del hor-
migon seria 6. Por tanto, la principal consideracion a hacer, recordando los dos hormigones
reforzados o no, es que el hormigon reforzado con fibras de acero requiere una mayor ¢anti-
dad de energia de vibracion.

Desafortunadamente, ha habido casos donde se ha seguido la establecida pero odiosa
costumbre de afiadir agua al hormigén en un esfuerzo para incrementar ¢l cono, Es necesario
decir que esta prictica no s6lo no es recomendable sino que de hecho no resuelve el proble-
ma. Es un buen disefio de la mezcla el que debe realizarse para obtener optimos resultados,

— Consolidacion y acabado

Como he mencionado anteriormente, en general es necesario el uso de vibradores para
la consolidacion y acabado de los hormigones reforzados con fibras de acero. El buen disefio
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de la mezela y el uso adecuado de la vibracion, eliminan la casi totalidad de las fibras presen-
tes en la superficie,

La presencia de las fibras en la superficie, es técnicamente aconsejable pero estética-
mente no deseable,

— Consideraciones de disefio de la mezcla

Siun buen disefio de la mezela en un hormigén normal es importante, en un hormigdn
reforzado con fibras puede ser eritico, Afortunadamente, no es dificil obtener un buen hor-
migon con fibras, pero es necesario recordar algunos puntos principales, como:

— En funcién de la cantidad de fibras y del tamafio de las mismas (cantidad de fibras
por kilo y esbeltez de las mismas), puede ser necesario aumentar la cantidad de finos,

Es preferible desde ¢l punto de vista de trabajabilidad, utilizar arena de rio que la
procedente de machaqueo, as{ como granulometrias de tipo continuo en lugar de
discontinuo,

— Para hormigones de muy buena calidad, es aconsejable la utilizacién de plastifican-
tes,

A continudcion se describen diversas férmulas de trabajo realizadas especificamente pa-
ra hormigones con fibras de acero, en diversas obras en Espafa o para la realizacion de ensa-
yos.

Cemento PA-350 ......... 380kg.......... 350kg
ArenaO/5mm ... ..., 800kg.......... B860kg
Gravilla5/10 mm ....... = e veni 820 kg
Gravilla 5/20mm  ....... 850kg.......... -
Agua ................. 1711 Plastificante 1401,
Fibras Dramix ... .......... BORE .. v 30 kg

Para las dosificaciones usuales de fibras encoladas con extremos conformados utilizadas
en Espafa, podemos estimar que la mayoria de los hormigones fabricados en central son fac-
tibles de utilizar con fibras sin introducir modificacion alguna,

ADICION PRACTICA DE LA FIBRA

Es aconsejable, siempre que sea posible, realizar 1a mezcla de la fibra incorporindola
como un arido méis en central y no en el camidn, procurando evitar un mezclado prolonga-
do. En caso de no afadir inmediatamente con los aridos ¢l cemento y el agua, se procurari
que los peines no queden totalmente separados antes de incorporar esos dos componentes,

Si por necesidades de la obra, la incorporacién de las fibras al hormigdn se hace en el
camién, es necesario tener en cuenta que:

- Ha de procurarse que el hormigén sea lo més fluido posible, para que el camino a re-
correr por las fibras desde la boca hasta el fondo de la cuba resulte ficil.

El vertido de las fibras se realizard lentamente para no provocar una excesiva concen-
tracion de fibras en el hormigén situado en la boca de la cuba, procurando al mismo
tiempo que la cuba gire a sus méiximas revoluciones. Si a continuacion ha de trans-
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portarse ese hormigon hasta su puesta en obra, se disminuird al minimo la velocidad
de giro de la cuba.

Se procurara que el tamafio miximo del drido no sea superior a 20-25 mm.

— §i es posible, se utilizaran los camiones con la caraga minima de hormigdn compati-
ble con el costo del transporte.

OBRAS EN ESPANA

Analizaremos las diferentes obras ejecutadas hasta la fecha o en g¢jecucion, en funcion
del campo de aplicacion de las fibras (gunita, pavimentos industriales, ete.) o en funcion del
tipo de fibras (galvanizadas, sueltas, etc.).

CARRETERAS

Las dos principales obras realizadas hasta la fecha son la ejecucion de la capa de roda-
dura de 7 ems. de espesor de los tableros de los puentes del nudo de la Via Favencia en Bar-
celona y en los puentes del Desdoblamiento de la M-V, en Despefaperros,

En el primer caso, y bajo la direccion de la Generalitat, el contratista realizo los
tableros de diversos puentes en Barcelona, con un hormigén reforzado con fibras de acero
tipo ZC-50/50 y una dosificacion de 50 kgs. por m?, que alcanzé una resistencia a flexotrac
cién a 28 dfas del orden de los 90 kgs/em? , y una resistencia media a primera fisura de 58
kgs./em?,

En lo que respecta a Despefaperros, con una superficie total de 18.000 m? , s¢ han uti-
lizado la misma dosificacién y el mismo tipo de fibras, usando una lechada de cemento co-
mo puente de unién entre los dos hormigones. Las resistencias a primera fisura alcanzadas a
los 7 dias dan una media de 53 kgs./em?

Igualmente, hemos realizado la capa de rodadura del firme de una via de salida de la
Autopista de Villalba-Adanero, utilizando hormigén reforzado con fibras ZC-60/80 6
7C-50/50 en diferentes espesores y dosificaciones (Fotografia 1).

ESTACIONAMIENTOS
Para ¢l Ministerio de Transportes y dentro.del Plan Nacional de Estaciones de Mercan-
cias por Carretera, se construyé un estacionamiento en Oviedo, con una superficie de unos

45.000 m? vy utilizando hormigon reforzado con fibras tipo ZC-60/80 en cantidades que, en
funcion de las cargas a soportar, varlaban entre 25 y 40 kg/m? (Fotograffa 2).
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AEROPUERTOS

Después de la realizacion de varias prucbas en los acropuertos de Mallorca, Malaga, Se-
villa, ete., salié a concurso la ampliacién del estacionamiento para Jumbos y DC-8 del aero-
puerto de Mallorca, con una superficie de unos 100,000 m? ,un espesor de 23 em de hormi-
£6n reforzado con fibras de acero tipo ZC-50/50 y una resistencia caracteristica a flexotrac-
cion de 62 kg/em?. El plazo para la realizacion de la obra es el comprendido entre los meses
de mayo y septiembre de 1984,

PAVIMENTOS INDUSTRIALES

En la Central Nuclear de Trillo, se estdn realizando unos 50.000 m? de pavimentos con
hormigones reforzados con fibras de acero. La dosificacion utilizada es de 30 kg/m? de fi-
bras tipo ZC-50/50, alcanzindose unas resistencias a flexotraccién que en algunas ocasiones
superan los 125 kg/em?,

GUNITA

Las tres principales obras en las que el refuerzo tradicional ha sido sustituido por fibras
de acero, son las siguientes:

— Presa de Aldeadavila.
Una parte de las galerias de la ampliacién de la central, estdn siendo gunitadas con fi-
bras de acero tipo ZC-30/50 en una dosificacién media de 30 kg/m?. (Fotografia 3),

— Taludes del Pantano de Foix,
e han gunitado con fibras de acero tipo ZP-30/50, unos 10,000 m? para la consoli=
dacién de las laderas dél pantano de Foix,

—~ Tineles de Feve.
Diversas reparaciones en tineles FEVE, que se estdn llevando a cabo en Asturias, es-
tin siendo realizadas con hormigén proyectado reforzado con fibras de acero tipo
ZC-30/50,
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CONSTRUCCIONES MILITARES

Se han realizado diversos pavimentos, entre los que cabe destacar el de una nave taller
para helicopteros, realizada con fibra tipo ZC-60/80 y una pista para maniobras de tanques,

Es de destacar que en Europa, se han realizado diversas construcciones de polvorines y
bunkers, ya que —mediante ensayos— se ha visto la necesidad de triplicar la cantidad de ex-
plosivo para producir el mismo dafio,

FIBRAS GALVANIZADAS

Las fibras galvanizadas, han sido utilizadas fundamentalmente por cuestiones estéticas
y no por posibles problemas de corrosion. La aparicion de manchas de 6xido producidas por
aquellas fibras que queden en superficie, pueden dar lugar a und sensacion de abandono o
mala construccion, que obliga a tratar de evitarlo mediante la utilizacion de fibras galvaniza-
das, Las principales realizaciones con ellas, son las siguientes:

— Viviendas: Utilizadas como armadura para [lexotraccion y antifisuracion; se han
utilizado las fibras tipo ZC-60/80 en la construccion de un grupo de 180 viviendas
con la técnica de encofrado-tinel (Fotografia 4).

Centros penitenciarios: Ese mismo tipo de fibras ha sido utilizado para la construc-
cion de diversos paneles-sandwich, acrecentando ademds las medidas de seguridad,

Piscinas: Con el fin de evitar al maximo la fisuracion, se han utilizado fibras galvani-
zadas en diversas piscinas exentas,

— Piscifactorfas; En diversos tramos de las instalaciones de una piscifactoria se han
utilizado, para aumentar las medidas antifisuracion, este tipo de fibras,
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Foto 4,

AFPLICACIONES ESPECIALES

Podemos destacar entre ellas:

- Realizacion de un depésito para elementos radioactivos, en el Laboratorio Central
del INCE en Madrid, Todos los muros del depésito han sido reforzados con fibras de
acero tipo ZC-50/50 en una proporcién de 50 kg/m®, con una doble finalidad:

a) Aumentar la densidad del hormigén,
b) Evitar todo tipo de fisuracion.

— Realizacion de la solera y muros de un s6tano, con hormigén reforzado con fibras de
acero tipo ZC-30/50, con el objeto de evitar todo tipo de fisuracion que pudiera des-
truir la impermeabilizacién de esos elementos construidos en una zona con mucha
agua.

— Realizacién de un muro en Ensidesa, con hormigén reforzado con 45 kg/m? de fi-
bras tipo ZC-60/.80, sometido a impacto de escorias a muy alta temperatura (Foto-
grafia 5).
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Actividades de la Unién Internacional de
Arquitectos en el marco de la |.B.A.

El Consejo Superior de los Colegios de Arquitectos nos envia, para su difusion, la si-
guiente informacion sobre las proximas actividades de la Union Internacional de Arquitec-
tos.

EXPOSICION INTERNACIONAL DE LA CONSTRUCCION

Tendrd lugar en el Centro de Congresos Internacionales (ICC), Messegelande, Hall 14 B.
1000 Berlin 19 (R.F.A.), durante los d{as 15 al 29 de setiembre de 1984,

Con motivo de esta Exposicion se han programado las siguientes actividades:

A.  EXPOSICION sobre el tema “Construir con medios limitados” (15-27 setiembre
1984),

Se trata de un tema de palpitante actualidad, Se expondrin ejemplos presentados
por distintas Secciones Nacionales de la U.LA. o por Arquitectos o equipos inde-
pendientes.

B. SEMANA DE LA ARQUITECTURA U.LA. (17-22 setiembre de 1984).
Tema General: “Integracion de las funciones en la ciudad™,

En el transcurso de esta Semana, cada Grupo de Trabajo permanente de la U.LA.
“se presentard” y expondri su criterio sobre ¢l aspecto cientifico de su competen-
cia particular, dentro del tema general apuntado, Por otra parte, una personalidad,
independiente de los Grupos de Trabajo de la Unién, expondrd su punto de vista
personal. Se abrird después un debate en ¢l que todo arquitecto podrd participar
libremente.

C. ENCUENTRO DE PROFESORES Y ESTUDIANTES DE ARQUITECTURA, con
los Miembros del Jurado de la Confrontacién de Escuclas de Arquitectura (23-25
setiembre de 1984),

Este encuentro tiene ¢l cardcter de un “estreno™ y permitird a todos los partici-
pantes conocer mejor los proyectos seleccionados por el Jurado y escuchar, de vi-
va voz, de los representantes del Jurado, las razones de su decision,

D. ENCUENTRO DE CRITICOS DE ARQUITECTURA, sobre el tema del papel de
la critica de Arquitectura y de los “medios™ (informativos), con ocasion de los
concursos de Arquitectura (25-26 setiembre de 1984),

E. COLOQUIO ICOMOS-U.LA., sobre los problemas especificos de las ciudades en
expansion que cuentan con un centro o con barrios historicos (27-29 de setiem-
bre de 1984),

Se partird, para ¢l estudio, del andlisis de seis ciudades: Bari, Berna, Hakodate,
Plovdiv, Puebla y Thnez,

Los problemas de cada uno de estos “casos-ejemplos” serdn presentados por repre-
sentantes responsables de cada una de estas ciudades y serdn ilustrados por pane-
les, diapositivas o peliculas.
Todas estas manifestaciones estin abiertas, sin ningin derecho o cuota de participa-
cion. a todos los arquitectos, urbanistas, profesores, estudiantes, periodistas, y a todos aque-
llos interesados en los problemas expuestos.
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Se ha previsto entregar a los participantes, en la medida de las disponibilidades de los
organizadores, una serie de publicaciones, con cardcter gratuito.

Los interesados pueden obtener una mis amplia informacién dirigiéndose al Consejo
superior de los Colegios de Arquitectos, Castellana, 12, Madrid-1, en donde les facilitardn
los programas detallados de las diferentes actividades.

"“Proyecto y Célculo de Estructuras de Hormigon
armado para Edificios'’.— Tomo |

Par; J, Calavera, Dr. Ingeniero de Caminos
Instituto Técnico do Materiales y Construccionas

Acaba de ser puesto a la venta el primero de los dos tomos de que constard esta obra
dedicada al proyecto y cileulo de las estructuras de hormigén armado para edificios. La in-
formacién que en ella se incluye es vilida para estructuras de hormigdén armado en general y
no solo para las de edificios; por lo que, en realidad, el titulo es mas restringido que el al-
cance efectivo del libro,

Aparece ahora este Tomo [, dedicado al cileulo de esfuerzos. En breve plazo le seguird
el Tomo 11, dedicado al dimensionamiento y detalles constructivos,

En esta obra se ha procurado limitar el alcance de cada Capitulo a lo necesario para
proporcionar al lector una informacion suficiente sin llegar a una extension excesiva del tex-
to. En cada Capitulo, se indica una bibliografia especifica para que el lector interesado pue-
da profundizar en el tema en ¢l tratado,

El libro se ha escrito con la intencién de que, simultdneamente, resulte atil a los profe-
sionales en ejercicio y a los alumnos de los cursos avanzados de las Escuelas Técnicas, En es-
te sentido se ha procurado prestar la atencién debida, tanto al rigor v a los conceptos bisicos
como a la aplicacion prictica y a los detalles constructivos. Y para los poco habituados al
cilculo matricial o al edleulo con ordenadores, en los Capftulos 12 y 13 se incluye una breve
iniciacién a dichos temas.

Con el convencimiento de que la visualizacion de los procesos de cdleulo, ademas de in-
crementar su seguridad, aumenta la intuicién auténtica, a lo largo de todo el libro se ha pro-
curado dar una importancia primordial a la visualizacion de los problemas. Y asi, en el trata-
miento de cada tema, entre los varios métodos posibles se ha seleccionado, en todos los ca-
508, aquél que mis se cifie al proceso fisico del funcionamiento de la estructura; pero sieny
pre con el criterio de mantener el necesario rigor v de matizar claramente la validez y el al-
cance de de las conclusiones deducidas,

Parte del material utilizado en este libro procede de los Cursos ¥ Seminarios impartidos
por el Autor en su Citedra de Edificacién y Prefabricacion en la Escuela Téenica Superior de
[ngenieros de Caminos, Canales y Puertos, de Madrid. Ha utilizado también abundante mate-
rial procedente de sus lecciones en los Cursos para postgraduados del Instituto Técnico de
Materiales y Construcciones (INTEMAC). El resto de las fuentes se indica, en cada caso, en
la Bibliografia.

Este Tomo 1, de cerca de 600 pdginas, con numerosisimas figuras, tablas y grificos,
puede adquirirse al precio de 3.800,~ ptas., mas gastos de envios, dirigiendo las peticiones a:

INSTITUTO TECNICO DE MATERIALES Y CONSTRUCCIONES

Monte Esquinza, 30-5° D
Madrid-4
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