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COSTILLARES (CHAMARTFINI, MADRID-33,
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MIEMBROS PROTECTORES DE LA ASOCIACION TECNICA
ESPANOLA DEL PRETENSADO

Dentro de nuestra Asociscion existe una categoria, Ia de “Mismbro Protector”, a la que
pueden acogerse, provio pago de la cuota aspecial al efecto establecida, todos os Miembros
que voluntariamente lo soliciten. Hasta la fecha de cierre dal presente namero de |a Revista,
figuran inseritos en esta categoria de "Miembros Protectores” los que a continuacion se in-
dican, citados por orden alfabitico:

ACEROS ¥ TECNOLOGIA PARA LA CONSTRUCCION, §.A. (ATECSA).~ P da la
Habana, 14, 28036 Madrid,

AGRUPACION DE FABRICANTES DE CEMENTO DE ESPANA “OFICEMEN".—
Veldzquez, 23, 28001 Madrid,

ALVI, S.A. (PREFABRICADOS ALBAJAR).— Oransa, 10. 28020 Madrid.

AZMA, 8.A.— P da ls Habana, 16, 2B036 Madrid,

CAMARA, §.A.— Avda, de Santander, 8/n, 47080 Valladolid.

CAMINOS, EDIFICIOS Y OBRAS, §.A.~ J, Lizaro Galdiano, 4, 28036 Madrid.

CARLOS FERNANDEZ CASADD, 5.A.— Grijalba, 8, 2B006 Madrid,

CEMENTOS MOLINS, 5,.A,~ C.N, 340, Km. 320,300. San Viceng dels Horts
(Barcalana)

CENTRO DE TRABAJOS TECNICOS, 5.A.— Aribau, 185, 0B021 Barcelona,

COLEGIO DE INGENIEROS TECNICOS DE OBRAS PUBLICAS.~ Miguel Angel, 16,
28010 Madrid.

COLEGIO NACIONAL DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES ¥ PUERTOS
DE MADRID.— Almagro, 42. 28010 Madrid,

COLEGIO OFICIAL DE APAREJADORES ¥ ARQUITECTOS TECNICOS,~ Santa
Eugenia, 19, 17006 Gerona.

COL. LEGI OFICIAL D'ARQUITECTES DE CATALUNYA.~ Placa Nova, 5, 08002,
Barcelana.

CONSTRUCCIONES ¥ CONTRATAS, 8.A.— Federico Salmén, 13, 28016 Madrid,

CUBIERTAS ¥ M.Z.0.V,, 5.A.— Ayala, 42, 28001, Madrid.

DRAGADOS ¥ CONSTRUCCIONES, 8.A.— Avda, de Amirica, 24, 28028 Madrid.

ELABORADOS METALICOS, 5.A,— Apartado 553, 16080 La Corufia.

EMPRESA AUXILIAR DE LA INDUSTRIA, 8.A. (AUXINI). Departamento Obras
Espaclales,— José Ortega y Gasset, 40, 2B008 Madrid,

ENTRECANALES Y TAVORA, 5.A,— Biblioteca,— Juan de Mena, 8, 2B014 Madrid,

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y
PUERTOS,— Ciudad Universitaria. 2B040 Madrid,

ESTUDIOS Y PROYECTOS TECNICOS INDUSTRIALES, 8.A. (EPTISA).— Araplies,
14, 28015 Madrid.

FOMENTO DE OBRAS Y CONSTRUCCIONES, 5 A, (FOCSA),— Avda, General Pe-
ron, 36, 28020 Madrid,

FORJADOS DOMO,~ Hermoslila, 64, 28001 Madrid,

FREYSSINET, 5.A.— Genaral Perén, 24, 28020 Madrid,

HEREDIA ¥ MORENO, §A.— Princasa, 3. 28008 Madrid.

HIDROELECTRICA DE CATALURNA, 5.A.~ Archs, 10, DB0D2 Barcelona,

HISPANO-ALEMANA DE CONSTRUCCIONES, 5.A.— Capitén Haya, 51, 28020 Ma-
drid,

HORMIGONES GERONA, 8.A.— Lorenzana, 46, 17002 Gerona,

HUARTE Y CIA,, 5.A. Departamento Técnico,— Profesor Waksman, 14, 28036 Madrid,

IBERDUERO, 8.A, Cantro da Documantacion (B601).— Gardoqul, 8, 48008 Bilbae.

{Continua en el int, de contraportada)
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MIEMBROS PROTECTORES DE LA ASOCIACION TECNICA
ESPANOLA DEL PRETENSADO

{Continuacion de Int. Portada)

IBERICA DE ESTUDIOS E INGENIERIA, 5.A. (IBERINSA).- Principe de Vergara,
43, 28001 Madrid.

IBERING, ESTUDIOS ¥ PROYECTOS, 5.A. Plaza Gala Placidia, 5-7, 08008 Barcelona,

INDUSTRIAS GALYCAS, §.A,~ Portal de Gamarra, 46. 01013 Vitoria,

INGENIERIA DEL ATLANTICO, 5.A. {(IDASA),— Pérar Cepeda, & y 7. 16004 La Co-
rufia.

INGENIERIA Y CONSTRUCCIONES SALA AMAT, 8.A.— Buenos Alres, 19-21,
08020 Barcelona,

INGENIERO JEFE DE LA SECCION DE PUENTES ¥ ESTRUCTURAS.= Miniaterio
de Obras Pablicas y Urbanisme, Direccion General de Carreteras, P° de la Caste-
llana, 67, 28071 Madrld,

INSTITUTO TECNICO DE MATERIALES ¥ CONSTRUCCIONES {INTEMAC),~
Mante Esquinza, 30, 28010 Madrid,

INTERNACIONAL DE INGENIERIA ¥ ESTUDIOS TECNICOS {INTECSA).— Biblio:
teca.— Orensa, 70, 28020 Madrid,

JOSE ANTONIO TORROJA, OFICINA TECNICA, 8.A.— Principe de Vergara, 103,
2B006 Madrid,

LABORATORIO CENTRAL DE ESTRUCTURAS Y MATERIALES. = Alfonso X1, 3.
28014 Madrid,

NUEVA MONTANA QUIJANO, 8.A.— Fabrica de Forjas de Buelna, Los Corrales de
Bunlna (Santander)

PACADAR, 5 A.— Harmosilla, 57, 28001 Madrid,

PRELOAD SISTEMAS, 5.A.— P* do la Castallana, 140, 2B046 Madrid,

PRENSOLAND, 5.A.~ Calle Industria, s/n, San Martin de Centellas {Barcelona)

PRETENSADOS DEL LOURO, 8.A.— Poligona Industrial Aties, Porrifio (Pentevedra)
38080,

PROMONAL, 5.L.— Poeta Artola, 12, 46021 Valencia,

SENER, TECNICA INDUSTRIAL ¥ NAVAL, 5A.— Avda, del Triunfo, BG. Las Are-
nas (Vizcoya)

SIKA, 5.A.— Carretera Madrid-Iran, km, 14,500, Paligone Industrial, Alcobendas (Ma-
drid} 28000,

SOCIEDAD ANONIMA ECHEVARRIA,.— Apartado 46, 48008 Bilbao.

SOCIEDAD ANONIMA ESPANOLA BBR (S.A.E. BBR).— Poligono Industrial Barce-
lonés, Carrero Blanco, s/n. Abrera {Barcelona) O8B0DO0.

TEEB;IEAS DEL PRETENSADO, 5.A. (TECPRESA).-- Veldzquez, 105, 28008 Ma-

rid.

TRENZAS Y CABLES DE ACERO, 5.A, (TYCSA).— Monturiol, 5, Santa Maria de
Barbarh (Barcelona)

La Asociacion Téonica Espafiola del Pretensado se complace en expresar pablicamente,
su agradecimiento a las Entidades citadas, por la vallosa ayuda que le prestan, con su sspecial
aportacion economica, para el desenvelvimiento de los fines que tlene encomendadaos.
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RELACION DE ENTIDADES QUE, EN LA FECHA DE CIERRE DEL PRESENTE NUME-
RO DE LA REVISTA, FIGURAN INSCRITAS, EN LA ASOCIACION TECNICA ESPANO-
LA DEL PRETENSADO, COMO "MIEMBROS COLECTIVOS".

ESPANA

AGROMAN, EMPRESA CONSTR UCTORA, § A, =Madrid.

ALBISA, 5.A, —Algeciras (Cadiz).

AMMOM-RA,=Madrid.

ARIDOS LIGEROS, 5.A.—Madrid.

AUTOPISTAS, CONCESIONARIA ESPANOLA, S.A.—Barcalona,

BIGUETES, S.L.—Elcha (Alicanta),

CAMARA OFICIAL DE COMERCIO, INDUSTRIA Y NAVEGACION.—Barcalona,

CASTRO HERMANOS, 5.L.—Mislata {Valencia).

CIMENTACIONES ESPECIALES, 5.A. PROCEDIMIENTOS RODIO.—Madrid,

COLEGIO NACIONAL DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS. Damar-
cacion do Andalucia Orlental.—Mdlaga.

COLEGIO NACIONAL DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES ¥ PUERTOS. Damar-
cacién de Galicia,=La Corufia.

COLEGIO OFICIAL DE APAREJADORES Y ARQUITECTOS TECNICOS.~La Corufia,

COLEGIO OFICIAL DE ARQUITECTOS DE ARAGON. Biblioteca,—Zaragoza,

COLEGIO OFICIAL DE ARQUITECTOS DE CANARIAS. Departamento de Laborato-
rios.—Santa Cruz de Tenerife.

COLEGIO OFICIAL DE ARQUITECTOS DE MADRID. Biblioteca,—Madrid,

COLEGIO OFICIAL DE ARQUITECTOS VASCO.NAVARRD,—Bllbao,

COLOCACIONES TECNICAS, 5.A, (COTESA).--Barcelona,

CONFEDERACION HIDROGRAFICA DEL GUADALQUIVIR.. -Biblioteca,—Savilla,

CONTROLEX.—Alicanta,

CUBIERTAS ¥ M.Z,0.V,, 5 A.—Barcelona,

DIRECCION DE CARRETERAS Y TRANSPORTE. Diputacién Foral de GuipGzcoa. San
Sabastidn,

DIRECCION GENERAL DE OBRAS PUBLICAS E INFRAESTRUCTURAS, Ser, Gestion-
Apoyo Téenico, Valladolid.

DITECO, 5.L.~Valencia.

ELABORADOS DE HORMIGON, 5.A. Villalbilla {Burgos).

ELEMENTOS ESTRUCTURALES PREFABRICADOS, 5.A. (EEPSA).—Manresa (Barcelo-
na)l.

EMPRESA AUXILIAR DE LA INDUSTRIA, 5.A, (AUXINI). Departamanto de Construe-
cidin,—Madrid,

ENAGA, 5.A,—Pozuelo de Alarcdn (Madrid),

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE ARQUITECTU RA.—Barcelona,

ESCUELA TECHNICA SUPERIOR DE ARQUITECTURA.—Savilla,

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS AGRONOMOS, Citedra de Construg-
cléin |1, =Cérdaba.

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS INDUSTRIALES. Departamanto de
Teoria de Estructuras, Universidad de Zaragoza,—Zaragoza,

ESCOLA UNIVERSITARIA DE ARQUITECTURA TECNICA, Departamanto de Estructu-
rag. La Corufia,

ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA INDUSTRIAL,=Cordoba.

ESCUELA UNIVERSITARIA POLITECNICA DE ALMADEN, Almadén (Ciudad Real).

ESTEBAN ORBEGOZO, 5.A.—Zumiirraga (GuipGzcoa).

EUROESTUDIOS, 5.A.—Madrid,

FERNANDEZ CONSTRUCTOR, 5.A.—Madrid,

FORJADOS DOL,~Esquivias (Toleds).

GIJON E HIJOS, 5.A ~Motril (Granada),

HORMIGONES GERONA, 5.A,—Gerona,

IBERDUERO, 8.A. Cantro de Documentacién.— (3001) Bilbao,
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IBERTECNICA, 5.A. =Madrid,

INBADELCA, 5.A.—Baracaldo (Vizcayal,

INDUSTRIAS VEYGA, 5.A.—Tarrasa {Barcelona),

INFORMES ¥ PROYECTOS, 5.A. (INYPSA). Biblioteca,~Madrid.

INSTITUT CARTOGRAFIC DE CATALUNY A.—Barcelona.

INSTITUT DE TECNOLOGIA DE LA CONSTRUCCIO DE CATALUNYA.—Barcelona.

INSTITUTD NACIONAL DE EMPLED. Seccitn Asuntos Generales,—Madrid,

|N5Tc|"|'iﬂTﬂ NACIONAL DE REFORMA ¥ DESARROLLO AGRARIO (IRYDA).=Ma-

rid,

J. CASTRO MATELQ, 5,A,~Slgueiro (La Corufia),

LA AUXILIAR DE LA CONSTRUCCION,—Santa Cruz de Tanerife,

LABORATORIO DE CARRETERAS ¥ GEOTECNIA JOSE LUIS ESCARIO,—Madrid.

LAEE‘HATDHID DE ENSAYOS DEL COLEGIO DE APAREJADORES DE MURCIA—

urcla,

LABORATORIO GEOCISA, Biblioteca.—Coslada (Madrid).

LABORATORIO DE INGENIEROS DEL EJERCITO.—Madrid.

LAING IBERICA, 5.A,<Madrid,

LIBRERIA RUBINOS,~Madrid,

LUIS BATALLA, S.A, (LUBASA),—Castellén da |la Plana,

MAHEMA, §.A. —~Granollers (Barcelona),

MECANOGUMBA, 5.A.~Maollet del Vallés (Barcelona),

MINISTERIO DE DEFENSA. DIRECCION DE INFRAESTRUCTURA DEL MANDO 5U-
PERIOR DE APOYO LOGISTICO DEL EJERCITO,- Madrid,

MINISTERIO DE OBRAS PUBLICAS ¥ URBANISMO. SUBDIRECCION GENERAL DE
EDIFICACION, Seccidn de Normativa.—~Madrid.

MINISTERIO DE OBRAS PUBLICAS ¥ URBANISMO, SUBRDIRECCION GENERAL DE
ESTUDIOS ECONOMICOS ¥ TECNOLOGIA.—Madrid.

MEX TEN, 85.A,=Vitoria,

POSTENSA, 5.A.~Bilbao,

PREBETONG CANARIAS, 5.A ~Sants Cruz de Tenerifa,

PREFABRICADOS AGRICOLAS E INDUSTRIALES, 5.A. (PRAINSA).—Barcelona,

FREFABRICADOS AGRICOLAS E INDUSTRIALES, S.A, (PRAINSA),- Zaragoza,

PREFABRICADOS ALAVESES, 5.A, (PREASA).—Vitoria.

PREFABRICADOS DEL CEMENTO, 5.A, (PRECESA),—Ladn,

PREFABRICADOS DE HORMIGON, 5.A. (CUPRE-SAPRE).—Valladolid,

PREFABRICADOS POUSA, 5.A.—Santa Perpetua de Moguda (Barcelona),

PREFLEX. COMPANIA LABORAL, 5.A.—Gijon {Asturias).

FRODUCTOS DERIVADOS DEL CEMENTO, 5.A. (HORTE).~Valladalid,

REALIZACIONES Y ESTUDIOS DE INGENIERIA, 5.A. (REISA).—Pinto (Madrid).

RED NACIONAL DE LOS FERROCARRILES ESPANOLES (RENFE). Division de Docu-
mentacion, —Madrid,

SAINCE,~Madrid,

SERVICIO MILITAR DE CONSTRUCCIONES. —~Barcelona.

SERVICIO TERRITORIAL DE CARRETERAS.—Gerona,

SOCIEDAD ANONIMA ESPANOLA TUBO FABREGA.—~Madrid.

SOCIEDAD ANONIMA FERROVIAL,—Madrid.

SOCIEDAD ANONIMA FERROVIAL,—Zamora,

SOQCIEDAD ANONIMA MATERIALES ¥ OBRAS (SAMO).—Valencia.

EGGIIEDAD ESPANOLA DE AUTOMOVILES DE TURISMO (SEAT). Biblioteca,—Barce.
ona,

SOCIEDAD ESPANOLA DE ESTUDIOS PARA LA COMUNICACION FiJA A TRAVES
DEL ESTRECHO DE GIBRALTAR, S.A,-SECEGSA, —Madrid,

SPANDECK CATALANA, 5.A.—Barcelona,

TECHOS ESPECIALES PREFABRICADOS, 5.A. (TEPSA).~Tarrasa (Barcelona),

TEJERIAS “LA COVADONGA" ,—Murledas de Camargo (Santander).

TOSAM, §.L.~Ssgovia,

TUBERIAS Y PREFABRICADOS, 5.A, (TYPSA).—Madrid.

UNIVERSIDAD POLITECNICA, Hemeroteca,—Valencla,

VALLEHERMOSO, 5.A,—Madrid,

VIGAS REMARRO.—Motril (Granada).

VIGUETAS MUBEM|.—Torrenta (Valencia).
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EXTRANJERO

ASOCIACION DE FABRICANTES DE CEMENTO PORTLAND DEL URUGUAY .-Monte-
video (Uruguay).

ASSOCIACAO BRASILEIRA DE CIMENTO PORTLAND,—5a0 Paulo (Brasil),

CONSULAR, CONSULTORES ARGENTINOS ASOCIADOS.—Buenos Aires (Argentina),

CONSULBAIRES. INGENIEROS CONSULTORES, 5.A.- Buonos Alres (Argentina).

FACULTAD DE INGEMNIERIA, Universidad Nacional do Rosario,—Rosario (Argentina).

LABORATORID DE ENGENHARIA DE ANGOLA,—Luanda (Repiablica Popular de Ango-
la),

PDNTI:lFIEIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE. Direccién de Bibliotecas.—Santiago
da Chila {Chila),

PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DEL PERU, Biblloteca Central.—Lima (Parii),

SARET P,P.B, Cadre Tecnigue.—La Pontet (France),

SCIENCE REFERENCE LIBRARY.—Londres (Inglaterra),

UNIVERSIDAD DE LOS ANDES, Biblioteca Integrada de Economf(a, Clencias e Ingenie-
ria.~Mdrida (Venezuela),

UNIVERSIDAD CATOLICA DE QUITO, Biblioteca.—Quite (Ecuador),

UNIVERSIDAD CATOLICA DE VALPARAISO. Biblioteca Cantral,—Valparaiso (Chile).

UNIVERSIDAD DE PUERTO RICO, Biblioteca.—Mayagiiez (Puerto Rico),

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA,.—Biblioteca Central. Valparalso
(Chlle),

MIEMBRO CORRESPONDIENTE
ASOCIACION BOLIVIANA DEL PRETENSADO (A.B.P.).—La Paz (Bolivia).

Nota Editorial

Para general conocimiento, se ostima imprescindible hacer unos breves comentarios
sobre lus razones que han dado lugar a que el ndmero de pdginag del presente ndmero 153
de “Hormigdn y Acero”, correspondiente al Gltimo trimestre del afio 1984, exceda amplia-
mente al de los anteriores, por lo gue debe considerarse como un volumen realmente extra-
ordinario,

Como todos los Miembros de nuestra Azociacion conocen, en ln Gltima semana de
septiembre se celebrard, en Santander, la X1 Asamblea Téenica Nacional de la ATEP, en
In cunl se presentarin ochenta Comunicaciones. La publicacidn de los textos de estas Comu-
nicaciones se inlclard en el primer ndmero del aflo 1985 y s¢ proseguird en los sucesivos; por
lo que, en tanto no se hayan recogido dichas Comunicaciones, no se podrd incluir ningin
otro trabujo,

Por otra parte, ol exeeso de originales pendientes de publicacidn rebasaba ampliamente
la capacidad de un nimero ordinario de nuestra Revista, Pero no se estimd acoptable aplazar
su publicucién, por lo menos, hasta ¢l primer ndmero correspondiente al afo 86, fecha en
li cual habrian perdido ya actualidad,

Por todo ello y aunque esta solucidn representa un importante gasto suplementario que
afecta muy desfavorablemente al limitado presupuesto de la AT.EP,, la Junta de Gobierno
ha scordado incluir en este Gltimo nimero de 1984 todos los artfculos que se tenfan pen-
dientes.

Esperamos que nuestros lectores sabrin valorar como corresponde el sacrificio que ello
supone para la Asoclaclén y que comprenderin las razones que justifican la decision adop-
tudn, g
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Nota de |la Junta de Gobiarno de la A.T.E.P.

Con lbgica satisfaccion hemos recibido ln noticia de que D, Manuel Elices Calafat ha
sido nombrado Consejero del C.1D.T.1. v Vicerrector de ln Universidad de Madrid,

D, Manuel Elices es Miembro de nuestrn Asoclacldn, con la cual desde hace afos
viene colaborando muy eficazmente y por cuyo motivo le fue concedida In Medalla de
la AT.EP,; en 1981,

Desde estas lineas deseamos expresar nuestrn mids sincern felicitacidn al Sr, Elices,
a la que estamos seguro se adheririn gustosamente cuantos le conocen.

Nueva Publicacion de la A.T.E.P.

Continuando con la serie de Manuales que esta Asociacion viene publicando con las re-
comendaciones que e consideran iddneas para conseguir una adecunds realizaclén de las
construcciones pretensadas y su buen comporiamiento a lo largo de su vida de servicio, se ha
editado ahora el Manual P, 6-83 en el que, bajo ¢l titule “Recomendaciones para la con-
servacion de obras pretensadas”, se recogen las directrices que deben seguirse para mantener
en buen estado las estructuras pretensadas,

Con este nuevo Manual se intenta salvar las lagunas hasta nhora existentes en la normas
tiva oficial en relacidn con este problema tan de actualidad vy que viene siendo objeto de es-
pecial atencion en todos los pafses.

Por otra parte se ha estimado también interesante incluir en é1 lag oportunas recomen-
daclones para la mejor aplicacién de la téenica del pretensado en la realizaclén de reparacio-
nes y refuerzos de estructuras,

Debe subrayarse que, en realidad, el titulo de esta publicacién resulta algo restrictivo,
puesto que los principios sobre conservacion que en ella se establecen para las obras preien-
sacdas son de aplicacién mucho mds amplia; casi podria asegurarse que son de aplicacién ge-
neral a tode tipo de construcciones.

El precio de este Manual, de 110 pdginas, con numerosas figuras v tablas, es de SEIS-
CIENTAS PESETAS (OCHO DOLARES USA para ¢l extranjoro). No obstante, como siem-
pre, a los Miembros de la ATEP se les concede un sensible descuento; por 1o que podrin ad-
q,uirlr cunntos r;.inrnplun:a necesiten al precio especial de CUATROCIENTAS PESETAS cnda
una (CINCO DOLARES USA para el extranjero),

Los pedidos deben dirigirse a esta Asoclacldn Técnica Espaniola del Pretensado (ATEP),
Apartado 19,002, 2R080 Madrid.

Debe tenerse en cuenta que, de conformidad con las normas al efécto establecidas, solo
podrin ser atendidas aquellas peticlones que vengan acompafiadas, bien de cheque extendido
8 nombre de la Asocincién por el importe total del pedido formulado, o bien por copia de la
correspondiente orden de transferencia efectuada a ln cuenta que In ATEP tiene ablerta, con
El n® 1560/271, en la Sucursal de Potosi, calle Bolivia, 11, 28016 Madrid, del Banco Espafiol

¢ Crédito,
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Condensacion estatica de sistemas de
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Alfonio Recuaro Fornlos
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inganiara de Caminoas

INSTITUTO EDUARDO TORROJA

1. INTRODUCCION

So denoming “condensacion eatdtien’” de un sistemn de ecunciones lineales, del cugl g6lo
s¢ desen conocer explicitamente el valor de algunas de las variables, al proceso mediante é1
cual se obtiene un nuevo sistema de ecuaciones lineales en el que Intervienen exclusivamente
las variables cuyos valores nos interesn conocer. Llamuremos sistema condensado a este nues
v sistema de ecunciones.

Este tipo de procesos es de aplicacion en gran nimero de disciplinas. Asi, en Electrici-
dad, la reduccion de un conjunto de resistencins o una soln equivalente o de un cireuito com:
plejo a unn rama equivalente (Teorema de Thevenin) son progesos de este tipo, Dentro del
Cileulo de Estructiras, este proceso se utiliza en el ciloulo por medio de subestructuras, en
ln generackbn de elementos finitos complejos, en la determinacion del reparto de cargas entre
varias estructuras portantes, en chleulo dindmico de estructuras, ete.

Existe abundante bibllografia sobre el tema, Cltaremos aqui solamente algunas de las

publicaciones referentes al Cileulo de estructuras, En las referencias | y 2 se recogen las ba-
ses tedricas para la resoluciton del problema, En las referencias 3 y 4 se hace un andllsis com-

parativa sobro el uso de este tipo de procedimisntos,

Cuando so dispone de memoria central suficlente para albergar todas las matrices que se
manejan, Ia implementacion de este tipo de procesos no presenta ninguna dificultad, Sin em-

bargo, cuando se quieren utilizar en computadores con poca memorin central se hace necesi-
rlo utilizar algoritmos muy elubordos. Asi en la referencia 5 se presentan dos algoritmos pa-
ri sistemas de matriz simétrica ¥ en banda, une para ¢l caso en que In matriz del sistema a
condensar resida en memorin central y el otro para el caso de que resida en disco, dejando en
ambos cosos ln matriz del sistema condensado en memoria central,

L2
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En este trabajo se presenta un algoritmo, también para sistemas de matriz simétrica v
en banda, que toma los datos de archivos de disco v deja los resultados también en archivos
de digeo, Trabaja no s6lo con ln matriz de coeficientes del sistema sino también con los ses
gundos miembros, por lo que proporciona, ademis de la matriz del sistema de ecuaciones
condensado, los segundos miembros de dicho sistema y una serle de matrices auxiliares ne-
cesarins sl se desean caleular pogieriormente los valores de Ins varinbles eliminadas,

Se¢ hace uso del algoritmo puara la resolucién doe sistemas de ecunclones Hneales siméiri
cos y en bandu que se presenta én la referencia 6 dido que tiene unos requerimientos mini-
mos doe memoria central para su aplicacién,

2, PLANTEAMIENTO TEORICO
Consideromos el sistema de ecuaciones lineales
KX=F
of ¢l que K o8 una matriz simétrica y en banda. Llamaremos NEQ 6l ndimero de ecuaciones y

NBAN ol seminncho de banda de sistema,

Se desen obtener el slstema de ecuaciones condensado en ol que intervienen NG de las
MNECQ varfables iniciales. Las varinbles o conservar estin Irregularmente situadag, La lista de
los subindiees de estas variables estd en la matriz 16,

Consideremos ahora el sistema reorpanizado, mediante los oportunos infercambios de
filas v de columnas, de modo que las NG variables a conservar se situen en los altimas posi-
ciones, conssivando la ordenacidn relativa tanto en los varinbles a ellmingr como 4 consemvir,
El sistema, asi reorganizado, se puede particionar de la forma:

K nia Kl X Fa

Kab  Kbb Xb Fh
donde Xa agrupa las variables o eliminar y Xb las variables a conservar,

El sistema condensado serd de la forima;

K* Xb = F*
donde:
-1
K* = Kbb — F.;.ruls. Kaa, Kab
y F* =Fb ~Kub,Kan. Fa

Si, una vez determinado Xb, se quisiese determinar Xa se aplicard
Xa = Kih Fa — Kia,Kab.Xb

En resumen, teniendo como datos de partida las matrices K y F, deberemos tener como
resultados K* y F* gi sdlo se desea obtener el sistemu condensade, Si se desea obtener tam-
bitn Xa debemos también obtener Kahi Fa y ]{hh Kb,

10
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3, ANALISIS DEL PROBLEMA

Llamaremos NEO1 al ndmero de variables al eliminar, NEQ1 = NEQ — NG.

La mutriz Kag serd un matriz cuadrada, simétrica y en banda, de dimension NEQT y de
semiancho de banda NBANI1, Este valor dependerd de como estén situadas las varinbles a
conservar, pero en cualquier caso serd menor o igual que NBAN,

La matriz Kab serd de dimensiones NEQ] ¥ NG. Los matrices Kbb y K* serin mattices
cuadradas de dimensiones NG, simétricas y completas

Si se tienen en cuenta los segundos miembros F, podremos considerar NHIP casos si-
multaneos. En tal caso, las matrices Fa y Kih Fa serdn de dimensiones NEQ1 x NHIP, ¥ las
matrices Fb y F* de NG x NHIP.

Lu obtencitn de la matriz l{Llu Kab equivale n resolver NG sistemas de ecuaciones Ht‘“:lill
les simultaneas, de matriz Kaa y con segundos miembros Kab, Andlogamente ocurre con K
Fa, pero, puesto que previamente se ha tenido que resolver el sistema con Kab, In matriz Kaa
yva la tendremos trinngulada, lo que permite evitar un gran nimero de operaciones,

La resolucién de estos dos slstemas de ecusciones puede realizarse muy eficazmente y
con minimos requerimientos de memoria central utilizando el algoritme de la referencia 6,

Teniendo en cuenta lo expuesto hasta aqui, se puede esquematizar ¢l proceso, que si-
gue ¢l algoritmo que se presenta, del siguiente modao:

Fase A
Determinacidon de ln matriz de coeficientes del sistema condensado.
Determinar el ancho de banda de la matriz Kaa, a partic de la lista 1G,

Separar las matrices Kaa, Kab y Kbh v preparar los datos para resolver ¢l sistema de
ccuaciones de matriz Kan v de segundos miembros Kab de acuerdo con las especifica:
ciones de 1o referencia 6, a partir de In matriz K y de la lista 1G.

& =1
Resolver este sistema de ecuaciones, con lo que se obtiene la matriz Kaa Kab,
G AR :
Caleular In matriz K* = Kbb — Kab Kaa Kab, para lo que ya se tienen todos los dutos,
Fase B

Determinacion de los segundos miembros del sistema condensado ¥ de las matrices au-
xilinres para el ealeulo de Xa.

Separar las matrices Fuy Fb, a partir de la matriz Fy de la lista (€3
Determinar F* = Fb 1{%_'-.:'_1 |-;I|§| Fa, para lo que ya se tienen todos los datos,

Preparar los datos para el sistema de ecunciones de matriz Kan v segundos miembros
Fa, utilizando la matriz Kaa ya triangulada, y de acuerdo con lus especificaciones de la
referencia 6.

. 1
Resolver esto sistema de ecunciones, con lo que se obtiene la matriz Kaa Fa.

Puesto que on ocasiones solo se desea utilizar ln fose A, estas fages se han programado
como subrutinas independientes: La subruting STED que ejecuta la fase A y la subrutina
SMCON que efectua la fase B,

4. ORGANIZACION DE LOS FICHEROS DE DISCO

A lo largo del proceso se utilizan ties tipos de ficheros de disco: archivos de datos, ar

1
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ulllv_t.hﬂ do resultados v archivos auxiliares. Todos ellos e van a denominar genéricamente
MiFx, donde t in_tlh:u el tipo de archivo (I para datos, R para resultados, ¥ A para auxilia-
res) y X esun digito que permite diferenciar archivos de mismo tipo,

La tramision de datos entre la memoria contral y el disco se hace siempre por intermes
dio de la subruting TRANS, que se describe en detalle en la referencia 6, Fsta subruting su-
pone que los datos en disco estan contenidos en un array unidimensional, v mediante 1o ade-
cuada combinaeion de los parimetros permite manipularlos como un array bidimensional
del que se fiju el nimero de coeficientes de cada fila, permitiendo transferir un ndmero de
n'"’:i‘:m“P letas, a partir de la que se elija, desde una cierta parte de la memoria, que también
B¢ E,l_ldlL

El archivo NDF1 contendri la semibanda superior de la matriz K, ordenada por fllas, y

con las NBAN —1 tdltimas filas completadas ¢on coeficientes fieticlos hasts NBAN coeficien
tes por fila. Almacenard NEQ x NBAN coeficlentes,

Elarchivo NDF2 contendrd la mutriz F de segundos miembros, ordenada por filas, Al-
macenard MEC x NHIP coeficlentes,

l-'.ul-.::-:t_ archivos de datos no se modifican a lo largo del proceso, El archivo NDF 1 se uik
liza exclusivamente en la Tase A, y el NDF2 exclusivamente en In fuse B,

Elarchivo NRF1 contendrd la matriz K*. Por ser una mateiz simétrica y competa se al
macenard s6lo la mitad superior, organizada por filas. Asi, los NG primeros coeficientes
corfesponden a la primera ccuacion, los NG 1 sigulentes a la segunda y asi sucesivamente,
Almacenard NG (NGH1Y/2 coeficientes.

El archivo NRF2 contendrd la matriz Kau Kab ordenada por filas. Almacenard NEQ]
x NG coelicientos,

Los archivos NRF1 y NRF2 se obticnen como resultudos de la fase A: ademas, el archi
vis MRF2 se utilizn en la fase B,

El archivo NRF3 contendri la matriz F*, ordenada por filas, Almacenard NG x NHIP
coelloentes.

El archivo NRF4 contendri In matriz Kih Fa, ordenada por filas, Almacenard NEQ x
x NHIP coeficientes,

Lot archivos NRF3 y NRF4 se obtienen como resultados de In fase B.

El archivo NAFL contendrd los datos del sistema auxiliar de ecuaciones de lo fase A,
organizados segin las especificaciones de la relerencia 6. Almacenard NEQ1 x (NBANI x
X MG) coolicientes.

El archive NAF2 contendrd la matriz Kab, ordenada por filas, Almacenari NEQ1 x NG
coefliclentes,

El archiva NAF3 contendrd los datos del sistema de ecunclones de la fase B, ordenados
de acuerdo con la referencia 6. Almacenard NEQ1 x (NBAN1 4+ NHIP) coeficlentes,

Los archivos NAF] y NAF2 se crean en la fase A, Mientras que el archivo NAF2 es el
minado on la fuse A, el NAFI si mantiene para ser utilizado por la fase B. El archive NAF3
s creado vy eliminado en la fase B.

3, UTILIZACION DE LAS SUBRUTINAS

El algoritmo ha sido programado en FORTRAN 1V, en un miniordenador HP 1000,
Los listados completos de todus lus subrutinas que intervienen se incluyen en el Apéndice, e

12
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incluyen junto a las subrutinas STED, la SMCON y la funcitn IN, las subrutinas TRIAN,
BAKCS v TRANS de la referencia 6,

La funcidén suxiliar IN de parametros N, NG e 1G, verifica sl la variable N estd incluida
en lu lista 16 Si lo estd devaelve su posicidn en lo lista, 51 no esti devaelve 0,

El programa principal debe crear v llenar log archivos de datos (NDF1 y NIDF2), v crear
los archivos de resultados (NRF1 al NRF4).

Lo subruting STED tlene como pardimetros de entrada NDIFF1, NEQ, NBAN, NG, ¢ IG,
¥ como pardmoetros de salida NEF1, NREFZ, NAF] ¥y NBANMNI,

La subrutina SMCON tiene como pardmetros de entrada NDF2, NRF2, NAF 1, NEQ,
NBANI, NG, 1G y NHIP, y como parimetros de salidn NRF3 y NRF4.

El archivo NAF1 no se modifica en la llamada o SMCON, pudiendo ser utilizado en su-
cesivas llamadas a esta subrutina.

El programa principal debe eliminar, ademds de los archivos que se crean en ¢, el archi-
va NAF1,

6, EIEMPLO NUMERICO

Con objeto de poder comprobar el funcionamiento de las subruiinas, se ha tomado el
mismo ejemplo dado en In referencia 5, véase Tigurn 1, si blen al mismo se han anadido dos
hipdiesia de carga,

Las tablng | o 4 muestran el contenldo de los archivos de resultados NEF1 o NRF4, res
pectivamente,

La hipotesis 1, tlene una sola carga en el nudo 4 de componentes Fx = 10; Fy = 10,y
M = 2. La hipdtesis 2, tiene las mismas cargas en el nudo 6.

Las tublus | a 4 muestran el contenido de los archivos de resultados NRE 1 o NRF4, res

pectivamente,
i T Ll ] ¥
L}
] Ll [l — HV': HP:5&
s 16+ { 10,19, 28, 3745}
1?..- 1 ] .
ELCCIONES PILARES 30s 30¢m!
4 VIGAS  20:50cmt
r n L] i
E* 1000000 Mp/m*
L]
L1 L3 L] o
i
-l— r-'— _||L L]
J.__F'"_ _.! 1. _.1

Fig. 1. Pditico ajeimplo,
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TABLA |
Coelicientes de 1o matriz de rigldez Interl del portics de In figurs, Fichera NRRFI

Filn Coliimi
1 1 3 4 5

| 01632790404  ~0,848074E+03 0826508E-+02 —0,620049E+01  0,245637E+01
2 0, 152607E+04 —0840101E4+03 08157148402 03277680401
3 015251 1E4+04 ~08385 4E+03  0,769013E--02
4 SIMETRIC A 0, 150729 404 —0,744648E+03
g 0667621 E+03
TABLA 2 TABLA 4
Contenido del archive NRF2 . NEQI x NG coeficientes Archivo NRF4, Mairiz auxiliar para desplazamientos
ntermon NEQL & NHIP coeficientes
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7. CONCLUSIONES

En ¢l presente trabajo se deseribe un algoritmo que permite resolver de forma completa
y eficiente ol problema de la condensacidn estdtica de sistemas de ecunclones de matriz simé-
trica ¥ en banda utilizando computadores de poca memoria central y discos magnéticos para
almacenamiento de los datos iniciales ¥ de los resuliados,

Se incluye el conjunto completo de subrtinas, programadas en FORTRAN IV asf co-
mo lag condiciones precisas para su utilizacién en el programa principal que vaya i emplear-
lus.

Se incluye asf mismo un gjemplo numérico que permite contrastar comp letamente los
restlindos de lo utillznoldn de las mismas.
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NATO—ARW “Pretensado Parcial: De |la Teoria a la Practica”

Bajo los auspicios de la Divislon de Asuntos Cientificos de las OTAN, se ha celebrado
en el Centre d'Etudes du Batiment et des Travaux Publics (CEBTP), en Saint Rémy les
Chevreuses (Parfs), v a lo largo de la semana del 18 al 22 de junio pasado, el simposio inter-
nacional cuto titulo encabezn estas lineas, con nsistencin de 82 especialistas americanos,
CUTOPLOS ¥ japoneses.

El encuentro era continuacidn del que en julio de 1983 tuvo lugar en la Universidad de
Waterloo, Ontario (Canadd), bajo la denominacion: *“No linealidad y continuidad en hormi-
pon pretensado™ v, al igual que éste, fue organizado por el Profesor M2, Cohn, del Dpt, de
Meednica de S6lidos de dicha universidad. En las fuertes divergencias de opinlones constata-
dus en Waterloo entre Profesores europeos y americanos sobre diferentes aspectos de las os-
tructuras de hormigdn parcialmente pretensado tuvo el ARW de Parfs uno de sus razones de
SEr.

Buscando tanto una aproXimacidn de puntos de vista curopeo v americano, por un la-
do, como una sintesis del conocimiento existente sobre hormigdn parcialmente pretensado.
la reunion se organizd sobre cinco aspectos parcinles desarrollados en paralelo por un ponens
te curopeo y otro americans, con discusiones preparadas v —linalmente— con discusion li-

bre.
Lu estructura del ARW fue;

Tema Ponente americano Ponente curopeo

Problemas del HPP COHN (Waterloo) LEVI (Turin}

Curga estatica NAAMAN (Michigan) LACROIX (Paris)

f.l‘umu dindmica y repetidn BERTERO (Berkeley) BENMNETT {Leeds)

Estructuras continuas COHN (Waterloo) ARENAS (Santanden)
FREYERMUTH (Arizona) MENN (Zurich)

L] 5 1 " L]

Pricticns del HPP {JENNY (Chicugo) MULLER (Par(s)

Cabe decir que, en lineas generales, se ha alcanzado una mayor aproximacion de puntos
de vista que los logrados en Canadd el afio anterior. Ademds, comisiones constituldas tras el
encuentro van a continuar un trabajo de sintesis cuya meta es legar a ofrecer unas *“lineas
maestras para el empleo del hormigén parcialmente pretensado (HPP)” como sintesis del
conocimlento tebrico y de las experiencias pricticas acumuladas sobre el tema.,

La publicacién final del ARW, que incluird las ponencias, Ins discusiones preparadas y
la trascripeion de las discusiones libres, asi como las “Guidelines™ citadas, serd editada en
breve por la Universidad de Waterloo, A In vista del Interds que su contenido puede ofrecer a
los miembros de “ATEP”, trataremos de informar sobre su publicacién y facilitar su adquigi-
cidn a quienes lo deseen,

duan J, Aronag
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Vinculos internos rigidos en el analisis
matricial de estructuras de barras

Radl N. Kaufmann

Profaior Titular, citedrs do Estrueturas |
Facultid do Clancias Exactan o Ingonieria,
Univarsidad do Rosaria, Argantina.

RESUMEN

En este trabajo se analizan algunos tipos especiales de vinculucion entre nudos, para ser
incorporados a los programas de resolucion de estructuras de barras.

So trata de vinculos internos rigidos, aptos para aquellos casos on que una parte de la
estructura posee una rigidez muy superior a la de las restantes, de modo que puede ser con-
siderada como indeformable: por gjemplo, los sistemas aporticados que incluyen la presencia
de losas o tablques. En tales casos, la conexion real entre algunos nudos se torna diffcil de
representar por modio de barras elisticas.

Se consideran:

0y El piso rigido, Vineuls o todos los nudos situados en un mismo plano horizontal,
relaclonando sus grados de libertad coplanares sin afectar Jos grados no coplanares.
Permite representar dircctamente las losas de los edificlos en torre, cuando se los
analiza como porticos espaciales,

b) FEl cuerpo rigido, Vincula a un conjunto de nudos que acttan en forma solidaria,
relucionando todos sus grados de libertad.

¢) Lu placa rigida, Es un caso particular del anterior, en dos dimensiones, para ser
aplicada o porticos ]:II|I|IH.'|K-.

Pura cada uno de ellos se renliza el planteamiento tedrico, ¥ luego se analiza 1o inei-
dencia en la generacion de la matriz de rigidez y del vector de fuerzas.

1. CONSIDERACIONES GENERALES

Los programas de computaclén para resolver estructuras de barras operan, como es
sabido, sobre un esquema o modelo matemitico formado por nudos y barras, con el cual se
representn  la estructura real, Por lo coman, estos programas consideran que la conexion
entre dos nudos del conjunto se puede efectuar solamente por medio de una barra lineals
mente eldaticn, excluyvendo cunlquier otro tipo de vineulo interno entre nudos,

21
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En un gran nimero de casos, esta limitacidon no feproacnta ningln ineonveniente para
el usuario del programa, pues la estructura que hay que resolver estd constituida, en su
totalidad, por barras elisticas.

En otros casos, por el contrario, la vinculacién real entre algunos nudos no puede
ser representada en esa Torma, pues so trata de una conexion rigida, no elisticn. Esto su-
code cuando un sector de ln estructura posee una rigidez muy superior a la de los restan-
tes, de modo que puede sor considerado como indeformable. Tal situncién suele presentars
se, por gjemplo, cuando el entramado de barras coexiste con un elemento bidimensional
del tipo losa o tabigue, cuyo cardcter laminar no es representable por barras elisticas.

Un problema concreto de esta clase ex el que plantea ol edificio de varias plantas que
debe actuar como sistema aporticado espacial frente a la accidn de fuerzas horizontales
peneradas por viento o sismo. Las losas de hormigén armado que constituyen los diferen-
tes pisos de la estructurn pueden ser consideradas como indeformables en su plano, sl se
compara su rigides con la de lis columnas; v en camblo, son sumamente Mexibles en difec-
cidn perpendicular o ese plano,

Fig 1.

En la figura 1 se ha representado un plso intermedio de una estructura de este tipo,
Al plantear ¢l esquema correspondiente, se debe tener en cuenta que todos los nudos situa-
dos en ese nivel se hallan solidartamente unidog por la losa, de modo que sus desplazamien-
tos horlzentales se encuadran en un movimiento rigido plano: la distancia entre dos nudos
cualesquiern queda invariable,

La losa constituye un vinculo interno rigido entre esos nudos, en lo concernienie a
los grados de libertad coplanares; y deja sin ligar a los grados no coplanares.

Qo tipo de estructura que plantea dificultades similares es el pértico plano con ta-
bigues de hormigon armado conectados a vigns y columnas, como el indicado en la figu-

fa 2.
A
JH E
b E
Fig 2,
22
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Al deformarse el sistema por accion de las cargas, los desplazamientos de 108 puntos
A, B, C, Dy E deben producirse sin que varfe la posicidn relativa de dichos puntos, pues la
rigidez del tabique impone esa condicion,

Por lo goneral, para solucionar esta cluse de problemas se sucle proponer un entrama-
do de barras feticlas de rigidez infinita, en sustitucion del sector indeformable, En la pric-
tica so atribuye o esas barros una rigidez muy grande, de valor limitado por el miximo que

admite el programa como dalo de entrada.

En la figura 3 se puede observar el esquema correspondiente al portico plano men-
cionado anterlormente, con las barras ficticias representadas en Iineas de trazos,

A~
T
By '
B ,it
I..f"l u,
F E
gt ]

Fig. 3.

Este artificio no constituye una solucion satisfactoria, por dos razones:

u) Porque aumenta considernblemente ln cantidad de barras, con la consiguiente
complicacién en el ingreso de datos y en la salida de resultados, La capacidad del
programa queda de hecho menguada, pues estando preestablecido el ndmero mi-
®imo de barras posibles, 1o existencia de Darras Teticias limita 1o cantidad de las
reales,

b} Porque ln presencia de coeficlentes muy grandes en la matriz de rigidez total,
afecta la exactitud de lo solucidn del sistema de ecuaciones, pudiendo en algunos
cazos comprometer la valides de los resultgdos oblonidos,

La experiencia indica que no debe adoptarse como rigidez para las barras ficticias
ln mixima cantidad que admite ¢l programa como dato numérico, pues se corre
ol riesgo de obtener valores incorrectos para las incdgnitas. BEs necosario lmitarse
a tomar dreas o inercias mayores que las correspondientes a las barras roales, sin
exXagerar al respecio,

Dbviamente, no 8 posible precisar con antelacidn cudl es la rigidez mixima que
puede asignarse a una barra fleticla sin que se perturbe ¢l sistema; ello depende
de lo longitud de la barra, de su situacion dentro del esquema general, eto.

Todo lo expuesto indica la conveniencin de poder expresar, ¢n forma simple, ln cone-
®iGn rigida ontire nudaos, sin necesidad de recurrir o artiflicios comao al meéncionadao,

El objeto del presente trabujo es estudiar algunos tipos de vinculos internos rigidos,
a fin de incorporarlos a los programas de fesolucidn de estructuras de barfas ¥ poder asl
encarar en forma directn el andlisis de aquellos sistemas que presenten nudos conectados

e forma rigida,

23
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Ampliado ¢l programa de esn manera, se podrin plantoar esquemas estructurales
mis sencillos v mids acordes con la realidad. Se ganard asf en simplicidad y en exactitud,
i la vez que se obtendrd una disminucidn notoria en los tiempos de procesamiento,

En lns piginas sigulentes se desarrollan tres tipos de vinculos internos; los dos primeros
para ser aplicados a porticos espaciales, y el tercero para porticos planos. En cada caso se
realiza el planteamiento tedrico, o fin de obtener las ccuaciones corfespondientes, ¥ i con-
linuacidn se estudia su aporte a la matriz de rigidez total y al vector de términos indepen-
dientes,

2. EL PISO RIGIDO

Este tipo de vinculo permite representar el comportamiento de una placa horizontal,
indeformable en su plano, que forma parte de una esiruciura aporticada espacial, Se tra-
ta entonces del vinculo interno al que se hizo referencia en la flgura 1, ul considerar las lo-
sag de hormigdén armado de un edificio,

En la figura 4 se ha representado una placa de este tipo, ¥ la porcidn que le corres-
ponde del esquema estructural.

Fig. 4.

For ol momento, consideraremos que la losa es perfectamente flexible en direccién
normal a su plano, es decir que su espesor es muy pequefio y carece de vigas o pliegues
que actien como elementos rigidizadores.

La vinculacién producida en los nudos es parcial, pues el piso rigido actia solamente

sabre tres de los seis grados de libertad de cada nudo (figura 5), Los grados §,, 8, v &4,
o sen los coplanares con el piso, quedan afectados; los restuntes no.

Fig, 5,

24
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Un movimiento cualquiera de la placa en su plano, puede ser considerado como una
rotacion @ alrededor de un centro C, figura 6. Ese movimiento producird, en los nudos
pertenecientes al piso, desplazamientos coplanares que serdn proporcionales al giro @ ¥ ala
distancia respectiva al centro C; de manera que dichos eorrimientos podrin ser expresados
en funcidn de los tres pardmetros que definen la poslelén del plso en un instante determi-
nado: las coordenadas X, Z, del centro C y la magnitud de la rotacion @,

Fig. 6,

Pero esta terna de valores no resulin convenienie en todos los casos, pues cuanda el
movimiento del piso se Hmita a una truslacién puta, el centro C s sitda en ¢l infinito, y ya
no s posible obtener los desplazamientos de los nudos como producto de la rotacién por
ki distancia a ©, Otro tanto sucede cunndo el centro se halla muy alejado de la placa, sin
Hegar o estar en el infinito, ¥ la rotacion tiende a cora,

Para no tener que contemplar ostos casos particulares, es preferible definir ln posis
clién del piso rigido mediante una terna de pardmetros; por eemplo, los movimientos
Ay, Ay v ¢ de un punto de referencia A cualquiera, como puede verse on la lgura 7.

Flg. %

Una vez elegido el punto A, sus tres corrimientos horizontales permiten represontar
totalmente el movimiento del vinculo, por lo cual serdn llamados en adelante “desplaza-
mientos del piso™,

Es necesario entonces expresar los corrimientos coplanares de cada nudo situado en
el piso rigido, en funcién de los tres valores mencionados, De esta manera resulta posible

eliminar del sistema general de ecuaciones, tres incdgnitas por cada nudo. A cambio de ello,
se incorporan los valores A, &; ¥ ¢ como nuevas incognitas; pero son solamente tres por

piso.
De modo que si hay n nudos vinculados por el piso rigido, el sistema general de ecua-
ciones se reduce en 3, (n—1) incdgnitas, con la consigulente disminucién de rango de la

matriz de rigidez total.
26
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Si llamamos N a un nudo gendrico vinculado por el piso rigido, lod despluzamientos co-
planares del mismo resultan (véase figura 8):

by =4+ (Zy —Zp)= 4 +¢-AZ
By m Ay = (X =Xp)® by =+ AX
by = ¢

Fig. B. Despiazamientos de N debidos al giro de A,

Considerando ahora todos los grados de libertad del nudo, podemos expresar:

h 1 0 0 0 AZ 0 (a,]
by 01 00 0 0 Ba
pm M| |20 1 0K 0 ol o ne
By 0o o0 1 0 0 Ba
85 0000 1 0 i
5 0000 0 If 0

donde!

12 es ol vector de despluzamientos del nudo, segin todos sus grados de libertad pro-
plos, coplangres v no coplanares;

13* g3 un vector auxiliar de desplazamientos, correspondiente también al nudo, forma-
do por los corrimiontos no coplanares del mismo y por los del piso, En D" se en-
cuontran lus incognitas que intervienen en ol sistema general de ccuaciones,

H s unag matriz de camblo,

El punto de referencla, A, se adopta en forma arbitratia. Una posibilidad es tomarlo
coincidente con uno de los nudos del piso, con lo cual A, Ay v ¢ serfan directamente los
corrimientos &, &y y &5 de ese nudo, y su veetor 1) coincldirfa con D*, convirtiéndose
H en la matriz unidad,

Considergmos ahora una barra cualquiera y su correspondiente vector desplazamiento
|]|| H
b

D, =
& 1,

Dy contlene los seis corrimientos del nudo inicial N; de la barra, y Dy los seis del nudo
Final Ng, siompre en ejes estructurales,
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En ¢l caso mis general, una barra puede tener sus dos nudos extremos en sendos plsos
rigldos (figurn 9).

".I___'-c

4

Fig. 8.

Llamando A, A}, ¢, u los desplazamientos del piso que contiene a Njiy A, AY,
i, o los del piso correspondicnte a Ny, podemos expresar;

D; H; 0 = D*
By n,] 0 H;J' Eﬁ] i ESF'J

donde D* y D** son los vectores auxiliares correspondientes a los nudos Ny ¥ Ny, respoc-
tivamente, on tanto que Hy o8 la matriz de cambio total correspondiente a ¢sa barra,

Ahora necesitumos trasladar las Tuerzas coplanares Fy, F,, My, actuantes én el nudo
N (figura 10), al punto de referencia,

o K 3
| o= Ea PoF
| H
| Fg Ha__ f"
I ]
: Lo A o
-+ +

Fig. 10
Llamando FY, F¥ M#, a las fuerzas resultantes en el punto A, observamos que

Fi=F,
F*= F,

M = F, - AZ — F, - AX + M,

Sen P el vector de fuerzas en el nudo N, segln todos sus grados de libertad, y P* un vee-
tor asocindo al nudo, constituido por las Duerzas no coplanares actuantes en ¢l mismo y por
las caplanares aplicadas en ¢l punto Al

27
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- - i ™
iy 1 0 0 0 0 0 r-"g
F, 01 00 00 F,
i |ES 001 000 Pl ams
M, oo o0 1 00 M,
My AZ 0-AX O 1 0 M,
M, 0 0 0 0 0 |1 M,
- % Fl
Ty b r.'_ -'.-. S

Como puede verse, la matriz F resulta sor la traspuesta de H: = H',

Consideremos ahora los dos nudos extremos de la barra, para formar un solo vector
con las fuerzas contenidas en P* y P**, vectores asoclados n N, y Ny, respectivamente,
Asignando los subindices (i), (), o las matrices relucionudas con los nudos inicial v (inal,
respectivamente, nos queda: y

La ecuacion constitutiva P = K . Dy, en la cunl K es lo matriz de rigidez de la barra
un ojos estructurales, puede ser expresada de esta manera:

P, 1, [*
ITr = I":. 'j:,’—' = K L I'IT ]j.*_*
En consecuencia;
| B - |oe N T
I,II.* L] !'.r [ l?.".I ..} I"T W H_ i IIT W [].Ili - ]'{T ' K ] lIIII 1 IJHM

Como es subido, K = R' . k « R, donde k es la matriz de rigidez de barra en gjes loca-
les, ¥ K la matriz rotacion total de la misma barra, Reemplazando en la expresidon anterior,

obtenemos;
B . [* [*
E'J =Hy Rk R:Hyp- l:;"_J = Kg - ST

El producto matricial Ky = Hy « R k « R . Hy representa ln matriz de rigidez de la
Barra, en gjos ostruclturales, sogin los nuevos grados de libortad considerados.

Para mayor claridad, se indica a continuacién la correspondencia que existe ontre lus
distintas filas de Ky y los desplazamicntos elegidos como incognitas,
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Matriz K;

L Iﬂll‘l_".r.;_

que s& halla Hj

que se halla Ng

Lo indicado pura las filas corresponde también, por supuesto, para las columnas, El
aporte de Ky a la matriz de rigidez total de la estructura debe efectuarse, pues, sigiiendo
gse ordenamiento,

El andlisis anterior corresponde al caso mds generul, en que la barra tiene sus dos ex-
tremos en pisos rigidos. Si uno de los nudos no estd vinculado por un piso, la matriz Hy se
maodifica consecuentemento:

5i N; no pertenece a un piso rigido;

1 |10
Hy = 1 (matriz unidad) == Hy = b
f

Si Ny no pertencce a un piso rigido:

—_—
Hi| O
][lr -1 =2 l'llll = G-.- _j.

—

. Hemos visto que se introducen tres nuevas incdgnitas (A, Ay, ¢) por cada plso, y u la
voz se eliminan tres por cada nudo situado en el mismo,

Esto significa que en ¢l sistema general de ecunciones deben inclulrse tres ecuaciones
correspondientes al equilibrio del piso, seghn sus grados de libertad; y por otra parte, n
cada uno de los nudos vinculados por ¢l mismo, deben plantearse solamente tres de lus
sels ecunciones habituales,

En lo que concierne a las tres condiciones de equilibrio del piso, es necesario consi-
derar la rigidez del mismo segin sus tres grados de libertad,
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S se produce un desplazamiento del piso en la direceion X, por gjemplo, todos los nu-
dos situados sobre ¢l participan de ese movimiento, y se pone en juego la rigidez de todas
las barras que llegun o alguno de esos nudos, Lo mismo 8 se estudia un corrimiento segiin
el eje Z, o ¢l giro seglin Y,

La rigidez del piso en una direccién se obtiene entonces como suma de las rigideces
individuales de todas las barras que llegan a algin nudo perteneciente a ese piso.

Asociada o cada una de las ecuaciones de equilibrio del piso se tiene una fila en ln
matriz de rigidez total. El razonamiento antorior indica que los elementos de dicha fila
se generan por ¢l aporte de los coeficientes de rigidez de lus distintas matrices K, corres-
pondicntes a las barras que tienen su nudo inicial o final en ese piso,

Asf, lu fila de la matriz total que estd en correspondencia con la incdgnita A, se for-
ma por ensamble de;

Fila 1 de kg, de todas las barras con Nj én ese piso,
Flla 7 de Ky, de todas las barras con Ny en ese plso,

Para la fila asociada a A,

Fila 3 de K, barras con N; en ese piso,
Fila 9 de Ky, barrag con Ny en ese piso,

Para la fila asociada a ¢:

Fila 5 de Kq, barras con Nj en ese plso,
Fila 11 de Ky, barras con Ny en ose piso,

Por su parte, los términos independientes de las ecunciones de equilibrio del piso rigi-
do se generan también sumando los apories de ¢ada nudo pertenceiente al mismo:

Para la primera ecuagion: £ F¥

Para la segunda: I F*

Pura ln tercera: ] M;

Las sumatorias comprenden a todos los nudos
vinculados por el piso rigldo,

Con el signo camblado, esios valores constituyen los elementos del vector de términos
independientes que se corresponden con las incognitas &, , A, v ¢, respectivamente.

Todo lo expuesto debe ser aplicado a cada uno de los pisos rigidos que presenta la
aslructurs,

Una vez que se ha resuclto el sistema de ecuaclones ¥ que s han obtenido los valores
de las incognitas, queda determinado el vector auxillar D* de cada nudo perteneciente a un
piso. Empleando la matriz de cambio correspondiente, se halla el vector de desplazamien-
tos del nudo!

D= H.[*
A partir de aqui ¢l programa puede continuar su proceso en la forma habitual, pues
ya se conocen los corrimientos de todos los nudos del sistema, Las subrutinas que deben

aperar & continuacion para obtener reacclones exteriores, solicitaciones en extremos de
barras, ete., no necesitan ser modificadas.

Husta ahors hemos considerado que la placa era perfectamente flexible en direccion
normal a su plano. Pero esta situacidn no se da practicamente nunca, pues un pértico espa-
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¢ial con esas carncterfsticas resultarfa sumamente ineficiente, El comportamiento de la es-
tructura como sistema aporticado estd ligndo necesariamente a la presencia de travesafios

de cierta rigidez.

Por lo tanto, lo logico es disponer vigas, selidarias a la placa, entre las columnas (fi-
gura 113,

Fig 11,

El vinculo introducide por ¢l piso rigido no constituye ningon impedimento para
considerar csas vigas, las cuales se representardn en ol esquema de la manera habltual, con
barras situadas en el plano de la losa (figura 12),

Fig. 12,

Las carpcteristions cldstlcns de esas borros inoidirdn en los desplazamientos no copla-
nares de los nudos extremos (Ay, A4, &), pero no en los restantes, ya que la presencia del
priso rigido o8 determinanie al respecto,

En la figura 13 g han representado lox ejes locales x, y, 2, de una barm como las
mencionadas, v los esfuerzos internos en una seceidn cualguicra de la misma.

Fig. 13,
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De las seis solicitaciones que se producen, tres estin contenidas en el plano de Ia
losa: el esfuerzo normal N, el momento flector My, v el cortante Q,. Sus valores deben
fef necosariamente nulos a lo largo de toda la barra, pues la rigidez de la placa elimina
lus deformaciones correspondientes, y no se produce alargamiento ni eldsticn horizontal,
Por lo tanto, solamente habrd momentos torsores My, flectores M, v esfuerzos cortantes
Q. e decir solicitaciones trasversales al piso rigido.,

Aqui corresponde hacer una observacion, 5i no hay cargas actuantes sobre In barra
que sean coplanares con la losa, lus solicitaclones finales N, M, y O, que se obtendrin
para los extremos seran efectivamente iguales o cero,

Flg. 14,

Pero si existen tales cargas, como se indica en la figura 14, el programa suministrari
valores no nulos para esos esfuerzos, en oposicldn a lo previsto. Ello se debe a que el es
quema utilizado considera que la barfa ¢s solidaria con la placa solamente en sus nudos ex-
tremos, ¥ no en toda su longitud, como sucede en realidad, Por 1o tanto, al actuar cunlquier
carga coplanar s¢ comports ¢omo una barra cualquiera del sistema, generando solicitaciones
de empotramiento perfecto. El programa las almacena en la memoria, tal como lo hace
con todas las demds barras, para adicionarlas posteriormente a las generadas por los despla-
zamientos de nudos, Estas dltimas solicitaciones son nulas, pues los extremos de la barra no
tienen movimiento relativo en ese plano, como hemos visto; pero los valores de empotra-
miento perfecto se conservan ¥ apargeen como resultado final.

Para evitar esto, y obtener en la salida de resultados valores nulos para N, M, y Q,
simplemente debemos agregar un par de sentencias en la poreion del programa que elabora
lag solicitaclones finales, para efectuar esa correceldn en aquellas barras que presentan sus
dos nudos extremos en el mismo piso rigido.

El empleo de este vinculo interno presta su mdxima utilldad cuando deben resolverse
estructuras sin simetrfa eldstica, sometldas a fuerzas horizontales de viento o sismao,

Es sabido que sl existen condiciones de simetrin en cuanto n rigldeces v cargas, ol
problema puede abordarse descomponiendo la estructura en varios sistemas planos, pues
los pisos se trasladan sin rotar, El esquema que se utiliza en esos casos responde a una os-
tructura plana, de comportamiento aproximadamente equivalente, formada por los porti-
cos paralelos dispuestos en serie. Este método de andlisis no es totalmente correcto, pues
no tiene en cuenta todas las interacciones que se producen entre los porticos paralelos;
pero proporciona resultudos aceptables en una gran cantidad de casos,

-;—;--..—..-:E U

ﬂl"-l. e

Fig. 16,

EH— {Planta)
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lin cambio, s no hay tal simetrin (figura 15), entra a jugar la rigidez torsional del
sistoma, v ¢l problema se torna mas complejo. El andlisis por descomposicion en sistemas
planos, rmlujgru lu determinacidén del centro de torsidn en cada nivel, ¥ ademds presenti
clertas indefiniclones quo no siompre pueden ser resuellas: por ;_:jl:mpln. el comportamicns
to de las columnas que pertenecen simultincamente a dos pérticos diferentes, como C,; en
ol esquema de la figura 15, Sefiulemos de paso que muchas veces se halla ¢l centro de tor-
sién de cada planta en funcion de las rigldeces de los elementos estructurales de dicha plan-
ta: pero este procedimiento dista mucho de ser correcto, pues preseinde de lu continuidad
de esos elementos respecto a los plsos superior ¢ inferior, y sélo es nceptable en clertos
cusos parlticulares,

Obvigmente, ¢ andlisls de la estructura como portico espacial elimina estas dificul-
tades, Se efect@in un Gnico procesamiento, obteniendo todos los resultados de una sola vez,
Pero o pesar de que constituye, desde todo punto de vista, un camino mis recomendable
que ¢l tratamiento por combinacion de sistemas planos, no siempre se sigue, debido a que
suele colmar ln copucidad del programa,

El empleo de pisos rigidos torna mas sccesible el andlisis de la estructura como sistema
espucial, en virtud de la disminucién que se logra en el nimero de grados de libertad, Recor-
demos que la cantidad total de inedgnitas del sistema de ecuaciones se rebaja en 3. (n—1)
por plso, slendo n el ndmero de nudos situndos en él.

Por ¢jemplo, un edificio de 15 pisos y 10 columnas, procesado como portico espacial
sin emplear este tipo de vineulo, conduce a un sistema de 900 grados de libertad (15x10x
x 6): en tanto que utilizando pisos rigidos esa cantidad baja n 495:

Disminucltn por cada piso: 3 x (10 — 1) = 27 grados
Disminueion total: 15 x 27 = 405 grados

Hemos podido comprobar, en forma concreta, el ahorro de tiempo que implica el em-
pleo de este vinculo, al procesar varios edificios antisfsmicos que presentaban plantas muy
irregulares y extendldas. La comparacion con estructuras similares resueltas con anterioridad
sin usar pisos rigidos, indicd diferencias muy importantes en los tiempos de procesamiento,

3. EL CUERPQ RIGIDO
Cuando en una estructurs espacial existe un sector indeformable como el representado

en la figura 16, los nudos situados en ¢l mantienen invariable su posicion relativa durante
cualquier movimiento dol sistema,

Fig. 18,

3

Documento descargado de www.e-ache.com el 21/02/2026



Ese sector se comporta, por lo tanto, como un cuerpo rigldo, de modo que los grados
do libertud de todos sus nudos quedan subordinados a los seis que posee un cuerpo en el

eapacio,

Para definir totalmente ¢l movimiento del sector, es suficiente considerar los despla-
zamientos Ay, Ag, .., A4, de un punto A cualquiera que le perienezea (figura 17), Estos
valores serin entonces las dnicas incognilas asociadas a ese conjunto de nudos que han de
figurar en el sistema de ecuaclones, Los corrimientos de los restantes puntos vinculados por
¢l cuerpo rigido, pueden ser expresados en funclén de ellos, y por lo tanto no necesitan ser

introducidos como incognitas,

Fig. 17,

Ello significa que si hay n nudos solidarios ¢on el cuerpo rigido, ¢l sistema general de
ecuaciones que debe plantearse se reduce en 6-(n— 1) incdgnitas,

Llumaremos D ol vector de desplazamientos de un nudo gendrico N y D* al correspon-

diente al punto de reforencia A:

e

b,

D= D* =

—
A,
a3
Ay
4
Ay
i

P

i, -
Segin lo indicado, debemos expresar D en funcién de D*, pues este dltimo vector con-
tiene las incdgnitus nsociadas al cuerpo rigido, La relacion entre los corrimientos de Ny A

es la sigulente:
By mA, +4; AZ - A, - AY
5y = Ay ~ Ay AZ 4 Ay AX
8y = &y + 4, AY - 4, : AX
8, = 4,
by = 4y
B, =4,

donde: AX =Xy —X,; AY =Yy - Y, AZ=2Zy - Z,.
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Fig. 18,

Lus igualdades anteriores pueden ser cxpresadas, en forma matricial, relacionando los
vectores [y D* mediante una matriz de cambio H.

(Conviene advertir que lus oxpresiones matriciales que siguen, u pesar de ser formal-
mente iguales a las obtenidas para pisos rigidos, difieren en su contenido, Por ello se hu

optado por hacer el desarrollo completo, aungue parezca reiterativo),
36
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|.|- ey i f - ==
&, Il 0 0 0 AZ -AY A,
by 0 1 0 -AZ 0 AX As
] :
p= |88 o [0 0 1 &Y -aX 0 | [
ba 000 1 0 0 Ay
by 000 0 1 0 A,
LY r Sy
S i H_ -

El punto de referencia A se elige de forma arbitraria. Si se toma como tal a uno de los
nudos del cuerpo, los desplazamientos Ay, A,, ..., A,, resultan ser directamente los & de
ese nudo, y In matriz H que le corresponde se transforma en 1o matriz unidad,

Una barrs gendrica, de nudos extremos Nj y Ny, tendrd como vector desplazamicnto:

I,

I k-
el |7

Dy contiene los seis corrimientos del nudo inlelal, y Dy los seis del nudo final, segin
gjes estructuralos.

51 la barra tiene cada uno de sus extremos en un cuerpo rigido, como indica la figura
19, podemos expresar: o

l)h [==4 . =

donde D* y D** son los vectores despluzamiento de ambos cuerpos, v Hy ln matriz de
cambio total correspondiente a esa barra. Los subfndices (1), (F), hacen referencia a los nu-
dos iniclal v final, respectivamente.

| P~

o

Fig 18,
St N, no pertencce a un cuerpo rigido:

Hyjm] =+ H, =

5 i

51 Ny no pertenece a un cuerpo rigido: "

Hr-l_"HT-

Wi £ |
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Las fuerzas que actian en un nudo N de un cuerpo rigido, deben ser trasludadas al
punto de referencia A,

En la figura 20 se han representado, indicando su sentldo positivo, las fuerzas actuan-
tes en ambos puntos. De la observacién de esa flgura surgen de inmediato las sigulentes re-
laciones:

F* = F,
Fy = Fy
Fi = F,
M# = M, ~ Fy - AZ + F, - AY
M? =M, +F, . AZ - F, - X
M? = M, — Fy - AY + Fy . AX

W s =
__,ﬂ"'#H'Y F}. Jf_;-ﬁ:
o H _.-'i- 1
i e s e MR . _-}:;
] F F ® ]
¥ il Y, “ :
l 10 i e I|I i
! * H.:._ | <A
1 F *x 2
L T2

Fig. 20.

Llamando P* al vector de fuerzas correspondiente al punto A, v P al que contlene lus
fuerzas notuantes en ol nudo N, podemaos expresar:

F* Il 0 0 0 00 Fs
F¥ 0 1 00 00 Fy
o r-;-l o u‘ 1 00 0| [F]| _g.p
M# 0 -AZ AY 1 0 0 M,
M AZ 0 -AXO0 1 0 M,
M? AY AX 0 0 0 M,

. " =

F LR

Las matrices F y H son truspuestas: = H",

Consideremos nuevamente la barra que tiene sus dos nudos en sendos cuerpos rigidos,
Sea P* ¢l vector de fuerzas correspondientes al punto Ay, y P** el de las fuerzas en Ay,

a7
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El vector correspondlente o la barra serd;

| i Fy | 0 P ; Py : :
paw [ﬁ,‘ Tl {PJ = by - B, (Fy = Hy)

| - I.'T_J

La ccuacion P = K . Iy, , donde K es la matriz de rigidez de la barra en ejes estructus
rales, puede oxpresarse en esta forma:

P D,
ol wK. (2l wk M
P] {n] i

Resmpluzando en la expresidon anterior, obtenemos:

" -

st (ERE T I : [ , [*
pas Fy - 7 ulr.K_.HT.EJ_iJ = H; K Hy - DI.I =
[

W
=H} R .Kk.R. Hg. D'J

donde k e8 la matriz de rigidez de la barra en ejes locales, y R la matriz de rotacion total de
la misma barra.

L "Il |

L

Sl lamamos Ky al producio matricial Hy - R* k- R Hy

] e

Ubservemos que csla expresion estd relacionando las fuerzas actuantes en A v Aq
con los desplazamientos que se han definido en esos mismos puntos,

Podemos entonces conslderar que la barra situada entre N, v Ny se prolonga idealimen-

te l_mm ambos puntos de referencia (figura 21), constituyendo asi una nueva barra de e
poligonal que une Aj con Ay, cuya matriz de rigidez es K,

Fig. 21,
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Segiin este enfoque, todas las barras que tienen un extremao en un nudo vinculado por
un cuerpo rigido, Hegan en realidad hasta ¢l punto de referencia correspondiente (figura 22),
de modo que éste Gltimo hace las veces de nudo anico, con exclusion de todos los demds
pertenccientes al cuerpo,

H L
Fig. 22,

Esto significa que el programa debe considerar al punto A de cada cuerpo rigido como
un nudo mis del conjunto: sus desplazamicntos integran el vector de incognitas, y las seis
solicitaciones F*, M*, generan otros tantos elementos del vector de términos independien-
fes, Su coniribucion a la matrlz de rigidez total de la estructura se reallza siguiendo el mismo
procedimiento que en el caso de un nudeo cualquiera; con ln dnica diferencia de que las ma-
trices de barra que aporta son del tipo Kg.

Una vez resuclto el sistema general de ecunciones, se vuelve a considerar a los nudos
pertenecientes o cuerpos rigidos. Los desplazamiontos de cada uno de ellos se obtienen re-
curriendo a la matriz de cambio correspondiente:

D=H.D*

Siondo conocidos ahora los corrimientos de todos los nudos del sistema, ol programa
contintda sin ninguna otra innovacién.

Entre los muchos casos que podemos mencionar relativos a la utilizacidn de cuerpos
rigidos como vinculos internos, figura ¢l andlisis de tableros de puente constituidos por
un entramado de vigas longitudinales y viguetas trusversales de arriosiramiento,

S5i bien su representacidn en planta es la de un emparrillado de vigas comin (figura
23), este tipo estructural no puede ser estudiado como emparrillado plano sino como sis-
tema espacial, por cuanto las acciones internas no se producen en un mismo plano horizon-
tal.

(Planta) I - ‘%

Fig. 23,
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En la figura 24 se ha representado el corte tragversal de un tablero de esta clage, consti-
tuido por cuatro vigas longitudinales yuxtapuestas. Se trata de un caso real: es un tramo tipo
del viadueto al puerto Punta Loyola, en Santa Cruz, Repdblica Argentina.

Viga longttudinal

- — Wiguata traasveraal suparior
R Viguata trasveraal infarior

I

‘ = Pilas

ki .4115 W |

(/-

Fig, 24,

Las vigas principales, premoldesdas v protensadas, son de seeeidn cajén en la mayvor
parte de su h?llﬂ“”d; salamenie en los puntos de unidn con lag viguetas trasversales, la
seccion es maciza. El espacio entre vigas estd destinado a alojar conductos, por lo cual Ins
viguetas no abarcan toda la altura de las vigas, sino que dejan libre la poreién central; de
modo que hay dos niveles de viguetas, en vez de uno,

En el gsquema que se propuso para el procesamiento, cada viga longitudinal estaba
teprosentada por una burra situada on ¢l plano horizontal del baricentro de ln seccitn

cajon, Como en el encuentro con las viguetas la seceidn era maciza, podia ser considerada
como indeformable; por lo cual se representd n cadn uno de esos sectores como un cuerpo

rigido, como se puede observar en la figura 25.

D¢ manera que el sistema presentaba 24 grados de libertad por cada plano vertical de
arriostramiento, o sea por cada par de viguetas trasversales.

Fig, 25, Esquama do un plana vertical de arciodtramion ta,
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Como comentario, sefialemos que la primera versibn de este tablero fue analizada
proponiendo un esquema con barras ficticias rigidas, como el indicado en la figura 26,
pues atn no se disponfa de vinculos internos especiales en el programa utilizado, El tiem-
po de procesamiento fue considerablemente mayor al que demandd la versién final con
cuerpos rigidos, ya que ¢l ndmero de incognitas del sistema era cuatro veces mis grande:
en cada plano vertical de arriostramiento habia 14 nudos, lo que implicaba 84 grados de
libertad,

Faquema da un plane vertioal
¥ da arrfostramiento.

Barras fictioias an

" una paocoidn macisd.

Fig. 26.

4, LA PLACA RIGIDA

Fste vinculo interno constituye un caso particular del cuerpo rigide estudiado en el
capitulo anterior. En efecto, se trata del mismo tipo de vinculo, pero en dos dimensiones,
para ser aplicado a los sistemas aporticados planos,

El desarrollo tedrico es esencialmente el mismo que el correspondiente u cuerpos ri-
gidos, con las varlantes 16gicas en ¢l tamano de vectores y matrices, y en el nimero de gra-
dos de libertud que deben ser considerados. Por ello nos limitaremos a sefalar las diferen-
cing existentes, evitando repeticiones innecesarias,

El sector indeformable es ahora bidimensional (flgura 27), y posce tres grados de
libertad, comao toda placa en el pluno,

— i X

Fig 27,
41
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En un sistoma plano los desplazamientos de un nudo cualquiera son tres, de manera
que s¢ tienen tres incognitas por cada uno. Lo mismo cabe decir con respecto al punto de
referencia A, cuyos corrimientos A;, A,, A,, son las Inedgnitas asociadas al vinculo (fi-

gura 28),
Az
' fi:)j e
A A

— -_— Fig, 28,

Por lo tanto, si hay n nudos solldarios con la chapa rigida, el sistema general de ecu-
clones se reduce en 3.(n — 1) incopnitas.

Los vectores y matrices que intervienen en ¢l desarrollo tedrico son los siguientes:

i By . — -

&, Ay r_l 0 =AY
D= 5= D* m ﬂg Hm= 0 1 AX
by Ay | 00 1
[ = p— B
Py F¥ 10 0
P= |F, Pra= B2 F= |0 1 o0
__M_J | M*) _-&Y AX 1
Las matrices Hy y Fy se forman de la manera ya conocida, ahora con seis filas v seis

columnas,
El resto no requiere explicacion adicional,

La placa rigida resulta especialmente apropiada para el andlisis de sistemas aportica-

dos ¢on pies dercchos de anchura considerable (tublques), como el representado en la
ligurn 29,

Fig, 28
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El esguema que se proponga no debe situar los nudos extremos de las vigas sobre ol
gje de lns columnus (fipura 30,a), pues se estaria otorgando excesiva flexibilidad a los tra-
vesafios, al suponerlos mds largos de lo que son en realidad, Pero no debe tampoco despla-
zarse ¢l gje de las columnas para dar o las vigas su longitud correcta (lgura 30,b), pues
disminuye ¢l brazo de palanca de los esfuerzos normales en los postes, Ambos S UCImns
responden a unn configuracién del pértico que es diferente a la real, ¥ on ciertos casos pue-
den conducir a resuliados con errores inaceptalbles, d

El planteo correcto se logra respetando la posicion del eje de las columnas y la longi-
tud efectiva de lns vigas, para lo cual es necesario adicionar a estas Ultimas un sector de
rigidez infinita en cada extremos, o lo que es lo mismo, insertar una placa rigida en cada
unidn entre viga y columna (figurn 30,c).

Fig. 30,

Para concluir, mencionaremos otro giemplo de utilizacion de este tipo de vinculo, esta
voz de una estruciura atipica correspondiente a un caso real,

Se trata de una serie de arcos apoyados, de gran luz, formados por tres sectores de dis-
tintas carnoterfstions: un reticulado metilico en la parte superior ¥ elementos de hormigon
armado en los dos arranques. La conexidén entre esos sectores de distinto material fue dises
flada respotando ciertas exigencias arguitecténicas; en la flgurn 31 puede observarse cl
detalle de uno de los extremos del aroo,

En el esquemn que se planted, la transicidn entre el gje del sector de hormigdn y las
lincas de barmas que corresponden al inicio del reticulado fue obtenida insertando una
placa rigida, como puede apreciarse en la misma figura,
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1. INTRODUCCION

La técnlcn de construceion de tableros de puentes de hormighn pretensado por avance
en voladizo, que comenzd a desarrollarse en Alemania en la década de los anos cincuenta, se
considera hoy en din como la mis adecuada y econdmica para la construccion de puentes
con luces comprendidas entre 60 y 150 metros, habiéndose llegado con este método a salvar
vanos superiores 4 los 200 metros, como en el puente de Hamana (Japon), construfdo en
1976 (240 metros de luz), el de la 1sla de Koror (Hawai), posterior al anterior (241 m) o el
actunlmente en gjecucion en Brishane (Australin) de 270 m de vano central.

La ejecucién de estos importantes vinductos ha llevado consigo, en muchas ocaslones,
la de pilas de gran altura, pudiendo afirmarse que ests Gltimas estructuras estdn muy ligadas
al procedimiento de construccion de tableros de puentes por avanee en voladizo,

Tales pilas se enfrentan fundamentalmente con dos problemas: por un lado, deben ga-
rantizar la estabilidad del tablero durante ¢l proceso de construceidn del mismo; por otro la-
do, deben ser lo suficientemente flexibles parn permitii los movimientos horizontales im-
puestos que sufre el dintel durante la fuse de servicio del puente,

Fixisten dos tipologfas bsicas de pilas que resuelven mbs o menos satisfactorlamente
los dos problemas comentados: se trata de las pllas formadas por una “doble pantalla Mlexi-
ble vertical™ v de lus pilas ¢on “seccidn celular™.

En lo que sigue, v después de exponer la problemiticn que presenta la etabilidad de las
pilas durante ¢l proceso construetivo del dintel y las acciones de edleulo a considerar durante
¢l mismo, analizaremos con detalle las pilas con “'seccidén celular™ en viaductos con esquema
estructural tipo pértico simétrico de 3 vanos, Se utilizan para ello los programas de ordona-
dor DPIR y DPES descritos en el n” 149 de esta Revista,

{*)  Este Artfculo es contlnuacidn de lox aparecidos en los ndms. 148, 149y 152 de nuestra Revista bajo
In firmia de los mismos Auioros,
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2. ESTABILIDAD DE LA PILA DURANTE LA CONSTRUCCION DEL DINTEL

En In construceldn de viaductos por avance en voladizo, nos encontramos con una tecs
nelogia que necesita asegurar la estobilidad del tablero, hasta que por cierre en clave v em-
palme con otros voladizos se constituyan dinteles continuos.

En fase de ejecucidn, el tablero se presenta normalmente bajo In forma de dos ménsulas
sensiblemente iguales, constituyendo voladizos, cuyo equilibrio estitico plantea un proble-
ma especifico de este tipo de construccion; problema que se ngudizn cuando sus luces son
importantes y lus pilas que lo soportan tienen gran altura,

Los esfuerzos de vueleo a los que estd sometido un voladizo estin producidos por la no
simultaneidad del hormigonado o de ln colocacién de dovelas, A estos esfuerzos hay que
anudir los que provienen de las imprecisiones de la construceién (diferencin de peso de una
ménsula con respecto o otra), cargas de obra v del viento v, eventunlmente, incidentes que
pueden surgir en el curso de ln construccién (cafda del equipo mévil de hormigonado o del
nparato de colocacion de dovelas), La figura 1 obtenida de (14) ilustra lo anterlor,

En el coso que nos ocups, de pilas de gran altura, la estabilidad del tablero durante el
proceso constructivo no pusde confiarse a apoyos provisionales, de hormigdn o de acero,
como es normal en el caso de dinteles que discurren a poca altura del terreno, teniendo sho-
ri aquéllas que garantizar por s{ mismas, la estabilidad de los voladizos.

¢

TN

._1“1“‘._]__%.

t 9

11111

Viento Cargas - Dovela en
3 de obira desequibrio

1
Fig, 1, Establlidad da un tablere durants wi construcalén {14),

En estos casos es normal disponer empotramiento definitivo entre pila y dintel: por un
lado, para conseguir un empotramiento con garantias frente a las fuertes flexiones que apa-
recen durante la construccion y, por otro lado, para aprovechar de forma definitiva la impor-
tante armadura que resulta necesaria en la pila en este perfodo, de modo que se utilice tam-
bién durante la fase de servicio de la estructura pértico, empotrando al dintel y reduciendo
sus flexiones de vino,

Junto u la preocupacidon por asegurar la estabilidad de fa obra en construgeion, se en-
cuentra en estas soluciones de empotramiento definitivo el conseguir unas pilas suficiente-
mente flexibles que permitan los movimientos horizontales impuestos del dintel, de modo
CUE, Por sl cau s, no S¢ oreéen momentos Impm'mntw en la cimentacion,

En el caso de tableros largos con tramos miltiples, tendremos importantes acortamien-
tos del dintel por retraceién, fluencia debidna al pretensado y variaciones termohigroméiricas,
siendo entonces una solucion adecuada utilizar para los pilns pantallas flexibles verticales,
como en el vinducto de Chillon (Suiza), las cuales permiten movimientos horizontales del
plang del dintel, mientras empotran ol tablero frente n cargas verticales, Tales pantallag se
arriostrun provisionalmente entre 8f durante el proceso constructivo de avance de los voladi-
zos para poder asegurar ln estaubilidad de éstos,

Otra solucidn que puede utilizorse (v que es muy adecuada para tableros de tres vanos)
es In de pilas con secclon celular que empotran al tablero en los vanos centrales (que es don-
de 8¢ prosentan las mayores alturas y donde mis problemitica resulia la estabilidad on cons-
truccién), adoptande un esquema de pértico en esta zona del viaducto y dejando simple-
mente apoyado ¢l dintel en ol resto de los vanos laterales,

4G
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3, ACCIONES DE CALCULO DURANTE EL PROCESO CONSTRUCTIVO DEL DINTEL
3.1, Consideraciones de Mathivat ( 14)

En el libre “Construceitn de puentes de hormigdn pretensado por voladizos sucesivos”,
Jacques Mathivat analiza los cargns o tener presentes en I verificacion de ln estabilidad de un
dintel en construceion y las clasilica en:

Cargas normales!

— PESO DEL TABLERO, que interviene de dos formas:

® Por ¢l peso tedrico de las dovelas (peso de la doveln construfda o colocada antes
que su simétrica),

® Por laz diferencias aleatorins entre los valores tedricos de los pesos previstos en los
plunos de ejecucidn y los valores reales en la obra (diferencia de peso de dos mén-
sils),

CARGAS DE OBRA, que comprenden:

® Cargas conocidas v definidns en posicién y magnitud, v que representan el mates
fial especial que sirve para la construccién del tablero: grias, equipos moviles de
hormigonado, vigas de lanzamiento, aparatos de colocacion de dovelas, eie, Estas
cargns pueden variar y desplazarse en el curso de la construccion,

® Curgas alentorias, repartidas de la manera mis destavorable v que corresponden a
la maguinaria pequena (compresores, bombas, ete.), o los moterinles (cables de
FTﬂth‘-“ﬂMIﬂ. armaduras, eie, ) y al personal de obra,

VIENTO, que puede actuar en ¢l plano vertical del voladizo de Torma desigual gobre
las dos ménsulas, creando un momento de vueleo que se suma al de lns cargas prece-
dentes,

Cargay acelden fales:

Som la consecuencin de un incidente de consiruccidn o de una falss manlobra, Puede
tratarse de lg ¢afda de un equipo mavil de hormigonado durante ol movimiento, de la cafda
di un aparato de colocacién de dovelas prefabricadas o de una dovela misma, Al tratarse de
una accion que desarrolla su valor miximo en un perfodo de tiempo muy corto, el peso
correspondiente debe mayorarse por un coeficiente dinfmico igual a 2,

Mo se tienen en cuents, en el estudio de lo estabilldad de los voladizos, In cafda de un
ciuipe mbvil en el curso del hormigonado ni el de una dovela prefubricad o después de colo-
cudn y unida por pretensado provisional, La suspension de los equipos maviles duranie el
hormigonado, en la medida en que aquélle estd asegurnda por dispositivos mecinicos, debe
Justificarse independientemente de acuerdo con la resistencia de las diferentes piezas que
aseguran su estabilidad, Ocurre lo mismo para las dovelas prefabricadas, después de la colo-
cacidn y antes del enfilado de los cables de pretensado definitivos, frente a ln resistencia de
log dispositivos de unidn provisionales,

Evaluacion de las cargas:

En obras normales se proscribe en Francia, generalmente, multiplicar ol peso propio de
uni ménsula por 1,03 y el de la otra por 0,98 y conslderar como carga de obra una carga
uniforme de 50 Kg/m? v una carga puntual de 5 Mp (fig. 2). En (143 v (17) s¢ hacen comen-
tarios v se amplinn las idens bdsicas aqui expuestas,

A7

Documento descargado de www.e-ache.com el 21/02/2026



0= 57
| QIEﬂHn.‘mi l
IERERIRRTININIEA

; ]
H;T
0eap | 1.03 P
(EEEERERERRZILRER

Viento 22 Kgim?
Fig 2, Cargai aleatoring aplioadas a los voladizoy, Prescripeionas normales segln J, Mathivat (14).

3.2, Hipétesis de carga o considerar de acuerdo con ln Normativa espanoln

Es subldo, v se pone de manifiesto en el apartado 4.2.1 de (17), cdmo, a medida que
aumenta la excentricidad de la carga vertical que aciia en la eabeza de una pila en ménsula,
Gata aleanzn su eatndo limite dliimo de nppotumiento o de inestabilidod parn unig carga coda
ViE menor.,

En el proceso de avance en voladizo de un dintel, nos encontramos con que, en la fase
final de su construccion, la pila pasa por una situacidn eritica, al actuar sobre ellu lag mixi-
s Cargas verticales con las mayores excentricidades, Ello I'JIII.‘-I;’I.'- verae en la |L|11.Ill'h Hoque
muestra In evolucidn de ln cargn que nctin en lo cabezn de una pila y In excentricidad de
audlly a medida que avanee lo construceion del tablers del viadueto analizado en el aparta-
do sigulente de este Articulo, Por otro lado, en esta situacion, los esfuerzos debldos al viento
transversal al vinducto son miximos, al presentar el dintel una mayor superficie frente al
TSI,

En esta fase final nos encontramos con dos hipdtesis de cargn posibles: una que se pro-

duge con toda sepuridad ¥ que denominamos “hipdtesis de dovela en desequilibrio™ v otra
que puede producirse accidentalmente, y que llnmamos “hipétesis excepcional de caidn de
un carra de avance™. En lo que sigue nos relerimos o un viaducto constiifdo por dovelas
hormigonadas in situ sobre carro movil soportado por el tablero, al que corresponde el gjem-
plo que se considera en ol punto 4. Pero estas ideas pueden aplicarse al easo de un voladizo
construfdo mediante dovelns prefabricadas,

n)  Hipdtesis de dovela en desequifibrio

Tomaremos como cocficlente de mayoracion de lns cargas ¥ = 1,40, ol tratarse de una
gjecucidn con nivel intenso de contral v encontrarnos on fase de construeeion,

De acuerdo con lo que prescribe la Instruccién EH-82, Artfculo 32 (%), v segtn que el
elveto del peso propio del tablero v de la pila sea Tavorable o desfavorable, lo que a priori
nos es desconocido, tenemos que considerar las sigulentes posibilidades:

a.1) Caso en que el efecto del peso proplo de la estructura sea desfavorable, Se tomari:
yigmyl= | 40,

0.2) Caso en que el efecto del peso propio de la estructura sea favorable. Se tomari:
ylg = 0,90,

0.3) Dado que la carga permanente de peso propio es preponderante v sus electos se
compensan sensiblemente entre si, establecemos unn nueva ponderncién de estas
cargas, evaluando de modo diferente el coeliciente ¥l segin sea el electo de la
onrga:

Emm————
{*} 5o intenta realizar aqui un planteamiento do la soguridad de ln obra durante la ejecusion respectiios
en todo con la normativa vigente en Espaia, aunque debamos subrayar que este trabajo no entra on

congidernciones sabire au mayor o menor adecuscidn a la renlidad.
14
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— 5 el efecto es desfavorable, tomamos:
yig = y0/1,3 = 1,077 <€ 1,05 en fase de construceldn

Si el efecto es favorable, tomamos: yig = 0,90,

En esta hipotesis de carga se ha supuesto para el peso de los carros de avance, el cardes
ter de permanencla, dado que su posicidn y magnliud estd perfectamente definida en la mis-
ma, ponderdndose por los mismos coeficientes de seguridad que ¢l peso propio de lus dove-

lns.

De todo lo anterlor surgen las cuatro posibilidades que aparecen reflejadas en la figura

La actuacién de un viento paralele al valle que salva el vinducto en estudio, y transver-
sal a éste, supone unas nuevas verificaciones de la estabilidad de la estructura en construe-
cién, En efecto, se hace necesario analizar la pila sometida o las cargas anlefiormente comen-
tadus, que estin actuando en el plano longitudinal del visducto, y a la integral de las fuerzas

transversales de viento, que cargan perpendicularmente al mismo,

En este estudio, y de acuerdo con la Instruceién EH—82, al verificar las hipdtesis de
carga indicadas en la figura 3, combinadas con el efecto del viento, se multiplicardn los valo-
res earacterfsticos de las cargas por un factor de minoracion igual a 0,90, que refleja ol hecho
de que cuando se conslderan simultdneamente acciones de diferente naturaleza exlste una
mener probabllidad de que todas actiien con sus valores caracteristicos,

by  Hipatesis excepeolonal de calda de un carro de avance

La carga que suponen los carros mbviles de hormigonado es importante. En los casos
normales podemos pensar en carros cuyo peso puede equivaler a ln mitad del de la dovela
mis pesada que puede hormigonarse con ellos,

La operacién de movimiento de eatos carros se debe realizar eon voladizos equilibrados
y, una vez anclados al tablero, no se contempla su cafda durante la operacion de hormigona-
do v posible desequilibrio del peso de una dovela (3,1).

Sin embargo, durante el movimiento de los carros hay que prever la posible cafda de
uno de ellos. Esto supone un efecto dindmico de reaccion del dintel que, evaluado con un
coefliciente igual a dos, v de ncuerdo con 3,1, equivale en total a la actuacion negativa del
peso de dicho elemento.

Esta hipdtesis de carga o8 muy desfavorable y tiene un cardoier totalmente excepcional.
En este sentido, nos parece que la notitud mis sensata es la de extromar al maximo las pre-
cuuciones durante esta operacion y la de insistir en los mecanismos de seguridad que eviten
este accidente, En el ¢aso de que se produzen, dado su cardeter de accibn excepeional, nos
parece adecundo adoptar un coeficiente de seguridad de ponderacion de las acciones yf =
= 1,00, en paralelo al eriterio que se sigue con la accldn sfsmica,

Verificando la estructura frente a los estados limites dltimos de rotura e inestabilidad
con este coeliciente 4f, ésta no llegarin o aloanzar el colapso en el cago de producirse la cafda
de un equipo de hormigonado, habida cuenta de que la hemos verificado para los valores
caracterfsticos de las cargas varlables, contando con resistencins minoradas de los matoriales,

Seghn lo anterior, las diferentes combinnciones posibles de cargas a considerar én este
caso, aparecen reflejadas en la figura 4, habiendo adopiado los mismos eriterios de pondera-
cidn quo se plantearon en el ¢aso a),

4fl
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Dado el cardeter excepcional de este accidente, no se considerard la combinacion de es-
ta hipdtesis de carga con la actuacion del viento, ya que la probabilidad de que ambos fend-
menos ocurran simultaneamente puede considerarse nula.
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Fig. 4. Hiptesis sxcepalonal de oalda de un carre de avance, 7, = 1,00. Diferentes posibllidades,
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1.3, Execentrleldndes inlelales de la divectriz

Las cargas aplicadas a las pilas deben conslderarse que acttian con unas excentricidad es
iniciales minimas, gque cubran posibles errores de construceion y desvinciones de la directriz
debldos, por glemplo, a la persistencia de un viento dominante o a diferencia de soleamiento
de dos caras de la pila.

Maorisset en (15), al verilicar las pilas del viadueto de Magnan, considera un delecio de
rectitud de las mismas de valor | mm/m, lo que supone una excentricidad de 10 cm en su
cabeza, En el vinduetlo de Roguebrune-Menton, con pilas de 70 m, intraduce un error de ver-
tiealidad de 15 cms en cabeza, que supone unos 2 mm/m de defecto,

Mathivat en (14), da unas indicaciones para estas excentricidades minimas, considerans
do:

Defecto de verticalidad de la directriz, por ejemplo, igual o 0,5 mm/m.

— Defecto de reetitud, resultante de un radio do curvatura medio ipual a, por ciemplo,
200 veces la altura de la pila,

— Efccto térmico (gradiente lineal de 10°C entre las dos caras),

4. PILAS ALTAS DE SECCION CELULAR EN VIADUCTOS CON ESQUEMA
ESTRUCTURAL TIPO PORTICO

4.1, Objetive propuesio

En los anteriores apartados de este trabajo, se ha puesto de manifiesto la problemitica
que presentan las pilas altas de viaductos construidos por avance en voladizo a partir de éllas
y s8¢ han analizado con detalle las aceiones a las que deben hacer frente durante dicho pro-
Cesa,

Con las ideas anteriores se hard, o continuacidn, una aplicacion del método de andlisis
expuesto en el nimero 149 de esta Revista al eoso de lus pilas altas con seceldn celular en
viaductos con esquema estructural tipo pértico,

Se (rata de;

— Establecer unos griterios de predimensionamiento de tales pilas,

— Cuantificar su deformabilidad,

~ Analizar su comportamiento resistente, evaluando la importancia del efecto de se-

gundo orden en los casos de cargn mis desfavorables durante el proceso constructivo
del dintel,

— Llevar a cabo una valoracion del gasto de materiales necesarios en las diferentes pilas
verifiondas.

Los resultados del estudio se presentardn en forma tabulada, de modo que sirvan al Pro-
yectista para ol tanteo de pilas andlogas a las dadas y la valoracidon econdmica de las mismas,
lo que puede tener interés en la fase de anteproyecto y comparacion de diferentes soluclones
estructurales para un viaducto,

Comentamos en la Introducclén como el campo de luces mis corrientes para ln cons
truceidn de dinteles de hormigdn pretensado por el procedimients de avance en volad 2o

comprende los vinos situados entre 60 v 150 metros,

Con objeto de “barrer™ adecuadamente tal campo, se analizardn tres tipos de dintel,
con luces principales de 140, 100 y 70 m y, dentro de cadn uno, tres alturas de pila, de mo-
do que s¢ cubran las diferentes situaciones posibles, La geometria de los dinteles considera-
dos es similar o In utilizada en los vinductos espafoles de los Gltimos afios.

b2
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En primer lugar, se analizard, de forma detalladn, una pila de 120 m de altura, pertene-
ciente a un portico de tres vanos con luz central de 140 m (fig. 5). Posterlormente, se resu-
mirdn los resultados a que da lugar un estudlo paralelo al seguido con la pila de 120 m para
¢l resto de las ocho soluclones que se verifican.

La geometria del dintel del viaducto analizado primeramente aparece reflejada en las fi-
puras 6 v 7. El canto adoptado en la secclén de empotramiento en pila és 1/20 de la luz cen-
tral, v el de la seceldn de clave 1/50 de dicho vano,

Para las dovelas, que serdn hormigonadas in situ sobre carro de avance mavil, se ha
sdoptado una longitud de 4 metros, y el peso de las mismas aparece en la figura 7, en la que
se reflejan también el canto, el espesor variable de la tabla inferior del cajén y el drea de las
secclones gue limitan cada dovela.

Las pllas son de seceidn celular y, como dimensiones bisicas de partida, se han adopta-
do lns que aparecen en la figura 6, En el empotramiento en cimentucion se tienen unas csbel-
teces peombiricas, altura/canto, de 15 y 10, en ¢l sentido longitudinal y transversal del via-
ducto, respectivamente. El espesor de pared se supone constante a lo largo de la altura e
igual o 40 centimelras,

La seccion exterior de las pllas va creciendo desde la zona de unién con el dintel hasta
la cimentacién, El talud con que aumenta el canto de 1a pila en el alzado longitudinal del
vinducto es 1/80, v 1/50 en el transversal.

A priori, parece claro que la sltuncidn eritica para la pila se presenta durante In fuse
constructiva del dintel, cuando aquélla debe hacer frente a los esfuerzos que veremos en el
apartado siguiente, Muncionando como una gran ménsula.

Durante la fase de servicio de la estructura poriico las pilas se verin sometidas n mayao-
res esfuerzos que en construceién debido a la actuacién de las sobrecargas pero, en camblo,
se hallarin bastante mbs concclonadas v mis sujetas por ¢l dintel en su seccidn de cabeza,

Segiin lo anterlor, en el apartado 4.3 se va a parti de un determinades drea de peero en
la seccion de cabeza de la plla, que verifique satisfactoriamente el estado Hmite dltimo de
agotamiento resistente frente a los esfuerzos de primer orden {colncidentes aqui con los to-
tales) que solicitan dicha seccién en construccion.

ES

7 l 140 70
| u -I 1 1

Fig. B Alzado lengitudinal del viadusto analizado en primer lupar, gon luz principal del dintal de 140 m v pi
lng ca 120 m de alturs,
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Posteriormente, partiendo de este drea de acero que se ha prefijado, se tanteardin dife-
rentes distribuciones de armadura a lo largo de la altura de la pila, hasta conseguir una que
satisfaga estrictamente el caso de carga mis desfavorable durante el proceso constructivo,

En estu serle de tanteos, “'prucha y error de la prdctica Ingenleril”, que se realizarin con
¢l programa DPIR de este trabajo, se verificardn también diferentes dimenslones para la pila,
con vistas 4 obtener la solucién més econdmica,

En el apartado 4.5 se verificard si el armado necesario en la pila durante el proceso
constructivo de los voladizos es suficienie para las condiciones que nquélia atraviesa durante
lu fase de servicio de la estructura portico,

- Los esfuerzos reales que las pilus soportan en esta gituacion habria que obtenerlos me-
diante un undlisis que contemplara globalmente el comportamiento real de la estructura pre-
tensada del dintel v pilas esbeltas, teniendo presentes los efectos de segundo orden en éstas.

tid

Documento descargado de www.e-ache.com el 21/02/2026



=R S ECuLd Iy Lo g 2anby B U3 OpelUBsLdau CISOPELE 3P RIUIP SR ELGEWesD) Y By

i o) M
w1 30 0534 3 s ER TE L] 1 TE o] (LB 2 (B4 EZI LEI sre sk ESL ek
=) v3Hy 819 ITB  LEW  SEW LMY (59 90%  ESE  IEW LOTE SLW ISTL EEL TIPE DSWE SEEL SLBL ECEI
e hosiey, SZ® SID  SED  SEW WD ST ST  NECU LLYD 4NST ESD  LESD  L9SD UMD SISO SRS €907 oGl
T + ] ] .
= 7 A ’ i : i | i [ I z
' H L | | T E
it inja.znsn,mn|] e!s ; £, %5 ! ]
T RETL T : . '
130 ouwry | TORT  EENT  BEIT AUET  WOE ONIE WINE  LISE O SHE Zafy  TOWY ILLY  MLOS  6MS  SSeS  Z6Z% USLY 001
w000l ,_

Gh

Documento descargado de www.e-ache.com el 21/02/2026



En este estudio s6lo nos aproximaremos a dichos esfuerzos reales con un andlisis del
pirtico en teorfn eldstica ¢l cual nos proporéiona un indice, que PUEdL' considerarse ncepta-
Ble, de dichos valores,

S¢ verd que la hipdtesis pésima para la pila en fase de servicio queda sobradamente cu-
bierta por las dimensiones y armaduras elegidas para aguélla para soportar los esfuerzos de la
lase de construceldn del dintel, S6lo unn pequefin zona junto a su coronacién soporia en sers
vicio esfuerzos mis desfavorables que en el proceso constructivo y, en consecuencia, debe
armarse previendo tales esfuerzos de servicio,

4.2, Esfuerzos de disefio de la pila durante el proceso constructivo del dintel

De acuerdo con lo establecido en el apartado 3, se han obtenido los esfuerzos de diseho
para la plla durante la construccién del tablero, Como cargas de obra se han considerado una

carga repartida de 50 kp/m? ¥ una carga puntual de 5 Mp, Para cada carro de avance se ha su-
puesto un peso de 80 Mp.

HIPOTESIS (1) EXISTENCIA DE UNA DOVELA EN DESEQUILIBRIO
Caso(3) : Diferente ponderacidn de las cargos permanentes

s favorables Y,n v 0.90
deafavorables \'fu " ¥y /130 = 1.097

deHIln cabeza
B000 AXIL TOTAL
L0004 MNd,max® 1980 ¢t
3000 +
20004
1000 -
b et LaN

i 2 &0 1) 72 Be 104 120 136
longitud hormigonada del dintel

| excentricidad (m} ¥IGTENCIA DE
de la carga Ng UMA DOVELA EN
5 - DESEQUILIBRID i_,,*mm"‘*-“m-
i+ T it
1 ._i.r'l‘"w-”“-“ ﬁ."‘l
: | DI D?.— DJ',_'II-"' b .L-'\:_“-' F"*F+
"\f __“_,u-r“" YVOLADIZOS DE
1 4 \/ S IGUAL LONGITUD
z":-'h; — b b A e LS.

longitud hormigonada del dintel

Fig. B. Evolualbn de |a carga axll N._1 y o wi axeantricldad on |a eabeza da la plla, o lo largo del procedo cons
tructive dal dintal,

6
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Hipéiesis 1: Existencla de una dovela en desequilibrio,

Los diferentes casos a que da lugar esta hipdtests segin se ponderen las cargas perma-
nentes, esquematizados en la figura 3, quedan resumidos en la Tabla 1.

En las hipétesis 1.1 v 1.2 en que todas las cargas permanentes se ponderan con un mis
mo coeficiente ¥fg, la situacion eritica para la pila se aleanzn cuando tenemos en desequili-
brio Ia doveln anterior a la de cierre en clave del vinducto, en la cual la excentricidad v el es-
fuerzo axil aleanzan su valor mas desfavorable,

En la figura 8 se muestra, para la hipdtesis 1.3 en que las cargas permanentes se ponde-
ran con diferentes coeficientes yfg, ln evolucion de la carga axil Nd y de su excentricidad en
la cabeza de la pila, En ella puede observarse cémo la excentricldad de la carga vertloal va in-
crementindose o lo large de la copstruceidn del dintel v cdmo su valor va oscilando entre

dos leyes de miximos ¥ minimos, segin que exista © no una dovela en desequilibrio, La
sltuacion eritica aparece de nuevo cuando tenemos en desequilibrio In Gltima dovela, sopor-
tando la pila entonces el miximo momento flector existente a lo largo del proceso y un axil
praximo al miximo, a falta del peso de gdlo una dovela,

TABLA |

ESFUERZOS DE DISENO PARA LA VERIFICACION DE LA PILA
{Fuse final de la construceitn de los veladizod)

HIPOTESIS NORMAL (1). % = 1 40 A
SULTIMA DOVELA EN DESEQUILIBRIO” Ntiiniacs AV Gl Wl CiDw S8 R
CASO Ny (M) My (M, ) | Exe (m) de Ny
1} Ponderacién de todas las cargas permanantos
con yg = yp = 1,40 5,600 9758 1,74
2) Ponderacitm de todad las cargas permanentes
con Yy = 0,590 3625 7,052 1,98
Iy Ponderacitn do las cangag permanent gi eon!
Y = Y13 1,077 5i dea, 3,980 i7.939 4,51
Ll R J
HIPOT, EXCEPCIONAL (2) v = 1.00 de ol
“CAIDA DE UN CARRO DE AV ANCE” Esfuerzos de diselo en cabeza de pila
CASO Ny (M) My (M, ) | Exeim)de Ny

1} Ponderacidn de todas las camgas permananios
OO Frt L1 "ﬂ d ’ Im ﬂ'| 753 ll.ﬁ]ﬂ j'ln

2y Pandomcitn do tadas Ias cargas permanentes
con Yy = 0,90 a2 11,6320 344

# Ponderacion de lag Camgas pennanentes con:
Vi = 1,05 si deafavorable 3,700 19,137 517
'l Tig = 0,90 sl favorable

* D lugar o dos veriflescionos, sgdn que el pess propio de I pils ses fvomble o desfevorabla,
i)
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Hipétests 2; Cafda de un carro de avance,

La situacién criticn pura la pila se produce sl uno de los carros de avance se cae cuando
8¢ esld posicionando para hormigonar la Gltima dovels del voladizo correspondiente. En la
tabla 1 se resumen, de nuevo, los esfuerzos de disefio que, en este supuesto, actian sobre la
jrilin.

Excenricidades iniclales

D¢ acuerdo con lo comentado en 3.3, valoraremos unas excentricidades iniciales de la
directriz de la pila, que cubran posibles errores de construccidn y una diferencia de tempera-
tura entre dos caras opuesiaa de la mizma,

Segin los criterios de Mathivat, expuestos en 3.3, tendriamos;

— 0,5 mm/m de error de verticalidad, lo que supondria en nuestro caso un desplaza-
miento de 60 mm de ln cabeza de la pila respecto ol eje tebrico,

Defecto de reetitud de la alineacidn anterior,

Difereneia de temperatura de 20°C entre dos caras de la pila, lo que puede sustituirse
por un gradiente lineal de 10"C entre las mismas,

Esto altimo supondria una curvatura para cada secoidn de nuestra pile de valor:
y"' = a, At/h (x)

siendo hix) = (320 ~ X)/40 el canto de la pleza a distancia X del empotramiento,

La doble integracion de v conduce o una flechn en cobeza de 110 mm, habiendo adop-
tado para el coeficiente de dilatacion térmica del hormigén armado el valor 107°F,

El efecto de los tres términos anteriores puede venir representado por un error de verli-
calidad medio del orden de 1,5 mm/m, valor que estd de acuerdo con los errores consideras
das por Morissel en (15), va comentados.

En oste estudio se ha sdoptado un error medio de 2 mm/m, algo superior, como puede
verse, a las recomendaciones francesas,

Casos de carga o Heos

De los resultados que aparecen en la tabla 1, se deduce que el caso de carga mis desfa-
voruble durante el proceso constructivo, corresponde a la “enfda de un carro de avance™
cuando ge eatd posicionandao en la 2ona Nnal de un voladizo v a una diferente ponderacion
de los pesos de dstos (caso tercero de ln hipdtesis 2),

5o observa que el tercer caso de cargas de la hipdtesis 1 da resultados proximos al ante-
rlor, pues aunque ahora existe una mayor carga axil en la cabeza de la pila actda con una ex-
centricidad menor.

Diebe seflalarse que una reduceion de la longitud de las dovelas disminuird el peso de
¢atas ¥ de los carros de avance necesarios parn construfrlas, lo que se traduce en una rediic-
cién de lox esfuerzos de flexidn en la cabeza de la pila, a los que debe hacer frente ésta funs
cionando como ménsula, y, por consiguiente, en un nbaratamiento de la misma. Como con-
trapartida, ol ritmo de construceidn de los voladizos serd mas lento y por lo tanto aumentard
nlgo su coste de ¢jecucidn, Lo contrario puede decirse respecto a un aumento de la longitud
de las dovelas,

GH
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4.3, Verificacion de 1a pila durante el proceso constructive del dintel

4.3, 1, Efecto de lax deformaciones dﬂ"wfd.:w por fhiencla

Al oblener en el apartado anterior los esfuerzos criticos para ln pila durante el proceso
constructivo del dintel, se ha visto que aquéllos se producen cuando los voladizos aleanzan
su longitud maxima.

Ocurre que, en tal instante, las pilas han estado recibiendo carga a lo largo de un perio-
do de tiempo lo suficientemente importante como para tener presente el efecto desfuvorable
que en ellas origina la fuencia del hormigdn,

Por oiro lado, se debe anallzar la situacién en que se encontrarfan estas pilas por un
posible retraso de la unién del dintel que ellas sustentan con los adyacentes, o por una hipo-
tética suspension temporal de las obras, estudiando la evolucion de sus flechas en dicho pe-
rlodo v comprobando que no se alcanza su inestabilidad por efecto de la Muencla,

5M 6M

7™

. : L] | e

A Y VY Rlc D [EIFIGTHIT]

1.5 M _+_J_
2 DOVELAS

HOTA

1 M. 5# indica ¥l llempo  en MEGeE |
transcurrido desde ol hormigongds
de lo meccien de base de la pila

120 m

0.6 M(imener)

__\'L - L N TN g A

Fig. 8. Evolucitin an ol tlimpo de [a eonstruceldn do una “T7,
&8
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En la figura 9 se representa la evolueitn, en el tiempo, de la construccion de ln T que
constituyen la pila ¥ los voladizos del vinducto que estudiamos, Se ha considerado un ritmo
de avance para el hormigonado de las pilas, con encofrados deslizantes, de 4 m/dfn, lo que
supone un total de 6 semanas de trabajo parn In construceidn de agquéllas, Ademis, hemos
considerado un lapso de tiempo de 6 gemanas para la ejecucidn de In cabeza del tablero so-
bre pila v para ¢l montaje de los carros de avance. Finalmente ¢ ha admitido para los vola-
dizos un ritmo de trabajo de una dovela, de 4 metros, hormigonada por semana, lo que con-
duce a que éstos se construynn en 18 semanns.

5S¢ han evalundo, en la secclon de empotramiento de la pila v al final del proceso cons
tructivo de los voladizos, las deformaciones diferidas por fluencia que originan los pesos, Pi,
de los diversos “trozos” en que se ha dividido la T de la figura 9, ¥ de éstas se ha obtenido
un coeliciente global medio, ¢, de la fluencia que origina todo el elemento estructural en
dicha secclon e instante, cuya definieion es:

v =ZF.g/EP

donde @ us ¢l coeficiente de fluencia del hormigdn de la seccién de base de la pila corres-
pondiente al instante considerado v al tiempo de aplicacion de la carga F'I.

En la tabla 2 aparecen reflejados log valores que toma dicho coeficiente global de fuen-
¢, on diferentes instantes de tiempo posteriores al final de la construccidn de los voladizos.

TABLA 2
Inst ante ﬂ;mulahai diferidia en la seecibn de
empotramiento. Valor de o,
"y (final de la construceion del dintel) = ul.m;, o
i - t,_,_-l"l& I'!:H:I 0,72
_-:a ty +2 anos I 1,13
(. ? -

Evaluando, del mismo modo, el coeficiente de fluencia medio que se tiene en la seccion
de cabeza de la pila al final del proceso constructivo del dintel, obtenemos .. = 0,40.

Dada la pequefia diferencia obtenida entre los coeficientes e di lns dos secciones exs
tremus de I pila, en la verificacion que haremos a continuacion de la estabilidad de ésta en
lag diferentes hipotesis de carga recogidas en Ia tabla 1 consideraremos para todas sus geccio-
nes, como cooficiente bisico de fluencia, el caleulado para la de empotramiento.

El valor de Y5 vendrid ponderado con los coeficientes & v f#, que tienen presente | relas
cion de las cargas permanentes a las totales, de acuerdo con la hipdtesis aceptada del coefi-
ciente de Mueneia reducid o,

Segun dsta, ln evaluacion de estos coeficientes reductores & (axil de cargas de larga du-
racion/axil de cargas totales) ¥ g (momento de primer orden de cargas de larga duracién/mo-
mento de primer orden de cargas totales) debe hacerse en la seceidn mas desfavorablemente
solleltada por los esfuerzos de primer orden. En nuestro caso ésta es la de cabeza de plla, cu-
yo armado se ajustard estrictamente a estos esfuerzos (el resto de las secciones dispondrin de
un margen en ¢l momoento flector a resistir, que cubre el efecto de segundo orden que en
cllas se producird).

De acuerdo con los comentarios que ARENAS hace en (5), al evaluar estos coelicientes
wy fi, en cadn caso de carga de la tabla 1, se tomardn: para las cargas totales, los valores ma-

60
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vorados que aparecen en dicha tabla; para las cargas de largn duracién se considerarin los va-
lores carncteristicos de las mismas, afectindoles de un coeficiente de mayoracion g, = 1,15,
que es tanto como admitly una cierta aleatoriedad en sus valores caracteristicos, Como se ex-
pone en (5), evaluar & v # con los valores mayorados de las cargas de larga duracion supon-
drin un exceso de seguridad ya que, en este caso, no s6lo estarfumos contando Con que exis
te ln fluencin, sino que estarfamos considerando la fluencia que se produciria bajo cargas de
larga duracion mayoradas, cony,, = 1,56 1.6,

4.3 2 Armaduras en la pila

La seccidn de cabeza de la pila debe hacer frente, exclusivamente, o los esfuerzos de
primer orden que aparecen reflejados en la tabla 1.

Con las dimensiones Iniciales que se han adoptado para ella (fig. 5 ¥ 6) se requiere la ar-
madura que aparece en la figura 10.
|

B .4 i | 1 { | "
Neddl 1 } ,"si.r,:fl:.:w 11: eanidia DL Lk WA B 40w, BE ALTURN.
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Fig. 10, “Seccibn di cabazs de la plla de 120 m de altura” (luz prineipal del dinel = 140 m),

Como criterlo de distribucién del acero en la seceidn se ha tomado el de disponer a lo
largo del perimetro interior de la misma y de las dos caras laterales que limitan su canto en
el sentide transversdl al vigduecto una densidad constante de armadura por unidsd de longi-
tud {(cm? /ml), y en las caras laterales, exteriores, que limitan el canto de la seccion seghn el
ulzado longitudinal de la pila, una densidad de armadura doble que la anterior. El total de ar-
madura dispuesta supone una cuantias mecinicn: w = 0,34, (w = A . I',.,,M,:, 3 P

Ei la figura 10 s¢ ha representado el dingrama de interaceion de esta seecidn, indicin-
dose In situacién dentro del mismo de los tres casos de carga mis desfavorables de 1a tabla 1,
que son:

® Caso 1.1, Hipotesis normal 1, de existencia de la dltima dovela de un voladize en de-
sequilibrio v ponderacion de todas las cargas permanentes con T = e ™ 1,40,

& Caso 1.3, Hipdtesis normal 1, de existencin de la Gltima dovela de un veladizo en
desequilibrio y ponderacién de las cargas permanentes con diferentes coeficientes de
seguridad, 0,90 v 1,077, segin su efecto sea favorable o desfuvorable.

i1
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® Cuso 2.3, Hipotesis excepelonal 2, de caida de un carro de avance, incluso coelicien-
te de impncto, v ponderacién de Ins cargas permanentes con diferentes coeficlentes
do seguridad (0,90 y 1,05).

El resto de los casos de carga de la tabla 1, estin cubiertos por los anteriores.

De los tres casos de carga contemplados, ¢l 2.3 correspondiente a la caida de un carro

de avance, con ¢ = 0,21 y p = 0,21, aparece como critico por ser el mas proximo al diagra-
ma de interaceidn de la seccidn, De hecho, la armadura dispuesta en lo seceidn, se ha buses-
do de modo que cubra los esfuerzos derivados de este ¢aso de carga,

Parn ln distribucién de la armadurn a lo largo de la pila se debe proceder por tanteos,
partiendo del drea de acero necesaria en la seccidon de cabezn.

Con el alzado longitudinal ¥ transversal que se ha adoptado para la pila (fig. 11 a) la

distribucion de armadura que se muestra en la figura 11 b se verd a continuacidn que verifica
los diferentes casos de carga del proceso constructivo,

t— “ _j ¥ em? witamt[ 4330 ikom
T 1R — ' "Mh | T 1 twensi] 837 030 am,
i
.._I_-ELIIHNHJ'.
RN TRIOA
| HikiMA
| v JE B ERLIT
1 PR ETA
|
I
i I
L] Yo |
130 m. i
|
|
|
|
|
I
1
{al | i)
800 12,00 L 1Rifome dlradem

B1E :ﬂ'i: fws 023 djjal)em
Fig. 11, Alzados longitudinal y transversal alegidos, para la pila de 120 m de alturs, an ol visductoe con luz
principal dai dintel de 140 m, Armadura dispussta,

A efectos comparativos, se ha estudiado una segunda solucidn para la pila que nos ocu-
pa con un canto de 4 m en su seccidn de cabeza, seghn el nlzado longitudinal del viaducto, ¥

un eapesor de pared, constante a lo largoe de la altura de la pila, ¥ de valar 0,40 m como en el
caso anterior.

En esta solucidn se requiere un Incremento de armadura en toda la altura de la pila, res-
pecto a la que exigfa el primer disefio. Este aumento de las necesidades de acero es un {ndice

de los mayores efectos de segundo orden que se producen en esta pila como consecuencla de
sus cantos mis reducidos a medida que ascendemos por ella,

Admitiendo que el coste de una tonelada de ncero pasivo para armar equivale al de 10
m?* de hormigén v hecha una valoracién de los materiales consumidos, el segundo disefio su-
pone un 13 por 100 mas de gasto que el primero, por 1o que ha sido abandonade,

Por otro lado, en esta segunda solucidn, el coste de la armadura longitudinal es un 45
por 100 superlor al coste del hormigdn, mientras que en la solucién aceptada el coste de es-
tos materiales estd mis equilibrado (coste de acero superior en 36lo un 10 por 100 al del hor-

mighn) lo que es considerado tradicionalmente en la tecnologia del hormigdn armado como
un indice de soluclén acertada,

iz
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4.3, 3 Solicitaciones en el plano longitudinagl del viadue to

Pura lox tres casos de carga mis desfavorables del proceso construetivo, comentados en

¢l punto anterior, ¥y con las dimensiones y armaduras dispuestas en la pila, se ha procesado
éstn con el programa DPIR, verificindose qull!r-cn ninguno de los cnsos se alcanzan los estados
limites tltimos de inestabilidad de la pila, ni de rotura de susg secciones, Las resistencias cas
racteristicas elegidas para los materiales son f_, = 330 kg/em? y fog = 4.200 kp/m? {dureza
natural}, adoptando para los coeflicientes reductores de éstas lod valores ¥, = 1,50 y 7y, =
= 1,10.

En la tabla 3 se resumen los principales datos v resultados del caso E.S.IEn {(17) pueden
consultarse las tablas relerentes a los casos 1,1 v 1.3,

TABLA 3
VERIFICACION DE LA PILA DURANTE LA CONSTRUCCION DEL DINTEL

HIPOTESIS EXCEPCIONAL (2)

Calida de un carro do avance ' s }"
- CITTITTT |eanno
— CAS0 2.3 —_ -
Pandaracitn do las it T
. = ¥ina 41,05 =5 dodfavorables
::Lgn permanentos { 1’; ~08 W gty .

— Cooflclentes de seguridad
Acelonox: o= 1,00
Materialos: = 1,50, Y= 1,10

Error de vertiealidad: 2 mm/m, ‘&h m

N — - — — - . - -1
Ponderacibn | Acclén mmlianie| Momentos fleet. | Situne, ELU. ncrem. | Indices
del posa sibmo caboza de i '!_ i la secciom de | excentricidad cnvgn de
prapia pila b ; | empotramiento | transmitida por dintel | seguridad
de la pila 2y |0 — :
% Ngit}| My o (m) H i My | My My [eutm)| Myy [Myy | Mg/ mie (M /
{mi} ‘! {mtd | (mth | M i | miy My M
1,08 70019137 5,17 | 0,08 Fataklefk 593 0.436(3L438) 1L, M| SAMILIGNASIOS) 1,604 ( 1,05 1,12
0,90 ATCH1%137 517 | 0,08 Pstablah 664 Q0ATHALAM | 1,54 ) S38Q21L1540M.561) 1,63 1,04 1,140

Dre las tablas que resumen los resultados del andlisis cobe destacar que:

® S¢ ha considerado como error de verticalidad medio ¢l valor 2 mm/m,

® Se da la aceidn resultante, Hd y excentricidad que, sobre la cabeza de la pila, eferce
el dintel y las cargas que sobre ¢l gravitan,

® 5S¢ indica el coeficiente de fuencia reducido, obienido con los criterlos anteriormen-
te comentados, que corresponde nl coso de cargn que se contempla.

@ 5S¢ Indica la situacidn de estabilldad de la pila para las cargns consideradas, ¥ la flecha
que ésta adopta en cobeza,

Este tltimo valor, al haber sido obtenido con cargas mayoradas v resistencias mino-
racdas, no tiene un verdudero sentido Msico v s6lo debe ser contemplado como una
indicacitn de la deformabilidad de la pila en cada caso de carga, y como {ndlce com-
parativo con los otros casos. 83
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& Se recoge, en la seccidn de base, el valor del momento flector total y de primer or-
den, v ¢l coclente de estos dos valores, verdadero fndice de la importancin de los

efectos de segundo orden,

& Se ha determinado, mediante un método Incremental, paso a paso, el valor de la ex-
gentrigidad dltima, eu, de In carga axil actuante sobre la seccién de coronacién de pi-

In que conduce al agotamiento resistente de la pila por inestabilidad o por rotura de
una de sus seeclones, Asl, ln proximidad o lejan{a de la excentricidad que presenta

nuestro caso de carga al valor 1imite ¢, es un indice del margen complementario de
sepuridad de que disponemos (complementario, porque I seguridad bisica esti garan-
tizada o través de los coeficientes v, v., ¥, )

En la situpcidn del estado lHmite altimo, se vaelven a dar los valores del momento
flector en la seccidn de base de la pila y la valoracién del efecto de segundo orden.

@ Como indices complementarios de la seguridad que presenta la pila frente al caso de
cargn que se contempla, se dan: el cociente entre la excentricidad altima v la de dise-
fio, v ol cociente entre los momentos (lectores totales en la seccidn de base, en las
dos sltunciones anterlores.

® Fn los casos 1.3 v 2.3 en que las cargas permanentes de dintel se ponderan con dife-
rente coeficiente segln sea su efecto favorable o desfavorable, se ha verificado dos
veces la pila ponderando sucesivamenie su peso propio con los dos coelicientes, dado
que a priori nos es desconocido & éate favorece o no la estabilidad,

Para esta FHH se obtlenen resultados muy gimilares, utilizando uno u olro coeliciente
de ponderacién de su propio peso, nunque es nlgo mis desfavorable el coso en que se
minora ¢ste por 0,90, Quiere ello decir que el peso de la pila aparece en este caso co-
mo un factor estabilizador,

® De los tres cosos de carga contemplados, es erftico ¢l correspondiente a la eaida de
un cirro de avance, 2.3 (tabla 3), con un Indice de seguridad respecto a incremento
de lo execentricidad de la carga axil de un 4 por 100, Este caso de carga, que condi-
ciond el armado de la seccidn de cabeza, determina también la validez de la distribu-
cidn olegida para la armadura a lo largoe de la pila.

El caso de carga 1.3 da unos resultados proximos al anterior, con L jfeigual a 1,10

Por ultimo, ¢l caso de carga 1.1 es el menos preocupante, estando lejos de la situacidn
de estado limite dliimeo: E“!e = 2.03,
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64 Flg. 12, "Socclbn de bawe de [ plla de 120 m de alwrs”. (Luz prircipal del dintel = 140m),.
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En la figura 12 se representa el diograma de interaceion de la seccion de base del sopor
te y In situacién dentro del mismo de los esfuerzos totales (17 mis 2° orden) que se tienen
en los tres casos de carga, reflejando la importancia que en cada uno de ellos tiene el efecto
de segundo orden. Este viene a suponer un 55 por 100 del momento de primer orden, en los

casos 1.3 v 2.3 y del orden del 45 por 100 en el caso 1.1,

La distancia, relativamente importante, que s¢ aprecia en esta flgurn entre los puntos
representativos de los csfuerzos totales en la secclon de base y su diagrama de interaccion
podria inducirnos a redueir algo la armadura de la seecién de base v, en general, de toda la
pila, Olvidarfamos entonces que la seguridad que en aquélla reflejan los puntos representati-
vos de las solicitaciones respecto al dingrama de interaccion se refiere tan 86lo al agotamien-
(o de dicha secelon, Porque, como yu hemos visto, e la pila como tal la que se halla proxima
al eatado Iimite de inestabilidad, y una pequena reduccién de la armadura, al incrementar
Mexibilidad de las secclones Csurndag, nos precipitaria cn el mismo,

4.3.4. Efecto del viento

La valoracién del efecto que produce el viento se abtendrd de la “Instrueeion relativa
las acciones n considerar en el proyecto de puentes de carreteras”, que en su apartado 4.2
2.1., se refiere o esta sobrecarga climitica y del cual enfresacamos los aspectos que mas nos
intereaan en nuestro estudio y que comentaremaos:

& La nccidn del viento puede asimilarse, en general, o una carga estitica horizontal, ob-
tenida segiin s¢ indicn mis ndelante,

& Las normas que s¢ dan o continuacion, se refieren a puentes cuya altura maxima de
rasante sobre el terreno no sea mayor de 100 m.

e las pilas celulares que contemplamos en este apartado, con alturas que oscilan en-
tre 120 m y 30 m, la primera de ollas sobrepasa los limites de la Instruccion,

Atin en este caso, y dado que el objeto de este estudio no es la valoracion de los efecs
tos del viento, seguiremos aplicando esta normativi.

@ La Instruccion contempla la posibilidad de realizar ensayos aerodindmicos que per-
mitan valorar mas adecundamente los empujes del viento, ¥ lns posibles reduciones
de éstos, por formas acrodindmicas especiales de los elementos de construccion,

En el caso del viaducto que estudiamos en primer lugar, con unos voladizos impor-
tantes, de 70 m a cada lado de una plla de 120 m de altura, este estudio parece im-
prescindible v, a la vista de sus resultados, deberfamos valorar los empujes reales del
viento, observando, ademds, s se originan fendmenos vibratorios importantes que
podrian exigir estudios aerodindmicos mis profundos,

® Lu direccién del viento se escogerd de forma que se obtengan los efectos mis desfa-
vorables sobre ¢l elemento en estudio, En cualquier caso, deberd siempre considerar-
se In hipdtesis de viento perpendiculur al gje longitudinal del puente,

En lo que sigue, se considerard sistemiticamente el caso de presidn del viento on sen-
tide normal al plane del visdueto, sungue en cada situncion real de un puente en
proyecto serd preciso contemplar las condiciones locales del mismo a tales efectos.

& Il empuje producido por el viento sobre una superficie elemental de la construceion
serd igual a:

¢=P'.5

65
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slendo en nuestro caso concreto:

P = 200 Kp/m? (presidn bdsica horizontal).

¥

5 = Superficie total expuesta al viento, sepin se proyects en un plano normal a la diree-
¢ion del mismo.

De acuerdo ¢on 1o expuesto en 3.2, se ha verlficado el caso de carga mas desfavorable,
1.3 (véase tabla 1), correspondiente a la hipdtesis de “existencia de ln dltima doveln de un
voladizo en desequilibrio”, con la actuacidén simultdnen de un viento transversal a la pila v
dintel en construccidn,

El fuctor de minoracién lgual a 0,90, que afecta al valor caracteristico de lus cargas
cuando se¢ comblnan aceiones de diferente naturaleza, da lugar a

® Preslion bisica horizontal de disefio:
de = |,40(0,9. 200) = 250 Kp/m?

® HRespecto a la minoracion de las cargas permanentes y variables que actiian sobre ¢l
dintel (vénse tabla 1) y, dado que el axil actuante en el caso de carga que contempla-
mox ¢& proximo al que renlmente actia, a6lo se ha minorado por 0,90 el valor del
momento transmitido por el dintel a ln cabeza de In pila,

Creemos interpretar asf la filosoffa de seguridad en que s¢ basa la Instruccidn EH-82
cuando se reflere o estos aspectos (Articulo 32, Hipdtesis de carga),

De acuerdo con lo anterlor, se ha procesado la pila que estamos verificando, con el pro-
grama DPES do este trabajo, reflejando en la tabla 4 los principales datos v resultados del
anilisls, de la que haremos los siguientes comentarios:

® [in su zona superior se anota la accion resultante sobre cabeza de pila, que suponen
lag cargas de peso propio y lns que gravitan sobre el dintel, v ¢l efecto de la aceidn
del viento sobre el mismo,

® 5¢ ha considerado un error de verticalidad de la pila de 2 mm/m, tanto en el plano
longitudinal del puente como en el transversal al mismo.

® [in la tabla, se reflefa la situacion de estabilidad de la pila en el caso de cargas verifl-
cado, y las flechas que toma su cabeza, en el sentido longitudinal v transversal al via-
ducto,

S¢ indican también los momentos flectores de primer orden v totales, asf como la
valoracién del efecto de segundo orden, en las dos direcciones principales de la see-
cidm de base de la pila.

® Hemos procedido a incrementar sucesivamente el valor de la presion de diseno del
viento, hasta obtener una situscion de estado Hmite Gltimo, alcanzdndose ésta para
P o= 350 Kp/m?, que corresponde a un valor caracteristico del viento de 275
kp‘?m‘ te presidn dindmica.

Para esta situacion de carga se incluye en el citado cundro la misma informacién que en
el caso anterior.

Como {ndices complementarios de seguridad, se dan: el cociente entre la presion del
viento Ultima y de disefio, siendo en este caso de 1,40, v el de los momenios flectores totales
en la seccidn base de Ia pila, para las dos situaciones anteriores.

4.3.3. Constderaciones relativas a log esfuerzos transversales cortante v torsor

Se cvaltn o continuaclén la influencia que en la deformacion de la pleza tlenen los es-
fuerzos transversales que la solicitan,
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TABLA 4, VERIFICACION DE LA PILA DURANTE LA CONSTRUCCION DEL DINTEL.
EFECTO DE UN VIENTO TRANSVERSAL

Wi IH-*
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HIPOTESIS: Exixtencia de ladltima dovela en desequilibrio y metuscion del viento,
ERROR DE VERTICALIDAD: 2 mm/m, en lax dod direcciones prineipales.
Fuctor de minoracltn por simul taneidad de acciones de diferente naturaleza: 0,90,

e

Flechas en ¢nh¢nf Maomentos flectores en s secckin de bae
Sitiineifin Situne =
de: Longit. | Transv. | de la Longitudinalos Transveraales
fi fy pila Mxdl (mit) Myd (mt)
{mm} | (mm) m—— - =1
Miy | Myx | Mex/ | Myy | Mpy | Mpy/
Miy "My
Canstrueeln:
gvd = 0,25 t/m? 3445 | 1.239 | Usiable | 17474 | 28097 | 161 |30.014 | 35066 | 1,16
L. LU, por increm. Ines
de qv (qvu = 0,15) 1408 | 2249 | table (17474 30,745 | 1,76 (41,634 | 50.274 | 1,21

Indices de
soguridad: qrufgud = 1,40 Mixu/Mgy = 1,09 My o /My = 1,43

Llevaremos esto a cabo para el caso de carga que se ncaba de verificar, cuando tenfamos
lg Gltima dovels de un voladizo eén desequilibrio y actuaba un viento transversal al viaducto.
En la figura 13 se representa los esfuerzos transversales que aparecen en la pila:

® Los corlantes, segin el alzado longitudinal de la pila, (fig. 13.a) son de segundo or-
den, consecuencia de la inclinacion del gje de ésta respecto a la vertical, o causa de
las deformaciones de flexion,

® [n el alzado transversal de la pila (fig. 13.b), tenemos los cortantes producidos por el
viento que actaa perpendicular al plano del visducto, mas los de segundo orden, con-
secuencia de las flechas transversales de flexion,

 Finalmente, los torsores, (fig. 13.¢) que solicitan a la pila son de segundo orden, de-
bidos o las fuerzas horizontales del viento v a las flechas longitudinales de Mexién.

G7
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Flg. 13, Esfunrzos transvorsalos on Ie plla do 120 m. de altwira, on ol caso do camga an gue s lite D0 itima do
virla do un volpdizo on dessqullibrio v sotda un viento transversal al viaduoto,

Cuantiticoremos g continuaeion led deformaciones que originan cada una de 1aa leyes de
esluerzos anteriores:

& [n ¢l alzado longitudinal de la pila, el cortante miximo que notda en o misma se
produce en su seccidn de cabeza v vale | 66 Mp'

Este cortante es del orden del 7 por 100 del valor que da lugar a un agotamiento de
dicha seceidn, por comprosion oblicua del abma, an = (),30 !'” B, mepan la
Instruccidn EH-452,

Por otro lado, no existe problema de agotamiento por traceidon en el alma, al ser el
cortante actuante del orden del 60 por 100 del valor que absorbe por s{ solo el hor-
mighn, V=1 . bw . d (EH-82),

Tenemaos, pues, que o seecidn de cabeza, que ex |y mds solicitady por cortante longi-
tudinal, se encuentra frente a él en condiciones muy favorables, sin que ningdn tipo
de armadura sea precisa v sin que la superposicion de estas tensiones tangenciales
con las normales, debidas o 1y earga vertical, reduzean de modo H]Wﬁ:ilul?lr: it Qﬂl'”.'ll'-'i‘
dod resistente frente o solicitnciones normales,

La deformacion debida ol cortunte es diferente segin se haya producido o no la fisu-
racidn diagonal, En eate scpundo ¢aso, se pucde predecir ol comportamiento de la
pieza sepin los principios de elasticidad, utilizando la rigidez a cortante del elemento
o Nigurado, En caso contravio, las deformaciones debidas al cortante serdn suporio-
res.

Se pueden evaluar las distorsiones por cortante que se producen en el alma de las piezag
cuando existe fisurncion diagonal, a través de ln analogin de la celosia, llegaindo a una cuan-
tilicaeion de su rigidez a cortante gue, en casos nonmales, puede ser del orden del 10 al 30
por 100 de Ia rigidez no fisurada, segan la cantidad de acero dispuesta en el alma (*),

En nuestro caso, v dado el cardcter secundario del esfuerzo cortante, no es de esperar
que aparezea dicha fisuracidn.

Segun el Codigo Modelo para estructuras de hormigdn del CEB (7}, en su apartado de-
dicado al estado Hmite Gltimo de agotamienio por eeluerzo cortante, el valor de este esfuer-
zo o partir del cunl se forman fisuras inclinadas con origen en las de flexidn viene dado por:

(*) Véaso PARK y PAULAY: “Estructuras de conereto reforzade” (Editorial Limusa, 1979),
[}
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en donde;

Tra o8 funcidn do la resistencia rnk del hormighn,

K« Lé-=dimi£ 1,00 m
pL= A, /bw.d ¥ 0,02
A“ es o] dred de la armadura ep traccion,

Lu anterior expresion es vilida para miembros sin importantes fuerzas longitudinales,
En el ¢aso de que actien axiles de compresion de cierta entldad, se puede incrementar el
valor anterior multiplicindolo por un factor f, no mayor de 2 v cuyo valor se indiea en (7).

En nuestro caso, y sin considerar el efecto favorable de la carga axil existente en la sec-
cion de eabeza, tenemos un cortante de disefio del orden del 70 por 100 de Vy, ,,, no siendo
de temer por consiguiente la fisuracion disgonal.

La rigidez a cortante de la seccldén no fisuradn puede aproximarse en una piezi de hor-
migan por la expresion (7): K, = G bw . d.
e acuerdo con lo anterior, el corrimiento total debide al cortante es, en In onbezn de

ln pila ¥ en su alzado longitudinal, un 0,12 por 100 de Ia flecha por llexo-compresion, Ea de-
eir, totalmente despreciable.

& En el alzado transversal, los cortantes varfan desde un valor minimo de 213 Mpen la
seccitn de cabeza, a un miximo de 340 Mp en la de base,

De forma similar a la Hevada a cabo anteriormente, s¢ obtiene que desde el punto de
visla resistente las secclones se encuentraon sobradas respecto o los cortanies aciuans
tes sin que se precise armadura transversal.

[3e igunl modo, se comprueba que no apareee la fsuracion diagonal, siendo el corri-
miento total en la cabeza de la pila, producido por ln ley de cortantes, un 0,45 por
100 de la flecha transversal por flexo-compresidn y, por lo tanto, igualmente despre-
ciuhle.

& Por Gltimo, lox momentos torsores varian desde cero en In secoidn de cabeza a un
maximo de 210 Mp,m en la de base (fig. 13.¢)

En eatn secoldn se tlene:

El torsor actuanie es ¢l 3,6 por 100 del valor del torser que agota por compresion al
harmigdn, TILI = (0,36, I'“I cAc . h (EH-82).

La relackon (T /T , + V, f"u"“ ) que tlene en t:m.'nlu‘ I;l_ interacclon entre ol cortante
y lu torsién, toma un valor de 0,095 que es muy (nferior o lu unidad, valor miximo
addmisible segin EH-82,

Respecto o la armadura que requiere el torsor, la longitudinal es un 2,8 por 100 de la
necesaria por fexo-compresion, y ln transversal supone 1,35 em? por metro de pared
del cajdn,

Los anterlores valores demuesiran la escasa importancia que, desde el punto de vista
resistente, tienen los torsores de segundo orden que solicitan u la pila,

En cuanto a las deformaclones que estos pares originan, evaludndolas con las rigide-
cex torsionales de lns secciones no Misuradas, euyo valor viene dado por:

ke = GJ =G, (4 A2, efu)
en donde:
A, = drea envuelta por el contorno medio de Ja seccion huecn eficaz.

@ = gapesor del cajon,
u = perimetro del contorno medio de ln seccidn hueca eficaz, a6
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8¢ tiene un incremento de ln flechn transversal de flexldén que no llega al 0,01 por
100 y un decremento de la longitudinal del orden del 0,0025 por 100, valores total-
mente despreciablos.

Resumiendo todo lo anterior, podemos concluir que en este tipo de pilas los esfuer-
#os transversales presentan un caricter secundario en cuanto al aspecto resislente,
slendo mas que suficientes para resistirlos las dimensiones que aquéllas tienen como
consecuencin de las flexo-compresiones a las que deben hacer frente. En cuanto al
aspecto de la deformabilidad del elemento estructural las deformaciones producidas
por estos esfuerzos son despreciables,

4.4, Verificacion de I pila en ménsula, n largo plazo. Retraso o interrupeion de las obras

Se plantean a continuaclon dos cuestiones referentos a la situacidn en que se encuentra
una pila, una vez finalizada la construceibn de los voladizos v antes de realizar la operacidn
de “elerre en clave”, cuando se retrasun o interrumpen las obras, Descamos saber si un ele-
mento en T, terminado y dejado exento durante un largo perfodo de tiempo, podrin, o causa
de inexactitudes geométricns de ejecucidn, legar a una situacion de inestabilidad,

En primer lugar, se estudia la evoluelon en el tiempa, de la fecha que se tiene en la ca-
beza de la pila, a partir del momento en que finaliza la construcelbn del dintel,

Mod referimos a las Mechas debidas exclusivamente al peso proplo de la estruciurn en
“T", admitiendo una pequena diferencia de pesos entre los dos voladizos (0,98 v 1,03 G),

viase la figura de la tabla 5, v o un error global de verticalidad de 2 mm/m en la gecucion del
fuste,

Actuando con las resistencias caracteristicas de los materinles v con los coeficientes de
fuencia medios que se obtuvieron en 4.3, ¢l programa DPIR nos suministra las flechas que
S0 recogen ¢n la tabla 35,

Es interesante sefialar que va o los sels meses de finalizada una T, que puede ger un
tiempo normal de espera hasta que los voludizos adyacentes estén en situacidén de realizar la

TADLA 5

EVOLUCION DE FLECHAS A LO LARGO DEL TIEMPO UNA VEZ FINALIZADA LA
CONSTRUCCION DEL DINTEL (RETRASO O INTERRUPCION DE LAS OBRAS)

— Tesistoncias coractorist icas do los matorinles,

— Ponderacidn del poso propio de la pila 5= 1,00,
Errar global de verticalidad 2 mmjm,
Valofes caracter(aticos de N = 39781
lns cargas en la cabera de M = 2,950 mt

la pila & = 0,747 in
Deformaciones diferidas en la Flecha en In eaboza
Lindtaite seecin de empotramiento . de lapila
Vilor de y; {mum})
“te™ (Mnal de la construceldn
del dintel} 46 404
iy = ty + 6 mosos 0,72 432
i3 = t, +2 afios 1,13 475
t i FJ 64
0
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operucion de “clerre en clave™, podemos tener un corrimiento horlzontal del dintel por efec-
tos de segundo arden combinados con Muencio de 432 mm. Y, si en ¢l clemonto T adyacente
los factores aleatorios han actuado en sentido conirario, podemos enconlrarnos con una
aproximacion, no prevista, de unos 80 cms. entre ambos extremos, Ello, o una separacion,
sipandria una reduccian, o amplincidn, muy importante en la longitud de la dovela de elave
que, en puentes de esta envergadura v a la vista de estos resuliados, deben ser concebldas y
proyectadas contando con tales corrimientos posibles.

En segundo lugar, se verilica en condiciones de disefo (cargas ponderadas v resistencias
de materinles minoradas), la situacién en que se encuentra la pila bajo su peso proplo v el del

dintel, cuanda hipotéticamente se interrumpen las obras durante un plazo de tempo indeli-
nidao.

En lu tabla 6 se recogen los principales datos y resultados de esta verificacién, que cons

duce g una situacion de estabilidad para la pila. En o misma, ¥ al evaluar los Tactores reduc-
tores, a vy f, del coeficiente de fluencia de la pila o tlempo infinito en su seccion de cabeza,

de acuerdo con lo comentado en 4.3, resulian:

® ¢ (coclente entre el nxil coracterfstico de los corgas permanentes ¥ axil de dizefo de
lag cargas lotales): o= 1.

& { (cociente entre ol momento caracterfstico de primer orden de las argas permanens
tes v ¢l momento de disefio de primer orden de las cargas totales); g = 0,325,

Hemos considerado como valor del momento caracteristico el quc resultn de Fﬂlld‘-"
rar ¢l peso propio de los voladizos con los coeficlentes 0,98 y 1,03, que reflejan, de
modo realista, su posible inexactitud.
De todo lo anterior, ¢l coeficiente de fluencin reducido ha resultudo: @*® = 0,65,
TABLA G

VERIFICACION DE LA PILA A LARGO PLAZO, INTERRUPCION DE LAS OBRAS

— HIPOTESIS
Actuacifin exclusiva del pess propio

CASO we Lk

OmCAmERA O 1 g™ ¥ry1,0 L 105 = ol desfavorables Yt
CRIRNS PEFMANENtes { o= 09 4" & gl tavorsbles
oo K

-

Adainn  muslinneg
whea sabidn  de

Cooflclentos do wguridad i
Aceclones; Y= 140
Materfalos: 9, = 1,5 9% = Ll
Error de verticalldad: 2 mm/m
.............. e PR :
Ponderacién | Aceldn resuliante| . 1 Momentos flect, "I_.':, i:'hﬂ,:mt",hﬂ’“ Tk
ilel pesn aihre cabesa 4 i en li seccion de | loosoentrioldad dela de
propio de piln i _ | empot mmiento earga tranamitida s bl
de In Ful - g ! B » o @l alliiiel
imi} imiy | imty | My (mi} [ (mi) (Mg, Mi
1,077 191210, 44] 267 | 065 [Mstablell, 200 [1 1, 014 16, 546 | 1,40 | 4 8720420360109 1,81 | 1,82) 2,23
0,90 91210440 267 | 063 :f.nmqi,;n.a 11, 744 16,009 | 1,39 4 A7ROIS0MA19) 1,79 1,83 2,23

En la tabla 7 se verifica el caso de carga anterior combinudo con la actuacion de un
viento transversal a la estructura, obteniendo nuevamente una gituacidn de estabilidad para
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Ia pila, con unos indices complementarios de seguridad superiores a los que obtuvimos en ias
condiciones de construceidn,

Iguales verificaciones se han llevado a cabo con las pllas mis esbeltas de los prototipos
de puente de luces 100 y 70 m, que mas adelante se exponen. Los resultados, i este respec-
ta, son idénticos o los de eale caaa,

Cabe asi concluir que, pilas disenadas parn aceptar lns ncolones que engendran los volas

dizos en fase de construccién no alcanzarfan estados limites de inestabilidad si, por cousas
cualesquiera, lNegaran a quedsr exentas en el espocio durante lorgos perfodos de tiempo,

TABLA 7

VERIFICACION DE LA PILA A LARGO PLAZO. INTERRUPCION DE LAS OBRAS,
EFECTO DE UN VIENTO TRANSVERSAL

[ — |' —— -
“!:\H; lil'l'l_ﬂ il
: ni iy

i |

i1
AE“'“HH e Fomnadn s ik E
b 1
| e | '
'In Ifinshui
stigein | woe: .
Tagg = mI8 W} ::: ::::'”TI T H:‘._rll““ '.l T

HIPOTESIS: Actuneidn del peso propio y del viento,
EREGR DE VERTIC ALIDAD: 2 mm/m, en lns dos direcolones prineipales.
Minorseifin por gimul taneidad de scejones de diferente naraleza: 0,90,

Hmhutncnhzu[ Maomentos Nectores en la secelfn de hase
Situpcibn ~| Sliune. | .
ile: Longli. | Trnsy, | i la Longliudinales Transversales
rl. fT pila H.'q.d {mit) Myd imi)
imm}) | {mm} ——
M M M M M M
1% i Iy ¥
My My
Gyg = 0,25 t/m? LAS] | 1163 |Estable [10.687 16471 | 1,5 | 30,098 | 34625 | 1,15
LU, por inciem, inos
v (v = 0,4} 1320 | 2564 | uple |10.687 (20,597 | 1,93 | 47377 | 58692 | 1,24
Indices de seguridad: qvufqvd = 1,60 Miy /Mg = 1,25 Miyy/Miy = 1,70

4.5, Aproximacion a los esfuerzox de la pila en la esiruciura poriico en servicio

Los esluerzos de disefo g gue va o estar sometida lo pila en la situscion de gervicio del
viaducto, dependerin de su rigidez real, asi como de la del dintel,

Los esfuerzos debidos al peso proplo de la estructura, que en el momento de clerre en
clave del tablero someten a la pila fundamentalmente a axil ¥ a un pequefo momento por
desigualdades del peso de los voladizos, van a tender a aproximarse o tiempo infinito, por

12
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fendmenes de adaptacion plistica del hormigdn, a los que existirfun en la estructura portico
que hubiera gido construida sobre cimbra.

Nosotros, quedando del lado de ln seguridad en lo gue a la pila respecta, nceptaromos,
al no constituir este aspecto parte del nicleo de este trabajo, que dichos esfuerzos de peso
propio evolucionan hasta colncidir con los correspondientes al pdrtico gjecutado sobre
ciimbia,

Por otro lado, los esfuerzos debidos a la carga permanenie de superestructura, a las
sobrecurgus ¥ a las deformaciones impuestas, son los que se originan en la estructura con
ssuema portico.

La obtenclén de dichos esfuerzos de disefio, requiere 1o determinacién de las reacciones
hiperestiticas de la estructura, lo cual va ligado a una correcta evaluacion de la deformabili-
dad de la misma, Esto exige realizar un andlisis del dintel y de las pilas que tenga presente el
comportamiento no lineal de sus materiales constituyentes y la no linealidad geométrica en
aquéllas, aunque en la estructura portico sus efectos de segundo orden (funcionando como
plezas empotradas, rigidamente en la cimentacién y eldsticamente en el dintel) son mucho
menos importantes que en la fase de construccion del tablero (en que constituyen importan-
tes ménsulisi.

Una aproximacion a los esfuerzos reales que van a soportar las pilas durante la época de
servicio del viadueto, y que nos suministra un fndice de la validez de las dimensiones y arma-
duras elegidas parn que agquéllas verificasen satisfactorlamente ln fase constructiva de avance
en voladizo del tablero, nos lo proporciona el andlisis lineal de la estructura portico, adop-
tando para las rigideces del dintel y de las pilas lag correspondientes a sus secciones inlegras
{valores que estarin por encima de los reales, habida cuenta de la fisuracidén que tendrdn
ciertas zonas de dichos elementos por actuacion de las cargas mayoradas y considerando las
resistencins de sus materialos constituyenies minoradas).

En la figura 14 puede verse la discretizacion de la estructura poriico, a efectos de su
andlisis lneal medianie un programa ordinario de estructura compuesta por barras rectus,

[ ] 5 7 ] ] 13 1 | | i 6 i i 1] i 3 EL] ]
o 00060 0 OOO O OO BB O O
10 o I Wy =

® @
) 7|4

® @
W ¥ tu

® @®
i 0

@ @
il el s —_———— kb

W
Fig. 14. Disoretizacién del visdueto definido en la figura b para su andlisis #ldstico con ol programa RETPLAN,

La hipétesis de carga mis desfavorable para la pila en situacidn de servicio se produce
para el caso de actuacién mayorada (v, = 1,50) de las cargas del peso propio, superestructu-
ra, sobrecargn uniforme repartida en el vano central del viaducto, actuacion del “carro de 60
£ al 40 por 100 de luz de dicho vano (junto a la pila en estudio) y necién del frenado,
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En la figura 15 b, se representan los esfuerzos que solicitan a la pila en este caso, Se re-
cogen también los flectores miximos que soporta esta piln con la distribucién de armaduras
elegida en 4.3 (fig, 11) para los axiles que actian a lo largo de la misma,

HOMIKIOE DRIETHHTER AL IHIGIADRR
Fi PiGCHES O iWERTARILIDAD

19125 S IRAT R TERATE i PRATH ind

E——— R} L]
il ’Il-

EFiiGmi

Mg Bl 1

Bkid & o AR
AR MY TRNE
I il b DR

LLL L RLL

_ArUAdn
EHiTING in K| Riln

= MANIIMNE
i i e T2

LLd L RL ]

BilliATitb

COHATRUERIGH

il PEHiMA BH

T

[#1
LREA Hp 12306 0
H nill i s L : it | e et e
LAY T fiv) B mi Tt 0wt
IV pAndlinin oon ol programa DFR de asia weis | 2 b Adadlinis eldstion qon | progromas BETPLAN

Flg. 16, Comparacion antre los momentod Tiectores de diselio v roslstieos par (o piia, on las dos sltues onos
er(tlons pars d5ta; durante |n fase do conatruceidn del dintel (8) v durante la Taie de serviels de la estrueh -

i plrtico (b)),

En la mencionada figura puede observarse ¢cdmo una pila, dimensionadn para acepiar
adecundamenie lus hipotesis de cargn critica durante el proceso constructivo del dintel, se
encuentra en servicio muy sobrada desde el punto de vista resistente en toda su aliurg, ex-
cepto en una pequefia zona junto a su cabeza, extendida en una altura del orden del 3,5 por
100 de su altura total, 1a cual requiere un pequefio reluerzo de armadura respecto a la que se
precigaria por sdlo condiciones de construceian,

Aun glin tal refuerzo, esta zona de empotramiento de la pila en el dintel podria resistir
en servicio graciss o lgeras redistribuciones de esfuerzos. Recordemos, ademis, que las fle-
xlones del peso propio serdn inferiores en lo realldad a las que hemos considerado,

Hay que sefalar que la segunda golucidn estudiada para esta pila de 120 metros de altu-
ra (4.3.2), menos rigida que la solucién adoptada y desechada en relacidon n ésta, por conals
deraciones fundamentalmente econdmicas, se ha procesado igualmente con RETPLAN, ob-
tenlendo para la pila en situacion de servicio menores esfuerzos que los reflejados en la Tigu-
ta 15 b, Esta solucion de pila mas Mexible no requiere refuerzo alguno en servicio, siendo
suficlente su armado inicial, pero dada la corta zona en que la pila mas rigida requiere
(tedricamento) algin refuerzo, se lega o ln conclusidn de que este dltimo disefio sigue siendo

clarnmente preferible,

De los esfuerzos que proporcions RETPLAN para la pila elegida deducimos, a partir de
los diagramas momento-curvatuta, que el 22 por 100 de su altura junto a la zona de cabeza,
v o sulrir fisurneidn,

14
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Se ha evalundo el incremento de momento flector de segundo orden que se tiene en la
pila en la fase de servicio a partir de los axiles y corrimientos que proporeiona RETPLAN,
obtenléndose los miximos valores en secciones situados entre el 60 y el 80 por 100 de su
altura, sin que dichos esfuerzos aleancen el 5 por 100 del momento de primer orden, Esto
confirma la menor importancia del efecto de esbeltez de la pila en fase de servicio, como ya
habiamos anunciado (recudrdese que en la fase constructiva se tuvieron ofectos de segundo
orden que superaban en la seccidn de bage ¢l 50 por 100 del valor del momento de primer
orden) v ¢omo, atn contando ¢on estos efectos de segundo orden, nog encontraremos lejos
de los mAximos momentos que han sido resistidos por la pila en la fase de construceion
(Tig. 15 b).

El sumando que mas influye en la ley de momentos de disefo representada en la ligura
15 (1) es ¢l efecto del peso proplo del puente, que supone un 62 por 100 del momento que
tenemos en la seccidn de cabeza v un 60 por 100 del existente en el empotramiento en ci-
mentucién,

Respecto a la ley de flectores que origing en la pila o deformacitn impuesta que sufre
¢l dintel, debe sefalarse que es de signo contrario a la que produce el peso proplo del puen-
te,

Se ha evaluade la situacidn pésima para n pila, de momentos flectores de signo contra-
rlo g los que aparecen en la figura 15 b, que son originados por un scortnmiento del dintel
de 0,5 mm/m, por la actuacién de la sobrecargn repartida en todo el primer vanao lateral, con
¢l carro en ln posicidn mis desfavorable de dicho vano y la fuerza de frenado, como cargas
que dan momentos del signo deseado, Y, como momento compensador, solamente se ha
considerado el de In superestructura, suponiendo que nos encontramos en la lase inicial de la
vida de servicio de la estructura partico y que el peso propio de ésta, al no haberse ain desa-
rrollado ln adaptacion plistica, apenas colabora a contrarrestar los otros momentos.

También estn hipdtesis de carga conduce a esfuerzos de disefio que son perfectamente
resistidos por la pila,

En la figura 15 a, se comparan también los Mectores de disefio que se tienen en la plla
eleghda durante la construccion del dintel y en la situacién eritica de cafda de un carro de
avance, caso de cargn 2.3 (véase tabla 1), en relacidn o los miximos momentos resistidos pa-
ra los axiles actuantes, observindose lo ajustada que se encuentra la pila en su zona de cabe-
za, La zona de la base se encuentra mis lejos del estado limite dltimo de agotamiento resis-
tente, pero sus dimensiones y armaduras no pueden reducirse, pues resultan estrictos para
rigidizar la pila frenie al estado Ifmite dliimo de inestabilidad, Cabe recordar que tal estado
se alcanza con s6lo un Incremento de un 4 por 100 en la excentricidad de ln carga tranamiti-
da por el dintel (tabla 3), representando con linea discontinua en Ia figura 15 a la ley de
flectores existenies en el instante en que se produce la inestabilidad de la pila,

4.6. Disefio ajustado de diferentes pilas para varias luces del dintel

De acuerdo con los objetivos sefialados al comienzo de este apartado, se proyectan a
confinuacidon un conjunto de ocho pilas mis y de diferentes secciones ¥ alturas, perteneciens
tes u tres dinteles tipo, que cubren el campo de luces normales de aplicacién del procedi-
miento constructivo de avance en voladizo, Los resultados del estudio so ofrecon en forma
tabulada, de modo que sirvan de ayuda y orientacién en el encaje de este tipo de pllas,

H
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Fig, 18, Alzados lengitudinales de lox tres dinteles camidarados, Eﬁl‘l wiifion principales de 140, 100 y 70 m,

El esquema estructural elegido es el do portico simétrico de tres vanos, habiendo toma-
do parn ln luz del vano central los valores de 140, 100 y 70 m (fig, 16), La geometria detalla-
da de los dos nuevos dinteles considerados (100 y 70 m) v los esfuerzos de diseno pésimos
fue se tienen en ln cabeza de In pila que los estabiliza duranic su proceso constructivo, en los
diferentes casos de carga que se verifican on éste, pueden consultarse en (17).

El estudio que se realiza en cada pila sigue los criterios marcados en la ya disefiada, de
120 m de altura, y pertencciente al visducto con luz principal de 140 m, habléndose verifica-
do parn este mismo dintel otras dos alturas de pila: Una de 80 m con seccidn variable v otra
die 40 m con drea de hormigdn constante,

En el dintel de luz principal lgual a 100 metros, se estudian dos pilas de seccidn variable
con alturas de 20 v 40 m, v osta altima, adems, con lo virionte de seccldn constante.

Finulmente, en ¢l dintel con vano contral de 70 m, verificamos una pila de 60 m de al-
turn, con seccldn tanto variable como constante, v otra de 30 metros de drea constante,

d.6.1, Predimensionamitenio vy defintcian de fas pllas analfzadas

En o figurn 17 se resumen los criterios que se han seguido para establecer las dimensio-
nes ¥ armaduras de las diferentes pilas estudiadns,

® ] canto de la pila en la zona de cabeza es funcidn de la luz del dintel que debe esta-

bilizar durante la fase constructiva de éste, La relucion L/25 a L/30, siendo L la luz
del vano, conduce o buenos resultnd og, como veremos o continuacidn,

fa
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S¢ ha visto, por otro lado, para la pila de 120 m de altura, cdmo un intento de dismi-
nuir ¢l canto por debajo de los valores anteriores condufo & una solucion mis costosa,

& El ancho de la pila en su coronacién se hace coincidir ¢on el de la seccion cajén del
dintel.

#® [l expesor de la pared del eajon que constituye ln pila, se mantiene constante a lo
largo de su altura, ¥ se determina de modo que, para el caso de carga mis ¢|r-‘ﬂfn'-’ﬂr1}'
ble durante el proceso constructivo (que como se ha visto corresponde a la hipotesis

de caidn de un carro de avance y diferente ponderacion del peso propio de los vola-
dizos), se tengan momenios especificos: p= M, /A__T_, . h, en la seccidn de cabeza
del orden de 0,20,

Obtenidas las dimensiones de estn seccidn con los anteriores supuesios, tenemos que el
momento especifico p 2-3 correspondiente al plano dltimo de deformaciones que separa los
dominios 2 v 3 de rotura (planos con curvaturn mixima) toma en el caso de los dinteles os-
tudindos loy siguientes valores;

L = 140 m = jig 5 = 0,26
1- = lﬂﬂm-‘-ﬂj_a - 0.2'?
L= 70m =y q = 0,25

S¢ observa que en los casos normales tenemos secciones de coronacion de pilas con un
momento especifico p, 4 de valor parecido.

Sabemos que ¢l plane de deformaciones dltimas a que nos estamos referlendo corres-
ponde a roturas con importantes deformaciones de aviso, o sea, con comportamiento dictil
de la seccitn, Por otro lado, se encuentra proximo a los planos Gltimos en que la secc N ress
ponde con flector miximo, dominio 3 (fig. 10}

Dimensionando, pues, la seccidn de cabeza de las pilas con los eriterios anteriores, en ¢l
caso de carga que resulta eritico duranie el proceso constructivo del tablero nos encontra-
mos por debajo de la 2ona en que agquélla responde con el miximo momento (fig, 10),

Ello supone gue, en la situacidn de servicio, cuando aparezea un incremento de axil dis-
pondremos de mayor momento respuesta en la seccion, lo que es claramente favorable para
¢l fendmeno, ya expuesto de posible necesidad de reforzar la armadura de la cabezn de In pi-
ln en lns condiciones de servicio,

& [ criterio de distribucion de la armadura en la secclon (fig, 17), es el deserito al de-
sarrollar el estudio de la pila de 120 m de altura (reflejado en la figura 10),

El drea de acero necesarin en la seccidn de coronacidn se obticne de modo que &sta
verifique el estado limite Gltimo de agotam iento resistente en el coso do carga critic
ca del procesa consliieiivo,

Este caso de carga nos define, también, 1o cantidad de scero precisa a lo largo de la
altura de la plla, Tanteamos, para ello, diferentes distribuciones de acero con drea
constante o con variacion lineal ereciente hagia 1o base, husta determinar aquélla que
conduce a condiciones estrictas de estabilidad.

& Por altimo, el criterio que se adopta para el taluzado de las pilas se justificard en la
parte final del apartado, ol referirnos a los materiales utilizados en aguéllas,

e
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Fig 12,

En la tabla 8 aparece la definicién geométrica y de armaduras de las diferentes pilas que
s¢ unalizan, de acuerdo con los criterios de dimensionamlento comentados,

Al definir las armaduras de las secciones de cabeza y base de la pila, se indica ¢l drea to-
tal de acero dispuesta en cada una, 1a cuant fa mecinica w v las barras que son equivalentes a

la armadura procisa,

Se dan, en primer término, los redondos que es necesario disponer junto a las caras
principales de la secclon (que delimitan el canto de la misma segin la flexién longitudinal
del viaducto) v, en segundo término, los redondos que van junto al resto de las caras (véanse

flguras 10y 17,
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Esta equivalencla en barvas solo pretende ofrecer un indice fisico de la densidad de la
armadura precisa en estas pilas, sin intentar dar la solucion real que debe adoptarse y sin en-
trar en el tema de empalmes de armadura,

Se debe afadir, finalmente, que los materiales considerados en todas estas pilas, tienen

las siguientes resistencins y coeficientes de seguridad:

Hormign: £, = 330 Kpfem? | &, = 1,50
Acero: £, = 4.200 Kp/em? . 7y, = 1,10 {dureza natural ),

Se ha contado, ademas, con la reduccidn del 10 por 100 en la resistencia del hormigon
por llenado vertical,

TABLA 8

DEFINICION GEOMETRICA ¥ DE ARMADURAS DE LAS DIFERENTES PILAS ANALIZADAS

Luz | Altura | Seccidn| Dimensiones (m)| Espesor|  Area (m?) Armadura total en la seceidn de:
princip, | de nlo | exterioresde | const, de la —
del pilas | lamga | I seccion de! de seceitn de: Cabeza Haxe
dintel de la pired : : i
(m) | (m) | altura | Cobezn| Base | (m) |Cabeza | Base |Afem?)| w | Baras |Afem®) | w | Baras
h, x by | hy x by equival. aiqu ival,
120 [Variab, [Sx7 |Hx12 040 | H96 | 1536 | 1574 | O34 |$32al5) 1LB30 0,23 ¢432a2]
¢ 32430 $32042
1} B0 | Warab, |5x 7 Tx 10 0,40 106 | 12,96 | 1.574 0,34 & 1,574 0,23 h32aZl
$32042
dd |Const. |5x7 |5x7 1,40 A9 B9 | 1,574 {1,34 b 1.454 0,40 $432a12,50
hI2ud b
W | Variab, | 3,5x6,5 6 x 10 0,35 6,51 | 10,71 | 1124 033 | 25all 1124 flial?
¢25a22 0,20 | 25034
100 A0 | Variab, | 3,5x6,5) 4,58 045 | 651 826 | 1,124 | DA ¢ 1124 [ 0,26|¢25013
B 25026
40 | Const, |3,546,5 3.5%6.5|. 0,35 | 6,5] 6,51 | 1,124 | D33 ¥ 1.582 | 046 425475
plials
60 | Variab, |2,5x 5|4 7,5 | 0,30 | 4,14 | 6,5 598 | 028 |¢25al8 pliald
¢25a30| 9 |017 435046
70 60 |Cons, [2,5x5|2,5x5 | 030 | 4,04 | 4,14 598 | 028 ™ 1638 | 0,76|4320 9
R RE:
30 |Const. [2.5x5)2.8x8 | 0,30 | 4,14 | 4,14 598 | 028] " 9% | 045 $25a 9
$25018

'd.6.2 Valoracion de los efecios de sepundo orden e (ndices de seguridad en las diferentes
pitas analizadas

Paru los cusos de carga criticos del proceso constructivo del dintel, y siguiendo los pa-
508 dados en 4,3 para la pila de 120 m de altura, s¢ han procesado las diferentes pilas defini-
das anteriormente, ¢on los programas DPIR y DPES descritos en el n® 149 de esta Revista,

En ¢l Apéndice Nim, 3 de (17) se recogen los resultados que se tienen én cada pila ana-
lizadn, resumiendo en las tablas 9 ¥y 10 log valores mas interesantes,
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TABRLA %

VALORACION DEL EFECTO DE SEGUNDD ORDEN EN LA SECCION DE BASE DE LAS
DIFERENTES PILAS ANALIZADAS

Relacitm entro ol momenta tolal ¥ ol momento de primer orden en ol caso de canga mis desfaverable de
cada una de las hiphiesis verificadas en consirueeitn

SITUACION DE:
Indice de
Conatruecion ELU. por incremento seguridad
Luz principal Alturn {e4) de In excentricidad de oy /e4
del dintel de pilas In cargn transmitida
{m) im} por el dintel (g, )
Hipétesix do: Hipditesix di: Hiphiosis do:
Dovela s | Caida de | Dovela en | Calda de | Dovela en | Caida de
desequilib. | un carre | desequilib. | un earo  |desequilib. | un cano
120
goce. Varla| 1% 1,54 1,71 164 1,10 1,04
140 4 1,27 1,27 1,37 1,34 1,14 1,10
Sece.Varfn | : ¥ ;: 4 g
40
Sece. Cte, 1,11 1,11 1,17 i,17 1,16 1,07
90 ;
Sace, Virdi 144 1,44 1,57 1,52 1,16 1,02
100 o 1,12 1,12 1,17 l16 1,23 106
Seco. Varfn| ' I ' g A
0
Soce,Cre, | 117 1,18 1,23 1,22 1,17 102
60 1,34 1,33 1,42 1,40 1,15 103
Sece, Yaria| 7 ' - ! !
0 © lres g0 | 1m | e | 14 | L0
Seco. Cte. o ; ! . v !
P ol e s | s | e | a8 | 106
Secc. Cte, d it s ! g
o |

En la tabla 9 v para la flexién longitudinal de In pila {(debida o cargas contenidas en el
plano del viaducto), se valora la importancia del efecto de segundo orden en las secciones de
empotramiento en cimentacion de las diferentes pilas, suminisirando la relacion entre el mo-
mento total y el momento de primer orden en lns mismas. De ella podemos destacar:

® Queda claro como, o medida que disminuye la altura de o pila, el efecto de su esbel-
tez os menos importante,

® [ste efecto, en los pilus mids esbeltas, supone incrementos de momento que pueden
superar ol 50 por 100 dal Nector de primer onden,
80
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& En el caso de carga critico de cafda de un carro de pvance, el indice de seguridad
complementaria que tenemos regpecto a un incremento de la excentricidad de la car-
g transmitida por ¢l dintel, e /e , se aproxima a la unidad, de acuerdo con lo esta-
blecido en 4.3, donde se explicsd que la distribucidn de armadura de la pila se obte-
nia buscando un pjuste estricto a eate caso de carga.

® En las pilas de 40 y 60 m de altura, en que se han verificado dos soluciones de see-
cién de hormigdn, constante o varlable, se observa como mejora de Torma notable el
comportamiento de la pila con seccién varlable,

En li pila de 40 metros, se tienen incrementos del efecto de segundo orden del 5 por
100, al pasar de la seecion varlable n constante, subiendo tal Incremento del momento de
segundo orden hasta un 30 por 100 en la pila de 60 metros de altura,

En la tabla 10 se valora el efecto de segundo orden en las dos direcclones principales de
lu seccidn de base de las dilerentes FHEH, pard el ¢aso e cargn en que se encuentra en dese-
quilibrio la ditima dovels de un voladizo y actda un viento transversal al viaducto. De su ob-
servacion podemos destacar gue:

& Vuelven a ponerse de manifiesto las conelusiones obtenidas de la tabla 9,

® El efecto de segundo orden en cuanto a flexién transversal de la pila tiene bastante
menos Importancia quie en la fexién longitudinal.

Fl lncremento de momento transveraal por efecto de la esbeltez es del orden del 5 por

100 del de primer orden en pllas de hasta 50 m, ¥ del 10 por 100 en pilas de hasta 100 me-
tios,

® El indice complementario de seguridad que se tiene en las pilas, respecto a la situa-
cién de estado limite Gltimo por incremento de la presién ejercida por ¢l viento, so-
bre el valor de diseno que proporciona la “Instruccidn relativi a las nociones a consl-
derar en el proyecto de puentes de carreteras”, supera o iguala el valor de 2 en ocho
de las nueve pilas verificadns y adopta el valor de 1,40 en la pila de 120 m de altura,
en la que los efectos de segundo orden en el plano transversal al puente aleanzan
magnitudes del 15 al 20 por 100 de las corfespondientes o las Mexiones de primer or-
den. Todo lo cual es {ndice de que, para alturas de pila semejantes y superiores a 120
m, la accién transversal del viento (con sus efoctos estdticos y dindmicos) va a resul-
tar determinante én su dimensionomicnis,

Por el contrario, ¢n pilas de menor altura el {ndice de seguridad complementario ascien-
de a un minimo de 2. En un proyecto real, cabri plantearse aqui una reduceidn de la arma-
dura en lns carns transversales, pero nosotros buscando no introducir mas pardmetros de va-
rincién, continuamos con el esquema de distribucion de barras dentro de la seccion antes ex-
puesio,

4.6.3 Relacton de materiales utilizados y costes en las diferentes pilas analizadax

En ln tabla 11 se recogen los materiales estructurales en pilas y dintel que son necesas
rios por m? de éste, en los diversos viaductos considerados,

En primer término, se reflejan los valores que se utilizan normalmenie en estos tableros
de neuerdo con la informacién obtenida de las publicaciones de la Asociacion Téenica Espas
fiola del Pretensado titulados “Hormigén Pretensado: Realizaciones espaiolas™,

Se ofrecen  continuacién, también por m? de dintel, los materiales necesarios en las
pilas dimensionadas segin los criterios proporclonados en I figura 17 de este Artfeulo, din-
dose finalmente la relucién entre ¢l coste total de la armadura longitudinal ¥ el hormigén
utilizado en éstas (se ha supuesto que el coste de una tonelada de acero corrugado para ar«
maduras pasivas, es 10 veces el coste de un m* de hormigén), 1
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TABLA 10

EFECTO DE UN VIENTO TRANSYERSAL
YALORACION DEL EFECTO DE SEGUNDO ORDEN EN LAS DOS DIRECCIONES
PRINCIPALES DE LA SECCION DE BASE DE LAS DIFERENTES PILAS ANALIZADAS
Relaeidim entre los momenton oialer y los de primer arden, on el easo do cnmga mbs desfwvorable de In
hipditesis de construceitn en que existe Ia dltima dovels de un voladizo on desequilibrio v actis
simuilitanemente el vienio

SITUACION DE;

Lo sl niceion E. LU, por increments de presin

Luz principal Altum de | Secclbn | (g, = 250 kp/m?) ejercida por el vienio (g,,,)

del dintel il a li largo |
{m) {m) de ln altura| Momentos fectores | Momentos fectores | Indice de
......... e geguridnd
Longitud, | Tranwersal | Longitud, | Tranwveral  dy, /gy
Myx/Myx| Mey/Myy | Myl | Meyy/
Mixu | Mivuy

130 Varluble 1l 1,16 1,76 1,21 1,40

140 20 Variable .27 1,10 1,34 1,12 2,00

40 Constan. 1,11 | 05 1,13 | f15 240

i Yarlable [ .04 1,68 1,18 200

100 i} WVirinble 1,11 1,03 1132 103 4,20

A Constan, 1,16 1.0 1,21 104 3,20

sl Yariable .33 .06 I,50 1,10 2,60

0 il Conatin, 1,60 [, 10 .76 1,13 2,20

In Comat an. 1,13 103 |18 |04 a0

Do los datos que aparecen en la tabla 11 podemos destacar:

® Para ol dintel de 100 m de vano central y en las dos soluciones dadas para la plla de
40 m de altura, se tiene que ¢l incremento de c¢oste en materiales de la solucién
constante respecto a ln de seceldn varlable es un 6 por 100,

Parece claro que en este coso, y desde un punto de vista meramente econdmico, es mis
interesante la solucion de seccidn constante, dado que el incremento de coste que supone
construir ln pila de secclén varlable va a ser probablemente superior al ahorro que se tiene en
inateriales,

Por otro lado, para estas alturas de piln hemos visto en las tablas 9 v 10 que el efecio de
51-'-8'-1"‘-['3 orden no cs m uy imporianie,
@ Para las dos soluclones estudiadas en la pila de 60 metros de aliurs, tenemos ahora

que el incremento de coste de los materiales en la pila de seccidn constante respecto
iG] uelia en que varia, o8 de un 30 por 100,

Lo anterior, junto al hecho de que en la pila de seccidn constante los efectos de segun-
do orden son bastante mias importantes (un 30 por 100 superiores) que en el coso de seccidon
virriable (o sea, lo pila de seccldn constante es notablemente mis deformable y praduce co-

s
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rrimientos en cabeza muy superiores a los de la de secelén creciente hacia la base), nos incli-
nan en este caso a adoplar esta ltima solucién. Ademids del mejor comportamiento de la
pilu, parece elaro que el incremento de coste que supone la seccion variable puede compen-
sarse con ¢l ahorro que se tiene en materiales,

De los dos puntos anteriores s¢ deduce la recomenducién que aparece en lu figura 17
respecto a este tema: La altura de 50 metros es un valor a partir del cual parece conveniente
utilizar secclén de pila variable. Con independencia de lo anterior, esti la consideracion
estética de que pilas de cierta altura resultan mis armoniosas con canto ligeramente decres
ciente desde base 4 coronacion.,

TARLA 11
VALORACION DEMATERIALESUTILIZADOS Y COSTES EN LAS DIFERENTES PILAS ANALIZADAS
M.tuﬁd" irmilinents - Mt exinles utlilzados Relacion de coste:
Luz utilizados en estos tableros, Altura de | en pilas, por m?
principal porm® pilas de tablero Armad. longlt,
del dintel (im) g
{(m) M'de | Kgude | Kgu de M* de Kga de Hormigdn
hormigin | noero neem hormighn | #oero (1)
paxivo activo sk
120
7 95 '
Sece, Varin B Lo
0,80 a0 a0 i 0,52 59 1,13
i ! Seee, Varin) '
40
Kk Ch. 0,21 33 1,51
a0
Baad Vi 0,07 il 103
4002) 149
100 0,70 H5 33 R 0,26 1] i,
A40{1)
Seoo, Cto. 0,23 # 1,63
60(2)
Sece, Varia 0,48 a3 0,48
. 60(2)
70 0,60 A0 k1] Sace, Clo, 0,37 40 2,14
30
| 4%
Bac, i 0,14 28

{1788 i supuesto que ol costo de una tonelada de acero cornugade para armadirie pasivas, 08 10 vacon ol conle de uf i do
harmigdn,

{2y Relaeldn entm ol costo wial do los maloriales,
harmigdn y acens, en las sehidiones de pils con
seccidn oonstante y variabla,

Fila do 40 m —=1,0ik
Piln de &0 m —+1,30

LE]
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® En la tabla 11 se observa que en las cuatro “pllas altas” consideradas, con alturas
superiores a 50 m, y de seceidn variable, los criterios de dimensionamiento de Ia
figura 17 conducen a soluciones en que el cosio de la armadura v del hormigén
eatin equilibrados, Aspecto que, como va s comentd, puede considerarse como un
indice de solucidén econdmica v proporcionada,

® Para la pila de 90 metros, ¢ consime de materiales en ésta se encuentra proximo a
los valores utilizados en el dintel,

En la pila de mayor altura disefiada (120 m) ¢l consumo de materiales, hormigon v ace-
ro pasivo, por m? de tablero, supera los valores utilizados en In construceldn del dintel, Ello
justifica la importancia de un estudio a fondo, como se ha intentado en este trabajo, del ele-
mento pila, y pone de manifiesto ¢l error que subynce a la idea, mantenida por muchos inge-
nigros, de que el esfuerzo de proyecto que necesitan y merecen las pilas es claramente infe-
rlor al requerido por los dinteles.

Cueda clare, pues, que en este tipo de “pilas nltas™ (y sin necesidad de insistir mas en la
primordial funcién resistente de las mismas) el consumo de materiales es un factor econdmi-
co de primer orden, que influve de forma notable en el coste del m? de puente terminado,

3.  REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Indicadas en “Homigon ¥ Acero n® 148",

Nueva Publicacién

Colncldiendo con el desarrolle de la “Campafia de seguridad en la construcclén™, que
se realiza con el objeto de mejorar lag condiciones de trabajo en este Sector tan especialmen-
te castigado por los accidentes, el Instituto Nacional de Seguridad ¢ Higiene en el Trabajo,
del Ministerio de Trabajo y Seguridad Social, ha editado una publicacién titulada “Redes de
proteccion y sus slstemas de fliacion™, que es el resultado de las tareas del Grupo de Trabajo
n® 7 de la Asocincién Internacional de la Seguridad Social (AISS),

Es evidente que las caidas de altura y la cafda de objetos, producen cada afo un eleva-
do ntmero de accidentes laborales graves e incluso mortales, que pueden evitarse en un Im-
portante porcentaje con ¢l uso generalizado de las redes de proteceion.

En el texto que se comenta, se recogen unas normas relativas a dichas redes y sus siste-
mas de lijacion, para su correcto empleo en las obras de construccion, normas que han sido
redactadas a partir de la documentacién existente sobre la materla, las experiencias de utili-
£ucion aportadas por los participantes y las pruebas realizadas en relucién con las mismas por
diferentes Entidades de los pafses representados en el citado Grupo de Trabajo n® 7.

Con ¢l fin de que esta publicacion pueda ser de utilidad prictica inmediata para la pre-
veneion de los riesgos en Ins obras, s¢ han incluido una serte de fichas téenicas de utilizacion
de las redes y sus sistemas de fijacién, para algunos tipos de obras, marcando asf una pauta o
madelo para lo elaboracion de nuevas fichas de utilizacidn de redes relacionadas con otros
trabajos de la construccién,

Los interesados en esta publicacidn, de 94 piginas, numerosas figuras y ocho fichas
téenicas, deberdn ponerse en contacto con D, Fernando Monar, Cf Torrelaguna, 73, 28027
Madrid, Ttho.: 403 70 00,
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457-3-16

Teoria y practica, convencioén e historia.
Los esfuerzos hiperestiticos de pretensado(*)

dJuan Mureia Vala,
Dr. Ingeniaro de Camined

Leds, Clongias Matamitions
Leds, Goografin o Historia

Es bien conocida la historia del hormigén pretensado, resultando verdaderamente atrac-
tivo y, mas ain, apasionante, como una (éenicn que en sus origenes se plantea para superar
unos problemas derivados de la del hormigdn armado se resuelve mds tarde en logros sor-
prendentes en cuanto o la envergadura y los tipos de estructuras y los procedimientos cons-
truictivos que ln propia téenica del pretensado consigue,

Su proceso historico se nutre de intuicidn, prictica y teorfa. Si nos referimos a la téoni-
¢a del pretensado en general, ya se sabe lo antiguns que son su intuicidn v su prictica, no
teorizadas entonces,

En el origen del hormigdn pretensado, ul que Ifneas antes nos referiamos, se combinan
tumbién estu intulcldn y esta practica, por eierto fallida esta Gltima, o partir de fos mismos
maleriales del hormigdn armade (lo cual fue, en pringipio, su fracaso pero a la larga fue su
gran victoria, puesto que se puede pretensar hormigdn de formas diferentes que mediante ar-
muduras de neera),

Y esns Intulcidon y practica primigenias se tornan mis adelante en una prictica y unn
teorfa en relacion dialéctica, pero donde la prictica suele ser el punto de partida. En ese ca-
mino existe un momento en que puede hablarse ya del paso de ln prictica a la téenlea del
hormigdn pretensado.

Dentro de todo este curioso, aungue no tan infrecuente, proceso es interesante exami-
nar la teorfa del andlisis estructural del pretensado, lo que horemos o continuacion en torno
de los famosos esfuerzas hiperestdticos de pretensado, Nos cefiiremos ul habitual pretensado
medignie armaduras tesas o armadurns netivas,

® Conferencin pronungiads en el Instituto Eduardo Torrojs el juever 24 de moyo de 1984, organkzadn por
In AT .EF, ¥ an coluboracion ol LET.e.e,

1
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Comencemos por lo que puede llamarse aceidn o acelones del pretensado, En principio,
es sencillo comprobar que consiste en un slstema de corgas sobre ln estructura de secelon
neta de hormigdn, compuesto por unas fuerzas P concentradas en los anclajes y unas repar-
tidas p(x) aplicadas a lo largo del trazado de la armadura activa, Estas cargas no son conoci-
das de entrada, puesto que lod Gnicos datos directos son lus fuerzas en los anclajes activos

(1) ).
plx)
p = Fa
H—._nhh ‘_u—"'-.-

L e ——

Fig. 1,

Este sistema tlene la propiedad de que es autoequilibrado, Para caleularlo se precisga
eatablecer, en las coordenadas intrinsecas de la curva correspondiente al trazado, la relacion
entre I fuerza de pretensado P de la armadura y lns componentes unitarias tangencial t y
notmal i de la fuerza repartida p,

Fig. 2
d s
5i ¢ os ol radio dé curvatura, {t = —
d o
: dP
%o tiene, por equilibrio: oy :
ds
P
fl m=
r

que, conjuntamente con la relacién t = K.n que expresa, en su caso, ¢l rozamiento de In ar-
madura activa contra las paredes de su condueto y una serle de correcciones posteriores (em-
pirleas, como la consideracion del fendmeno de lan ondulacion de la armadura; matemiticns,
como la asimilacién 8 = x, para los habituales trazados tendidos) conduce a las conocidas
férmulas de pérdidas por rozamiento que expresan P (%) en funcion de datos conocidos,

A partir de aqui se pueden caloular ya las cargas de pretensado de la siguiente forma:

— Derivar P —+
- Caleular 1 "'g = |

Componer Ly r—+p

fiti
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Pasemos ahora a los exfuerzos producidos por ¢l pretensado (13 (2)
En ln estructura mas sencilla que se concibe, una pfeza simple como la do la figura 3, son
M = Pe cose

Ve =P sono
Ne P oosa

{con un convenio de signos en que la compresion P es positiva, con e negativa v & positivo, tal
como s¢ muestran en la figural

— +'m_ E——

g =

4

o
i

Fig 3.
eafuerzos que se obtienen de forma inmediata, al ser la fuerza P la resultante de las cargas de
pretensado referidas o la secclén que se considere, con un cdleulo incluse mis directo que el
de las propias cargas de pretensado segln el procedimiento que se acaba de exponer, Cabe
comentar aqui que omo eslas cargas e encuonirin autoequilibradas no aparecen reacciones
on los npoyos.

Se observa, por tanta, que para ¢l pretensado, al eontrario de lo qgue sucede para alras
aceiones, los esfucerzos se pueden obtener sin necesidad de conocer previamente ¢l sistemn de
cargas, ¢l cual por otro lado no se tiene a priori como dato. Pero, ademis, el cdleulo de los
primeros es incluso mis sencillo y directo que ¢l de estas Gltimas ¥, en consecuencia, hasta e
diria, mis elegante,

Aqui se encuenira ya, de entrada, una primera clave, en este caso tedrica, de ln impor-
tuncia ¥ del peso que se ha venido dando al concepto de esfuerzo en el andlisis de ostas os-
triscturas pretensodas,

Es miis, una manera sencilla, pero aproximada, de caleular las cargas de pretensado cons
siste en, una vez obienida la ley de momentos Mix), derivarla dos veces con lo que se obtie-
ne la ley p(x) de fuerza repartida perpendicular al gje de la pleza; todo ello sin necesidad del
cileulo de 1a ley de radios de curvatura del trazado de la armadura.

Al darse un paso mis y considerar lag vipas continuas, resulta bastante patente que los
esfuerzos de pretensado no son ya, en general, los mismos de 1o viga simple (M = Pe, cosa ;
Ve oPosenoc N e P cos &) puesto que existen ahiora reacciones en los apoyos debidos
al pretensado,

Aparece en ese momento el concepto de esfuersos hiperestdticos de pretensado o, me-
jor dicho, un doble concepto de [sostdticos-hiperestiticos de pretensado, quedando la si-
puiente convencian tedrica:

M= P cosa

ESFUERZOS [SOSTATICOS DE PRETENSADO == V= P osen o
N= P cosa
ESFUERZOS HIPERESTATICOS DE PRETENSADO -+ el resto

Y estn convencion, que refleja elaramente una extrapolacion de ln situncién para las vi-
pas simples, es un hocho, a pesar de que quizd no haya sido, como tal, hecha explicita,
Pero, estundo perfectamente clara y definida, en particular &n este su dmbito original de las
vigas continuas, hace fortuna y, por decirlo asi, se consagra por una serte de razones,

a7
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En efecto, en primer lugar hay que afiemar que resultn muy adecunda en el dmbito de
lug vigus continuag, yva que todas las posibles configuraciones isostiticas que se deducen de
ellas son vigas simples v sus esfuerzos (isostdticos) son siempre los mismos, los de las ya bien
conocidns expresiones, estando univocamente determinados; de esto nace precisamente lo
neminal (isostiticos, hiperestiticos) de ln convencidn que, en estas estructuras, se ajusta lite-
ralmente, Parn otra ncoidn de cargas distinta del pretensado no es posible en general delimi-
tar de una forma univoca los esfuerzos sostiticos v los hiperestaticos,

Por otra parte, no hay que olvidar la situncion destacada de los, ahora, isostdticos de
pretensado cuyo cdleulo es senclllo y no requiere, ademds, partir del sistema de cargas, Para
otra ncclén distinta del pretensado el cileulo, partiendo de las cargas que son conocidas a
priori, conduce a unos eslucrzos que son los totnles sin mids, sin desglose algune,

Es de gran Importancia en este punto hacer una referencia al contexto histdrico. En ln
épocn de la aparicion e implantacion de la convencion lsostiticos-hiperestiticos, tiempos a
los que nos venimos refiriendo, impera el edleulo de estructuras manual lo que, aparte de
otras posibles considernciones, asegura ¢l éxito de planteamientos que se plasman en proce-
sos de cdleulo sencillos y “elegantes™ cual, en lo que nos ocupa, e la via isostdticos-hiper-
estdticos en perfulclo de la de cargas-esfuerzos totales. Pero también son tiempos de cdleulo
y dimensionamiento grificos, especialmente este ultimo para las estructuras de hormigdn
pretensado donde, en el contexto del cdleulo cldsico (lineal) de seccion, tienen vigencia con-
ceptos tales como los de centro y linea de presidn tomados del cileulo de arcos; interesa,
por tante, mantener explicitos tanto el valor como la posicidn de la fuerza P sobre la sec-
ciém, que es tanto como decir que interesa trabajar ¢on esfuerzos y, én concreto, con los
isostdticos de pretensado que corresponden a la situacién en que la fuerza se aplica al nivel
de la armadurn activa,

Sin embargo, la consolidacidon de esta convencidn tedrica se realiza de una forma un
tanto absoluta, extrapolindose de hecho mds alld del dmbito en el que aparece, sin mayor
profundizacibn tedrica (significado de esfuerzo isostitico ¢ hiperestitico en general; adecua-
cidn a estructuras lineales distintas de las vigas continuas y a pretensados en general; etc,),
Fsto, en definitiva, no es mids que muestra de una situacion mds amplia consistente en que la
teorfa del andlisis estructural del pretensado que se va desarrollando no queda totalmente
ingcrita dentro de la teoris gencral del andlisis de estructuras; mids bien constituye un
apéndice, una teorfn “ad hoc” en el mejor de los casos, cuando no una casuistica (1)

Por ¢jemplo, si nos hacemos las siguientes preguntas:

LOué oveurre en lo que atafe a esta convencidn en otras eslruciuras hiperestiticns que
no sean vigns continuas?

JOué ocurre al respecto en pretensados no ligados directamente u elementos o piczas
do la estructura?,

y las referimos o un caso concreto muy simple, como el de la figura 4, obtenemos conclusio-
nes interesantos.

Fig. 4.
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Segin lo estructura isostdtica que se tome a partir de la anterlor se obtlenen unos u
otros esfuerzos, de forma que no siempre los esfuerzos lsostiticos de ln convencion (M = P,
e, cos & ele.) coineiden con los que resultan en estructuras isostdticas derivadas de la origl-
nal, La eonvenclon slgue siendo posible, pero ya no se ajusta siempre “literalmente™ como
oourrin on las vigas conlinuas,

Yo < > <

Pig. B, Los esfuarzos no coineiden eon los iioithtieos  Fig, B, Los esfuerzos s/ colncliden ean los lsostitioos
dir | i eonvanelbn, dit |a aomwaenglbn,

Estos resultados resalian precisamente lo convencional y lo relativo de ese desglose en-
ire isostdticos e hipercstdticos. Es conveniente indicar aqui que preclsamente en un ¢aso co-
mo el que se scaba de examinar no harfs ninguna falta utilizar el concepto isostiticos-hipe-
restiticos puesto que su andlisis es mds directo a partir de las cargas, que aqui son conocidas;
pero, de todas formas, una teoffa general debe cubrir todos los casos y esto es lo que se ha
hecho ahora, aplicando la de los isostdticos-hiperestiticos a este ejemplo.

Mis adelante se verd cdmo existen incluso cagos de estructuras y pretensados en que ni
slquiera es vilida ln convencién por no poder estar los lsostiticos en equilibrio dentro de la
eslructury.

Abundande en lo anterior debe nfadirse que tampoco quedd muy clara ln incidencia
del pretensado en ¢l comportamiento de las plezas y, asf, existe algin trabajo en el que la in-
terpretacion analftica de unos resultndos de ensayos hasta rotura de unas vigas continuas ig-
nora por completo I uctuacién del efecto hiperestitico debido al pretensado (29 Congreso
de la FIP. Amsterdam, 1955) (3) (),

¥ todo ello, sin salirnos del campo de las estructuras Iliﬂf.‘-lll!-'ﬂi}f el pretensndo medians
te ormaduras tesas o activas, el cual, desde luego, es casi el tinico que se emplea eén la practi-
cal,

Poro sigamos con la evolucion de todo esto, El éxito del binomio {sostdticas-hiperestd-
ticos aleanza y configura, por supuesto, la prictica del andlisis estructural y, en buena logica
dadas las circunstancias ya mencionadas, se conciben y desarrollan procedimientos de cillou-
lo de los hiperestiticos de pretensado a partir de los isostiticos, llegindose incluso en esa
Ifnca al planteamiento prictico (CELASUN, 1963) (5) y parcialmente tedrico (ALBIGES y
LES BOURDELLES, 1964) (6) de lineas de Influencia de los primeros en funcion de los se-
gundos, pero una vez mis sin una profundizacion tedrica en sus bases (significado y aleance
del andlisls de estructuras a partir de esfuerzos de seccidn; unicidad y lnealidad de las rela-
ciones entre los isosthticos y los hiperestiticos, condiciones ind ispensables para la aplicacidn
de toda linea de influencia; ete, )

Se llega Incluso a planteamientos de cdleulo como el siguiente (LIN, 1955, 1963) (7).

— Calcular los Isostiticos,
— Derivar de ellos lns cargas de manera aproximada: M™(x) -+ p(x).

i
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Calcular a partir de lus cargas los esfuerzos (totales).
- Obtener los hiperestiticos por diferencla entre los anterlores v los isostiticos,
donde el énfasis en ol factor sostdticos-hiperestdiicos no puede ser mayor,

Las muchas dudas y preguntas en torno, que fodavia siguen apareciendo en la actuali-
dad, eapecialmente ¢on relacidn a los esfuerzos hiperestilicos de pretensada, indicin nio aolas
mente que hay siempre un tlempo para que los nuevos conocimientos (que sobre este asunto
trataremos mas adelante) se transmitan ¥ “calen™, sino también (y, quizd, sobre todo) que
en la opinién phblica profesional subynce todavia ese “absolutismo™ conferido n estos con-

ceplos,

En definitiva, v haclendo un primer resumen, puede decirse que la convencidn isosid i
cos-hiperestdticas apurece v hace fortuna histdricamente, en el contexto de una praetica de-
terminada (\"‘HJ«'IF- continuas, normalmente para tableros de puentes, cuyos pretensados ae i
gan en consecuencia a lns piezas; cdloulo manual y grafico; dimensionamiento grifico; etc.,)
¥ ode una feorfa Orudimentaria ¥ “ad hoe™: coneeplos tomados de atros dmbilos, como los
de centro y linen de presidn; andlisis lineal; ete,),

Podriamos preguntarnos, haciendo algo asf como “historia-ficeion™, qué hubiera ocu-
rrido al respecto (y, en concreto, si hubiera tenido tanta fortuna esta convencidn o se habrin
caleulado directamente partiendo de las cargas de pretensado) si, por gjemplo, en los tiem-
pos de referencla hublera estado desarrollado ya el cileulo automitico con todas sus conses
cuencias. Pero mejor que hacer historia-ficeion tal vez resulte por el momento mas atil y mis
correcto un examen de la situacidn actual, puesto que las cosas han cambBiada bastante tanto
en la practica (pasaron ya los tlempos de las vigas continuas, del edleulo manual y del dimen-
sionamiento griafico) como en la teoria.

Asl, en la aerualidad, se han aclarado muchas cosas, al tratar de, superando la situacion
yva moncionada, hacer converger las teorfas do andlisis general de eatructuras v del pretensi-
do en particulyr, con un enriquecimiento por el aumento del campo de visidon o perspectiva
que ello ha Hevado consigo (8) (9).

Son blen conocldas Ins relaciones entre los diferentes entes conceptuales del andlisis
eatnictural del pretensado. Un esquema de las mismas, dentro del andlisis lineal, puede ser el

siguiente (10}
(_i"ﬂ.ﬂ)r"‘ CARGAS DE PRETENSADD —s
dn :
]-*., (F'- -mt) h""‘---..__:‘._

P =\_Peosa ESFUERZOS TOTALES DE PRET
- .l-r‘-"ﬂ.‘_‘ -
.|.-
|_ ESFUERZOS ISOSTATICOS DE PRET

(EL) |Epugnms HIPE RESTATICOS DE PRET

DEFORMACIONES CORRESF

Fig. 7.

donde la simple fecha indica una relacion lineal y univoca (homomorfismo) y la doble fle-
chan una relacién lineal y biunivoca (isomorfismo).

Bl
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En conexién con lo que precede, debe afadirse que también se conocen el significado y
el aleance de lo que seria el andlisls de estruc turas a partlr de esfuerzos (e seceibn) que, como
s ha visto, aparece en ¢l pretensado con el cdleulo de los hiperestiticos a partir de los losti-
ticos: Las acclones sobre las estructuras son o bien de tipo mecdnteo (cargas en sentido am-
plio) o hien de tipo geomdirico (deformaciones o despluzamientos) (8); los esluerzos como
pcclones sélo tienen sentido indirectamente a través de sus correspondienies deformaciones
de seceion, En consecuencia, el andlisis a partis de esfuerzos, slendo una entelequia innecesa-
ria como tal, no debe tener ningln significado tebdrico; tan solo, si se quiere, prictico, dada
ln inmediata relacidén entre los esfuerzon v sus deformaciones,

Se ha superado ¢l andlisis lincal de estructuras ¢n todos sus niveles quedando el cual
como una situncién particular, al mismo tiempo que han sido perfectamente establecidos los
diferentes fuctores que llevan consigo la no linealidad del andlisis (8), Esto no es ajeno a la
actual consideracion de situaciones de servicio y rotura en el andlisls, en correspondencin
con la aplicacién de los estados limites de utilizacidn y Gltimos en el dimensionamiento,

Se ha profundizado en el sipnificado peneral de esfuerzo izostitico ¢ hiperestitico por
refercncla, respectivamente, al dmbito mecanico (cargas; equlilibrio; ete,) y geométrico (de-
formuciones; desplazamientos; compatibilidad; etc.) del andlisis de estructuras dentro de una
congepeidn del mismo que supera su tradicional sesgo mecinico, estableciends en paralelo
los dos dmbitos citados que, siendo en principio independientes, quedan ligados por el mate-
rial de I estructura (8],

En relacidn con los dos pdrralos anleriores, nuestra famasy convencidn fedrica, tal co-
mo ha sido definida al principlo, es literalmente correcta incluso mis alld del andlisis lineal.
En este sentido, es muy importante afirmar que, tedricamente, pucde seguirse hablando pro-
plamente de esfuerzos hiperestiticos de pretensado fuern del dmbito lineal; sin embargo,
tumbién es cierto que no siendo vilido el prineipio de superposicion fuera de dicho dmbito,
na Hene gentldo praetico alguno fratar de delimitar atsladamente dichas I?-.".F’t-#ﬂ'i'- ag cunnio,
como siempre ocurre eén la realidad, existen otras acciones ademis del pretensado; y esta no
linealidad se da, en la prictica, en ciertas situaciones de andlisia de la estructura en servicio
(pretensado parcial con fisuracion) asf como en el andlisis de la estructura en rotura. Hay
que decir que, asimismo, es correcto mantener el valor de los esfuerzos sostdricos de pre-
tensado aungue la pleza se flsure y cambie la fibra neutra; ello no influye parn nada, ya que
lo propio de estos esfuerzos es el estar en equilibrio con las cargos; lo importante es mante-
ner siempre ¢l mismo gje, refiriendo n él tnmbién lus deformaciones (curvaturas, deformacio-
nes axiales) de la seccion,

Se conoce también ahora con mayor nitidez ol entrongue entre ol andlisis de seccidn y
¢l andlisis de estructura (8), lo cual juntamente con la distinclén entre e] cardcter active (co-
mo accidn) y el cerdcter pasive (como resistencia o respuesta) que son al mismo tempo pro-
pioa del hormighn pretensado mediante armaduras notivas, clarifica el pupel de los isostdticos
¢ hiperestiticos de pretensado en el nndlisis de seccidn (diagrama M-c; cilculo fuera del dm-

bito lincal v, en particular, en rotura; ete, ) Y asi por ¢jemplo, ¢ efecio hiperestdtico del pre-
tensado debe ser considerado (y nfindido el correspondiente momento, si explicitamente se

caleula v ze admite ¢ principio de superposicion, al momento producido por las demis acs
clones) en ef andlisls, tunto en servicio como en rotura, de la seceldn,

a1
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A modo de resumen de todo esto puede establecerse ahiora un nueve esquema mis ge-
neral, vdlida también para cualquicr aceldn de cargas distintas del pretensado (8):

CARGAS OFE PRETENSADD %thhm,nnmputibuiﬂud,mut.riul}

{Equilibria) ESFUERZOS TOTALES I:;E PRETENSADD
ESFUERZOS EGLIILIB'H.ED{'IE ISOSTATICOS) /El
CON LAS CARGAS DE PRETENSADO -"'--..._______-A
(Matarial) ESFUERZOS HIPERESTATICOS DE PRET.
DEFORMACIONES CORRESE -——""—'_._Fu.::;n:;l.i_l;l-l.l:i:‘l:].
Fig. 8.

donde las fechas que relacionan los distintos entes ¥ no suponen necesariamente ni lingali-
dad ni upjvocidad, Evidentemente los esluerzos isostdticos convencionales (M = o cos o)
ete.) pueden ser un caso particular de esfuerzos equilibrados (o lsostiticos en su sentido mis
amplio) pero no necesariamente v, en caso de que lo sean, no ser los Gnicos,

A este respecto, recudrdese el caso anterior del portico simple con un pretensado recto
fir ligado directamento a ninguna de sus plezgas (Dg. 43; los esfuerzos isostiticos convenciomalos
(M = P cos a; ete.) son equilibrados, pero existen ademids otras posibilidades, en particular
los esfuerzos que corresponden a loa diferentes porticos lsostaticos deducidos del original,
los cuplos son tambidn equilibrados. Ya se vio entonces como en este caso lo convencidn
isostdticos-hiperestiticos, siondo vilida, ya no se ajustaba literalmente como en lus vipus
continuuns,

Sin embargo, para ¢l portico de la figura 9 los esfuerzos isostiticos convencionales no
son equilibrados, existiendo otras configuraciones que s lo son. En consecuencia, ln cons
vencldn aqui ya no es villida,

[ . |
gy P
Fig. 9, wtes rrrieres

La clave de este ssunto se encuentra en s la estructura e o no rigida enfre los puntos
de anclaje del pretensado, Silo es, que es la situacion mas corrlente (por 1o que podemos en-
tonces decir que el pretensado es normal) (1) (2), los esfuerzos isostiticos convencionales
son equilibrados y, por ser inmediatos, suelen ser los mds comodos de elegir, ademds de que,

a2
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fuera de las zonas entre anclajes, tlenen un valor idénticamente nulo, 5i la zona entre ancla-
Jes no tiene rigidez en algdn punto, los esfuerzos isostdticos de pretensado convencionales no
son yva, en general, equilibrados; la convenclén dejn de ser aplicable v, sf s¢ desea segulr tra
bafando a través de esfuerzos, es preciso partic de unos que se encuentren equilibrados en la
estructurn (viéose figurn ).

En conclusién, puede decirse que, pricticamente, la convencion isostiticos-hiperestiti-
cos de pretensado sigue totalmente vigente porque, siendo correcta para la gran mayoria de
los casos (pretensados normales) incluso fuera del dmbito lineal, es comoda, sencilla y ade-
cunda, con lus circunstancias de ser conocida y estar ya muy consagrada. No obstante, en
teorfa no cubre todos los casos, pudiéndose generalizar en la forma esfiuerzos equilibrados-
esfuerzos hiperestdticos de pretensado, que ya no es univoca en general.

Es mis, en relacién con la pregunta que mis arriba se formulaba en el terreno de la
“historia-flecldn', es verosimil pensar que, & esta convencidén no hubiera surgido en su mo-
mento por estar ya muy desarrollado el cdleulo automitico, ¥y caleularse directamente obte-
mendo antes las cargas de pretensado (véase fig. 7), hubiera terminado apareciendo. No hay
que olvidar al respecio todos los argumentos anteriores, 4 los que se podria afadir que:

— Continda interesando mantener explicito el efecto de la fuerza P sobre Ia seccidn (lo
que equivale practicamente a decir esfuerzos lsostiticos de pretensado) en el andlisis
de la misma (serviclo, rotura, disgrama, M-¢, etc, )

Existe en todo caso una mayor acumulacion de errores de ciloulo cuando se oblic:
nen previamente las cargas de pretensado v se procede a partir de ellas:

P —{dP/ds; P/ry—= curgus de pretensado —{(integracion cuatro veces, en general - es-
fuerzos de pretensado, frente a

P —{P.¢, cos o eto, = esfuerzos isostiticos de pretensado —{integracion dos vecas,
en gencral = osfuerzos hiperestiticos de pretensado,

Lo que ha cambiadoe, en definitiva, o8 la existencia actual de un marco tedrico mas ge-
neral que engloba a los isostaticos-hiperestiticos de pretensado, perdiendo asi éstos su cardc-
ter absoluto y universal que de hecho, quizd de forma ingenua pero comprensible, se les ha
llegado a dar, y quedando como algo relative v limitado a su gmbito; todo lo cual ha servido
parn dejar ln situacion mucho mas clara,

Pero esta persistencia con el tiempo y o pesar de todo, aunque sea ya de una forma rela-
tiva y limitada, precisamente los refuerza histdricamente (“"al no perder con el tismpo han
ganado™) dando idea de su pertinencin como concepeidn “leliz” pero también “progresista”
(en el sentido de que, habiendo nacido de una manera un tanto parcial y sin profundizar en
la teoria subyacente, ha ayudado al desarrollo no s6lo de esa teoria sino de la teorin general
de estructurns).

Liegard un din, casisin duda, en que todo esto perderd vigencia, al haber aleanzado el
anilisis de estructuras un enfoque y un nivel muy diferentes a los actuales. Pero, mientras
tanto, ahi siguen los exfuerzos lsostdticos ¢ hiperestdticos de pretensado.
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Para finalizar, todo lo examinado hasta aqui nos puede conducir, extrapolando poco o
mucho, & algunas cuestiones que, menos que afirmaciones rotundas, vienen o ser reflexiones
que gcomo tales se dejan ahora planteadas,

La feorfa va, muchas veces, a remolque de la praefica. Entonces suele ajustarse (por el
camino que parece mis ficil, en principio) a las necesidades de cada situacidn, en el contex-
to (Adstoria) correspondiente, tendiendo a ser “ad hoc™ v parcial y dotindose de conveneio
nex influfdas por todo ello (necesidades praeticas y contexto historico),

Con los avances del tiempo (de las necesidades y el “aumento general de ln compleji-
dad™), esn feorfa resulla insuficiente y/o inadecuada; pero, a falta de otra cosa, se tiende a
EI“HFﬂlﬂf conceptas v convenciones, pudiendo Negarse a planteamienios errdneos,

Con tado, la prdetiea, en ocasiones, no progresa por Talta de una feorfa adecuada,

La teorfa es de gran utilidad y también los tedricos f blen enfocados, por supuesto, v
esto parece ser lo mids dificll) sobre todo cuando la prdetica ha avanzade mucho y hay
que “servirla™ (aparte de las ventajos de la teorin para la difusién del conocimiento, junto
con su insuficiencia para ello), Aqui se choca con el problema de la conexién teoria-prdetica
o miras de elerto aleance,

Como ¢n otros campos, también existen inerclas respecto a la innovactdn tedrica,

Al fin y al cabo, la reorid, si se analiza bajo el prisma histdrico, es humana y muy hu-
mand.

REFERENCIAS

I. MURCIA, J.— Extudio del cileula do estructurns pretensadas hiperestiticas medianto lineas de in-
Nuengia, Aplicacidn al cileulo de la redistribucidn de edfuerzos a o largo del tiempao,
Tesix Doctoral, ET.5. Ingenieros de Caminos, Canales v Puertos, Universidad Politdenica de Ma-
deid, 1972,

I, MURCIA, T~ Una 1nlruduccldn ol nnilisis estructural del pretenmdo,
Rovista do Obras Piblicas n® 3117, Madrid, 1975,

3. APARICIO, AC.~ Estudio de la evolucién hasta la rotura por solicitaciones nommales de tableros
continuoes de puentes da hormighn armado o pretensada,
Tesls doctaral. B T.5, Ingenleros de Caminos, Canales y Puertos. Universidad de Santander, 1980,

4, F 1P~ Procoodings of the 2nd Congress of the Fédération Internationale de la Précontrainte,
{Amstordam, 19553, London, 1958,

3. CELASUN, H.~ Lignes d'influence des moments hyperstatiques provenant du cible de précon:
traint dung los poutres continues 4 inertle varialile,
Annales 1T BT.E. 5" 190, Pariz, 1943,

6. ALBIGES, M, ot LES BOURDELLES, Y.~ Enide des effects praduits par los forces de précon:
trainte duns los wlt#mm hyperatatiques, dhug;qmm“ d'influenoo.
Annales LT.10.T.P. n" 202, Paris, 1964,

7. LIN,T.Y ,~Duosing of Prostrossed Concrete Structures, John Wiley, New York, 1955, 1963,

H, MURCIA, J .~ Refexlones sobre laa bases del andlials de eatiucturas,
Raevista de Obras Piblicas n® 3174, Madyid, 1979,

O, MURCIA, T, y AGUADD, A, ﬁniiil.in do estructuras de hormigdn armado y pretensado,
Informos du In © umtru-:ul-ﬁn n® 350, Madrid, 1983,

10, AGUAIDD, A,y MURCIA, 1 — Somao Busos for Structural Analysis of Prostressing,
Partial Prostrossing: From Theory to Practice, MATO Advanced Workshop. Parfs, 1984,

B4

Documento descargado de www.e-ache.com el 21/02/2026



457-4-8

Pérdidas de pretensado por fluenciay
relajacion: 1. Teoria

Vigants Sénchoz Gilvaz y Manual Elices Calafo
Dopartamanto de Flslos y Fisics do Matariales
E.T.8. da lngonleros de Caminos, Canalos y Puarios
Unlvariidad Politdonios do Magdrid

1, INTRODUCCION

El objetivo de este trabajo es ofrecer al proyectista un método de cdléule que le permi-
ta estimar las pérdidas de tensién en un elemento de hormigén pretensado producidas por
los efectos combinados de la retraccidn y fMuencia del hormigdn vy la relajacion del acero,
Esta contribucidon se ha dividido en cuatro partes para mayor comaodidad, En la primera se
justifica tedricamente el método de gileulo, En la segunda se vallda experimentalmente.
En la tercera se compara con los métodos propuestos por ln Comision Permanente del Hor-
migdn (EP-R80), el CEB-FIP (Model Code 1978) ¥ ol Instituta Americane del Hormigon pre-
tensado (PCI, 1975), v, finalmente, en el cuarto artfculo, se estudia la influencia del tipo
de neero (grados R2, RS v RE) en las pérdidas por Muencia ¥ relajacion combinadas,

El método propuesto presenta ventajas de tipe formal y fisico, En el planteamiento
del problema por ¢l CEB-FIP se tratan de distinta forma los fendmenos de la Muencia y de
lu relajacién [1, unejo e]; mientras la Muencia y la retraceion tienen un tratamiento detalla-
do dentro del marco de las teorias viscoclasticas, & la relajacion se le da un tratamiento em-
pirico [1, e, 2.6], Las recomendaciones del PCI son, en esencia, un itinerario a traves de ta-
blas para estimar rdpidamoente lag pérdidas del pretensado [2] v resulta diffeil, durante dicho
cileulo, ir intuyendo el significado (isico de proceso, El nuevo método trata los fendmenos
de relajacidén ul mismo nivel conceptual que los de fluencia ¥ los presenta con un soporte
fisico va experimentade [3, 4], La formulacion del método puede parecer, n primera vista,
farragosa, pero es perfectamente manejable con un pequeno ordenador de mesa,

Se confia en que este nuevo procedimiento de cileulo proporcione valores mis apro-
ximados a la realidad que los obtenidos mediante los métodos antes citados, De ser asf,
oste método resultaria atractive para caleular, por giemplo, los corrimientos en las cons
trucciones por voladizos sucesivos o para estimar las pérdidas muy a largo pluzo, excesiva-
mente conservadorns cuando se calculan por métodos tradicionales.

2. PERDIDA DE TENSION EN UN TENDON CON TENSION INICIAL Y
LONGITUD VARIABLES

La mayor dificultad conceptual que aparece al intentar calcular las pérdidas de pre-
tensado debldas ul efecto combinado de lu fluencia v de Ia relyjncidn os, posiblemente, la
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determinacion de la “relajacion™ del acero en unas condiciones en las gque ln longitud del
tenddn varfa ya que, en rigor, la relajacién se define para longitud constante, Los datos de
relajacién para el acero se obtienen a partir de ensayos normalizados donde no se permiten
cambios en la deformacidn de ln probeta durante el ensayo, Por este motivo cuando nos re-
firamos o la relajacion de tensiones con variacion de la longitud del tenddn la escribiremos
entre comillas,

Lua dnica solucién, conocldn por los autores, a este problema es la propuesta por
R.J. Glodowski ¥ G.E. Holl ¢n 1979 [5]. Es una solucién empirica que predice bastante
bien los resultados experimentales, El procedimiento se indica esquemdticamente en la
Figura 1. En ella se han representado dos curvas de relajacién fsoterma para tenslones ind-
clales ay v 0y — Bae, donde E es ¢l madule de elusticidad del material. Para caléular las
pérdidas por relajacitn al cabo de un intervalo de tlempo At, contado a partir de t, cuando In
tension Inlelal es oy, suponiendo que en el instante t el tenddn se acorta Ae, se procede de la

sigulente forma:
6. Se caleula primero un Hempo equivalente t', que es aquél para el cual la relajacion,
cuando la tension iniclal es o, — EAe, es igual a la felajacidn para el tliempo t, cuan-
do la tensidn inicial os oy

b, Las pérdidas por relajacion buscadas son sensiblemente lguales o las correspondicn-
tes al intervalo (1°, 1"+ At), para una tensién inicial oy —~ EAe,

“HELAJACION" de TEMSKIN en el INTERVALD (1,140 )
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Fig. 1. Prodicoién dela “relajacion” on el intervalo (t, © 4 At), cuandes la longitud del wndén varis /A ¢ on ol
initante 1, Mitodo del thmpo sgquivalents (6),

Este procedimiento es tanto mis aproximado cuanto menor @ el intervalo de tiempo
Af, Mdlese que si no se tuvieras en cuenta el aeortamiento del tenddn las pérdidas serian
iguales o FD en vez de ser CE,

Lua bondad del procedimiento empirico de Glodowskl y HolT estd basada en una buena
concordancia con resultados experimentales, [5]. Bs intercsante resaltar que otra posible
construcclon, (utilizada por algunos proyectistas) consistente en saltar directamente de la
curva para @4 a la curva parn o, — Ede, en el mismo instante, no da tan buenos resultados,
En la Flgura 2 se ilustran los dos procesos; a tiempo constante ¥ a “relajacion’ constante
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(tlempo equivalente). Los datos se han tomado de [5]. La curva continua, para Una tension
inicial del 77% del limite elistico representa resultudos experimentales, La primern parte
de la curva de trazos (hasta 24 horas) también reproduce resultados experimentales para
una tensién inicial del 83% del limite elistico, El resto de ln curva de trazos, en los dos ca-
s08, son valores experimentales despuds de una reduceion sibita de la tension del 6% del
limite elistico. Glodowski v HolT consideran que estos resultados son generalizables para
los distintos tipos de aceros para pretensade y otras tensiones iniciales.

El ingonveniente de este método es que se preclsn conocer la familia de curvas de
relajacion para todas las posibles tenslones iniciales. Glodowski y HofT utilizan una familia
empirica (una aproximacion cuadrdtica) gue representa una mejora a la interpolacion lineal
preconizada por el CEB, FIF v ¢l PCI, pero para ello necesitan conocer dos curvas de rela-
jacion obienidas experimentalmente con dos tensiones iniciales distintas, Una aportacién
de este trabajo es ln introduccidon de una familia de curvas para distintas tensiones iniciales
que es consecuencia de una teorfa Tisice [3, 4] v se puede obtener a partir de un ensayo de
relajacion lsoterma para una sola tension inicial, ¢ incluso, 4 otra temperatura, Es mis,
tumbién podria oblenerse a partir de un solo ¢nsayo de tracoidn o de fluencia.

rn.w-,.rrrlmru n rlulln COHRIAHTE THAMSF KNI HE IA .l. rluw-u ruLmrAl.Lnr'Il'
o~ Eal 0= Eat
T
j
hag TIE b0 liagg !H'\'hl.l'l.'lI
L 4.0
E = J =077 LE — O =077 LE

= T =083 LE

0f === O =083 LE

oy 1% AN L A
o | o 2% w0 060 ) 1 1'& p1 i*.fr.'.i 000
log TIEMPD (HORAS ) l6g TIEMPO {HORAS)

Fig 2. Comparsolén da los mbtodos del “tiempa condtane” v del “tiempo equival ente”, para estimar | s pir-
didai por “rala)salén’,

En consecuencia, utilizando el procedimiento de Glodowski y Hoff [5] junto con lu
teorfa de relajacién propuesta por los autores [3], el cdleulo de la “relajacion” durante el
intervalo de tiempo (t, t + At), cuando la tension inicial es o4 y el tenddn s¢ acorta Ae en
¢l instante t, se harfy en dos etapas:

a, Cileulo del tiempo equivalente

De acuerdo con el procedimiento de Glodowski, ¢l tiempo equivalente t7 se determing

a7
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obligando a que lao pérdida de tepsion en el instante | para tension inicial @ sea lgual ala
que so tendrfa en el instante t* si el tenddn se hublese tesado con una tension infclal oy

EAg y se hublese mantenido a longitud constante, Como en ambos casos [enemos proce-
508 de relajucidn a longitud constante es valida la teoria propuesta por los autores |3, 4]
¥ las ceuaciones correspondiontes son:

Ao | oo —de+almm |™ [ e, +alnrt,

E I: P
Ao _| % — Ag-BEAg + o lnpt’ " g, — BAg + o In vty o b
E L B TR | IR o)

&l

donde & = kTM/v, siendo k la constante de Boltzmann, T la temperatura absoluta y M v v
dos constantes de la teoria. En general, a 20°C puede tomarse o = 28 MPa, El valor de v
es do 10" seg, v Py m son dos pardmetros caracteristicos del acero que pucden determinars
8¢ o partir de un ensayo de relajacion convencional,

Ahora blen, la obtencion de t° a partir de las ecuaclones (1.a) y (1.b) resulta bastante
laboriosa. Sin embargo, se simplifica enormemente si se desprecia en ambas ccuaciones la
contribucidn del segundo tlr.!rmi.nu de la derecha frente al primero; en tal caso 1o ceupgion
resultante es sencillamente

Ty + ol vl = a, Eae + o ln vt’ (2.0)
i bien, llamando tensidn efectiva o o, (o, t) = o+ o ln et, resulta
Gop (0, 1) = gy (0, — Ede, t") {(2.h)

b, Cileulo de la “relyjacion” durante el intervalo (1, 1 + At), cuando la relajacion pre-
vio os Ao,

S¢ obtiene aplicando las expresiones propuestas por los autores [3, 4] al intervalo
(7, 1" 4 Ar), Asi pues, s la pérdida de tensidn adicional en dicha intervalo s¢ denoming
Aag’, se obtendrd de 1 ccuacidn siguiente

Agt | o - Ede — Ao - Ao’ +alme+an]|" [ o, - Ede - do+alet ]
I P ' p B
(3)

En la Figura 3 s¢ han representado los resultados de un easo prictico, S¢ han tomado
como datos iniclales dos curvas experimentales de relujacion isoterma a 20°C v al 784 v
0% de la tensitn de rotura (oy = 1299 MPa v o, = 1336 MPa), que equivalen @ un acors
tamiento del tenddn de Ag = 0.00019, valor tiplco de flugncia a lns 48 horas,

En primer lugar s¢ muestra como ge caleularia con el procedimiento de Glodowskl
la pérdida de tensidn entre las 48 y las 96 horas si o las 48 horas s¢ scortara ¢l tendén en
Ag o= 000019, Husta lus 48 horas se sepwirfa lo curva de relyjacion con tensidon inicial
ay, con lo que las pérdidas en ese instante serfan de 112 MPa, En ese momento en que
8¢ produce el ncortumiento del tenddn se busca en la curva de tensidn inicial o), el tiempo
t' para ¢l que la pérdida de tension es de 112 MPa, resultando ser 120 horas. Finalmente,
lus pérdidas entre las 48 y las 96 horas se obtlenen sobre la curva de tenslon inicial o}
llevando a partir de t* un incremento de tiempo de 48 horas, es decir entre 120 y 168 horas,

obteniéndoso una pérdida do tension adicional de Aogy = 6 MPa, ex decir una pérdida to-
tal de 118 MPj,

B8
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Fig 3. Chleulo delas pérdides por “ralsjscién’’ alas 98 horas euando ales 48 hores of tondon se sorta 5 ¢ =
w 0,00019,

Después se repite ¢l mismo caleulo, utilizando pura hallar ¢l tiempo equivalente t° el
método de igualar tenslones efectivas, De acuerdo con la ecuncion (2) el tiempo 7 resulta
aur

1336 + 28 In (10" . 48.3600) = 1299 + 28 In (10" . 3600 t")

o bien t' = 180 horas y la pérdida de tensién entre las 48 y las 96 horas se obtiene utili-
zando ln ecuacién (3) con t' = 180 horas ¥y At = 48 horas, Para este acero P o= 2980 MPa

v m = 33 (con estos valores de las constantes se han dibujado las dos curvas de la figura),
Sustituyendo estos valores en la ecuacion (3), resulta:

] i
Aot [1299 112 - Ae' 4+ 281n (10" 3600 - 228)
3.10f 2980 z

- 2980
:

) a
299 112 + 28 In (10" Acmq_.._l@]

que resulta Aoy, = 4.6 MPa, o bien una pérdida total de 116.6 MPa, Como se ve, el resul-
tado es similar al que se obticne con ¢l procedimiento de Glodowski.

Ahora bien, en la realidad diffcilmente s¢ podrd disponer de las dos curvas experimen-
tules para las dos tensiones iniciales que se necesiten para cada caso y, por consigulente, la
sepunda curva serd necesario deducirla tedricamente a partir de la primera, Para esta deduc-
cldn tedrica se pueden utilizar las ceuaciones propuestas por los autores [3, 4] o bien basarse
en los métodos del Model Code o del PCL El procedimiento propuesto por Glodowski

exigirfa obtener una segunda curva mediante ensayo, La experiencla de los nutores indici

que su método es mds genoral (al incluir también la temperatura) y que proporciona valores
mids proximos a la experiencia que los obtenidos aplicando los procedimientos del Model

Code,
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3, PERDIDA DE TENSION EN UN TENDON DEBIDA AL EFECTO CONJUNTO DE
LA FLUENCIA DEL HORMIGON ¥ A LA RELAJACION DEL ACERO

El resultado del pdrrafo anterlor permite abordar este problems con mas rigor del
que figura en las normas v on los textos de hormigdén pretensado, donde se trata lineal-
mente un problema que no es lneal, ya que la fuencia del hormigdn no es independiente
de la relgjacion del acero, Si se ignora esta dependencia, v se caleulan las pérdidas de ten-
si0n por separado, ¢l resultado obtenldo sumando las dos contribuciones no tiene por qué
ser correcio,

Existe una forma sencilla ¥ directa de abordar un problema no lineal, se basa en des-
componerlo en una serie de Intervalos y tratarlo linealmente en cada uno de ellos, En ge-
neral, (para funciones suficientemente suaves) es posible reducir todo o que se quicra el
error de la aproximacion, reduciendo el tamafio del intervalo. De esta forma los datos ini-
ciales de cadn intervalo son los resultados del intervalo anterlor, 1o que permite tener en
cuenta las interacciones entre los dos fendmenos. Este es el procedimiento que se sigue
en ¢l método propuesto,

Consideremos, pues, un intervalo de tiempo t, entre 4, ¥ 1, ¥ caleulemos las pérdi-
das de tensién en un ¢lemento prefensado, coma el de 1 Fiullfu 4, sumando las pérdidas
producidas por retraccién y fuencia del hormigdn a las pérdidas debidas a la “relajacion®
del tenddn cuya longitud no permanece constante,

PERDIDAS EN CADA INTERVALO

[_TIEHFD ti

— |=— Fi

FLUENCIA y RETRACCION =] wf]=—"F, - AF]

| au |

F MCIA RET |
LUENCIA RETRACCION ¢ __ R
RELAJACION P r—. g
I_TIEHP:) bias &

Fig. 4. Pérdidas da taniion en un intervala (t, o+ |.'r dbildas o la Huanela v retracolbn del hormigon v a la
ritla|aoidn dil Goiio.
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En la Figura 5 se indica cdmo caloular las pérdidas de tensidn en el acero, #ﬂ:ll —en
el intervalo (ty,, t)~ por el acortamiento del hormigdn Ae, |, Este acortamiento es debi-
do ala fuencia y a lo retraccidn, ey, |, (culculado septn 1o HP.BO) menos la dilatacion de-
bida a ln descompresion eldstica del hormigdn al disminuir la tension en el tenddn, Aeg |,
o8 decir;

'ﬂt:; i = ﬂﬂn_t ﬂ'ﬂ” " ﬂuﬂ'“‘l ?ﬂaox'
: 11.'.[

La pérdida de tensidn en ¢l acero se calculn teniendo en cuenta que la delormacion en
el ncero, Ae] |, es igual a lu del hormigdn, el . Por consiguiente;

av} | Aw?
J' = &E - ....J..
E-l fr,l l-.r=||

o bien, utilizando lo notacidn de la HiR.BO,

Ag) = I“L ey (4)

donde ny = I:'..I’I:',I, yA=dao /Ao

1

| e
Vs

o

=
———

Ay (= Eghly s E AL, |
ﬂl. | L

1r|..i||

L
i i Eu
g Dz s Bgr | ~Big iy | *‘ iy ju LU J {4}

TENSEONM EM EL AIFFRD

Fig. B, Ciloulo esquemitioo do |as pérdidas por fluenclay retraceibn an ol inervalo (1, 4).

El edleule de las pérdidas de tension en el tendan por “relajacion™, ag’,  —en el
intervilo (tiy, t)— se indica en la Figura 6, Téngase presente que la longitud del tenddn
on ol instante t, os la debida o ln internccidn de la fluencia v retraceidon del hormigon
y la relajacion del pcero on toda la historia anterior, pero que dentro del Intervalo se consi-
dern constunte, En ¢l capftulo anterlor se ha indicado como caleular la relajacion en el
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intervalo, formuln (3), donde o, es la tension inlcial, Ao los pérdidas de tensién acumula-
das ¥ Ede ¢l acortamiento hasta el instante ty; . Pero notese que esie resultado equivale
n suponer el hormigdn infinitamente rigido en el intervalo ty, . ;.

Debido a la pérdida de tension Ael’, el hormigdn se dilatard del’, = Au;',;'L,_ =
suponemos que esta dilatacion se produce al final del intervalo 1, como indlca la Figura 6,
el valor de Aol se obtendrd fgualando las deformaciones del tenddn, el ¥ del hormigdn

L1
ﬂl.'url.

dII. 1=1

TENSEM BN EL ALFRD
pordadas de mrosan

liay

\_\“ 80,4« PERDIDAS PO “RELAJACION”
: : N'jll

Ay yuhC, -

g iy

|

=28
gardrpoooe

J Aby pu DILATACION DEL HORMIGOH
Al

ﬁ": i._l'

Ul [ i E
n‘-n__l.'-“‘..l — Flll"-l_llﬂﬁ ﬁl‘r"l [{1}]

Fig, 8 Chleulo ssguembitico do | pérdid® por rolajacién en ol intervalo (1, 1)

La deformacién del tenddn, J.'m“. s¢ obtlene a partir de la siguiente consideracion, En
un proceso de relajacion (a longitud constante) el acortamiento eldstico debido a la pérdida
de tonsion (Ac”/E) se compensa ¢on un aumento de la deformacion plistica Ae® (ver Re-

ferencins 3 y 4):

Ahora, como ln deformacidn total no s nula, sing igual a &, resultard

ﬂﬂ“

aejy = Ay - S (5

Igualunde la deformacian del hormigdn v del tenddn, obtendremaos!
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de donde

B
A, (6)

A% " T,

con Lo notacidn yva indicada,

Por consiguienie, los pasos o seguir, en cada intervalo, serdn:

a.— Caleular, primero, la deformacion del hormigon por fluencia y retraccion, deg |
y o partir de este resultado las pérdidas correspondientes en el acero A0, segln
(4.

b, Caleular, después, las pérdidas en el acero por “relujacion”™, Aal', segin {6,
¢, Las pérdidas de tension en el tenddn, Ao vendran dadas por Aa] | + Aal).

Este cileulo, por tanto, se realiza de forma separada y ain tener en cuenta ln interac-
cién entre la fluencin y retraceion del hormigdn y la relajucion del acero durante el inter-
valo. En realidad, la tension de compresion del hormigdn al comienzo del intervalo oy
varfa a lo largo del mismo, pero este efecto es de segundo orden frente a los incrementos de
tensidn que se consideran. De igual forma, la deformacion del acero también disminuye a
lo largo del intervalo por la fluencia y retraccldn del hormighn por lo que eén el edleulo de
la relajacidn podrin tomarse como tension del acero al comienzo del intervalo oy

Ag_, en lugar de o, ., pero este electo es también de segundo orden,

Veamos, finalmente, con todo detalle como se caleulan ﬁﬂ,"r, (4) y aa (6), Las
deformaciones por fluencia s¢ obtienen a partir de la sormativa vigente que figurn en la Re-
ferencia 1, y las pérdidas por relajacion se caleulan siguiendo la teorfa desarrollada provia-
mente por los autores en la Referencia 3.

Suponpamos una seceidon de hormipgdn pretensado, como la indicada en la Figura 7,
Slguiendo la notacion del Model Code [1], lamaremos o, a la tension inicial que aetog
sobre ol hormigdn a la altura del tenddn, debida a la accidn del pretensado o, ¥ o las
cirgas permanenies L

Ooa ™ ¥ pa + P

La delormaciom en ol hormigdn, a la altura del tenddn, viene dada, septn ¢l Maodel
Code [1, angjo e, 2.3), por:

I'"I .'i-!'.l s |
O i ™ G4 + 00 P (1, Tp) jl; Aay Pt 1) . ¢ 7
o g,
El intervalo de tiempo transcurrido se ha dividido en n intervalos, v la expresion (7)
da la deformacion al cabo del intervalo i BEnella €, esla componente de la deformacion que
no depende de la tensidn v que, en general, coincide con la retraccion, @ es la funcidn de
fluencia, definida por:

(. 1))
b ()= -+ &

"t g, 20
donde B o8 ol modulo de clasticidad del hormigdn para ol tiempo ) -‘#ﬂ',l.w la prérdicla
de tensidn en el hormigon (en valor absoluto) producida en el intervalo (1, , £).
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Fig. 7. Seceibn de hormmigbn prowme s consldarsds on ol ghloula,

Las relaciones enire las correspondientes tensiones del hormigdn, o, 5, v del acero,
a, . debidas solamente a la accidn del pretensado, vendrian dadas por;

E . Pe?

Yop ™ " + L (%.0)
o3
Tope = Oy pa W ( ] + # ) (%)
U
Ayl i,
Ao, = Ag, | W (I . b ) = Ag, —'— = \Ag,, (9.0)
1: PO

donde Ag, A, ¥ w representan, respectivamente, el drea del hormigon, la del tendon y la
cuantia del pretensado, 1, es ¢l momento de inercin de lu seccidn con respécto a la fibra
neutra ¥ o o8 la excontricidad.

Equipados con todo este bagaje calculemos, en primer lugar, f.‘m:‘,. las pérdidas en
el tenddn (en el intervale t., 4) debidas solamente a la fluencia y retraccion del hormi-
gon. Este resultado estd indicado esquemidticamente en la Figura 8,

La expresion (4) se puede esoribir, mis explicitamente, as{:
Agy = E, Ag (1, 1) (10

La deformacién del hormigdn, A€ (b, 4. ), s¢ obliene a parti de la expresion (7),
restdndole la deformacion hasta el final del intervalo ., . El resultado final es:

iJ
A) (4, 1y ) = e = ng + o [@ (o) — @ (L, t)]
g, 18

=1 A A,
Tl (@0 6) — et ))- =t (1)

=t Egaa By, i

Lus pérdidas on el tenddn se obtendrin multiplicando esta expresion por el madulo
de elasticidad del acero, Llamando E /B, 35 = ny E/E, = ng, resulta, finalmente:

Ied
Li'l‘-ln,l €1 } o na, s [lP(t‘. I..;.} . u?(l;_i .I.}” j}.'l 1 ?\.ﬂﬂ',lj [*ﬂ(h.ﬁ) it .IJH
Ag, = —_—

I+ A
(12)
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El cileulo de la sepunda contribucidn, las pérdidas en el tendon, an;:P ien ¢l intervalo
CEy o 4)s debidas solamente o lo “relujocion®™ del geero, ~mientras el tenddn se deforma
de’— se Indicn, esquemdticamente, en la Figura 9, Mdtese que debido a estas pérdidas el
hormipdn experimentard otra deformacidn adiclonal (una expansion en este caso) gue o su
ver ocasionaiia un poqueno retesado eldstico del tendén. Esto contribucldn es un infins
tésimo de orden superior al que estamos considerando v que podemos despreciar, al hacer
los intervalos (t;, t;, ) suficlentemente peguenos,

La expresién de partida es la obienida en (6),
ﬂ.ﬂ::l (1 A+ dng) = By &l (dal)) {6

Kl términe de la derecha o8 la “relajacion™ caleulada en (3), teniendo en cuenta ¢l mo-
delo desarrollado por los autores y la ldea de Glodowskl y Holf', Con la notacion utilizada
en (2b) la deformacion plistica on el intervalo (. 1), viene dada por

oo~ Ac” tt, Ay | (o, 00 |
Ad), = [ Oor (0} = :':i.l i1 "4t ] el UI";I i1 (13
y lag pérdidas por “relajacion”™ valdrin:
gt = Es Oy (03 —Dary 0, 1 + A1) i Our (004 10,0 | (14)
MUk Ay P’ F

En conclusion, las pérdidas totales al final del intervalo (1., t;) debidas a la retrac-
cion y fluencia del hormigon v a la “relujacion™ del acero vendrin dadas por la suma de (12)
y {14}, ex degir:
Ao, = Loy | +Aa],

A partir de este resultado se caleula la tension o, al final del intervalo (L., 1)

@y, = Oy 5. = A0 (10)

¥ el Gnieo parimetro que falta ain por determinar para comenzar el cdleulo del intervalo
siguiente es el tliempo equivalente t); éste se halla igualando lus tensiones efectivas para el
instante final del intervalo (t., , ;)

gy Faln(et))=a, . — aa’ +aln (et + A)] (17)

donde la Gnica incognita es ahora t], Conocidos los valores de todas las magnitudes al final
del intervalo puede comenzarse el cdloulo para el Intervalo sipulente,

A continuacidn se describe con detalle un gjemplo numérico,

4. EJIEMPLO NUMERICO DE CALCULO

En la Figura 10 se ha representado la seceion del ejemplo, junto con los valores mis
caracterfstivos, El hormigdn tiene una resistencia caracteristicn f,, = 35 MPa, que se supon-
dri constante para mayor senclllez, (en ¢l articulo siguicnte se consideran varlos ejemplos
con toda generalidad), Lo armadura uctiva estd constitulda por tres cables de 8 cordones de

0,5", con una secclén por corddn de 0,929 em?. La fuerza de pretensado inicial, después
108
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de descontar las pérdidas por rozamiento, penctracion de cufias v acortamiento elistico del
hormigdn vs de 29635 kN. El peso proplo y las cargas permanentes ocasionan unas tensio-
fes de traceion en el hormigdn a la altura del tendén de o, = 13,26 MPa, Se supone que
la viga s¢ enoucnirn en un ambiente con humedad medio del 70%.,

Para el cdleulo de las pérdidas de pretensado por fuencis-relajacion se determinan en
primer lugar las caracteristicas de la seccidn, que resultan ser

Ay = 04274 m? A, = 0,0022296 m?
1, = 0,075949 m* w o= 0005217
e= 0574 m A= 0,01489

Los madulos de elasticidad del hormigdn v del acero son, respectivamente:

Eg = 19.000 ‘\./f“ = 35.000 MPa n= 5626
E, = 200,000 MPa

Los valores iniciales de las tensiones =on

Fo . 29635
A, 24.0929

El_"“ll ) hnnp;‘ru - I:}ll:}'dﬂ'g ' 1329 - jqpl?'g MP“ u;lq - ]I:Jp?.q ) iﬁpzr.l = (".53 MI.'“

i po = = 1329 MPn Uy ™ 1329 4 13,26 . 5,626 = 1404 MPa

1 100 r
T Apm D &TTh !
0.1
| I 0OFRBLE M
a = 0.974 m
ﬁ.! E.ﬂD.';'H'JH-rn'
| o= DGOSTIY
af ] o
A o= 001480
|
¢
; Eew 000 MPE
02N
K= 200,000 MPa
T i 5
000 ol .
; i nos 566
l £l A0

Fig 10. Ssoeidn de hormighn prownasdo eonsidaersds on ol ajsmpl o,
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Para ol cdleulo de la retraccion v (uencia se tienen, de acuerdo con la Instruccion
EPRO, los datos sigulentes: a5 = — 25 . 107%, & = 1.5, espesor ficticlo e = 26 ¢m, o, = 2.
Se supondrd que la puesta en carga tiene lugar cuando el hormigon tiene una edad despre-
clable (o que deja del lado de la seguridad ),

Para ¢l cileulo de la relajacidn se supondrid gque el acero cumple la ley propuesta por los
autores y sus purdmetros deducidos do un ensayo normalizado valen P o= 3230 MPa y m =
=319,

Como cjemplo se realiza el cileulo de lus pérdidas de pretensado a 5000 dias dividien-
do el periodo en 8 intervalos, de forma aproximadamente constante en escala logaritmica.

En cada intervalo se utilizan las expresiones (12) y (14) para obtener lus pérdidas de ten-
slton en el acero por fuencia y retracelon Aoy | y por relajacion A que se suman al final
del intervalo para obtener la pérdida total de tension en ¢l acero Aad, .

Peliier fnrervalo (03 dias) At = 259200

U’hu = ]"1"04 MI:‘“
Tof o = 1404 4+ 28 In [0, 120 = 2376,2 MPa  (hipdtesls; tiempo de carga 2 minutos)

Para 3 dias la retraceion es ¢, , = f; e5 = 0,075 - 25 - 107" y la fluencia es ¢ (3,0) =
= (3,12,

Las pérdidas por retraccion v (luencia serin:

6,53-5,626-0,12+2.10° . 0,075.25.10°"

| Ly L1 LA ST R i L AT 3
A0 | 45626001489 =7 M
Las pérdidas por relajacion valdrin:
" 4 a1 T
a,’ 1404 — Aa", 4 28 In 10" . 259200 2376,2
A 4+ 5.626.0,0]489) = A Sl N TERE o ot 8 Mocthiind o
3 100 e ' 3230 3230

de donde
t'flnl'.l:1 = &3 [ M P

Las pérdidas totules se obtienen sumando las anteriores:
Ao, =75 +63,6=71,1 MPy

¥ por consipuiente:
@y = 1404 — 71,1 = 13329 MPa

La tension efectiva y ol tiempo equivalente, necesarios para los edleulos del siguiente
intervalo son:

Bet, = 1404 — 63,6 + 28 In 1017 . 259200 = 2527,57 MPy
ty = 4,842 . 10° e, deducido de 2527,57 = 13329 + 28 In 1072 (]
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Segundo intervalo (349 dias) At = 518,400 seg,, (] + At = 1,0026 - 10° sep,
Los datos de retracelon y fluencia a considerar son

tna = 0,107 -25 . 10"
@(9,0)=0268 y ¢(9,3)=0,250

eai lo cual

Ag'. m 2:53:5,62600,268 -0,12)+2. 10%(0,107 - 0,075):25.10°% - 71,1.5,626.0,01489.0,250
.3 e 11 o T gt

; | + 5,626 . 0,01480
Ag;, = 5,1 MPa
d a1.e
Auyy 1332,9 — Aay’, + 28 1n 10".1,0026 . 10°
L (] 4 5626001489 . J
210 ¢ h= 3230
: aX].u
252757
| 3230

¥, por consigulente:
Aoy = 154 MPy
y lus perdidas totales en este intervalo serin:

dugy = 5,1+ 154 =205 MPa

La tensidn y ol nuovo tiempo equivalente valdrin:

Oy = 13329 - 20,5 = 1312,4 MPa
Oorg = 13329 — 15,4+ 28 In 10".1,0026 . 10® = 2542 55 MPa
ty = 1,203 . 10° seg,, deducido de 2542,55 = 13124 + 28 In 101 ¢}

El cileulo se realiza de forma andloga para todos los intervalos de tiempo considerns
dos, En la Tabla siguiente se han resumido los resultados del edleulo, con lo que la pérdida
de tension final en el acero es Ao, = 2344 MPa y las tensiones remanentes en acero y hor-
g san, por tanto!

g, = | 1696 MI'y
g, = 11696 .0,0148% 13,26 = 4,15 MPa (de compresidn)

Ein la Figura 11 s¢ han representado las pérdidas de tension v la contraceion del hor-
migdn debldo al efecto combinado de la Muencia y retraccidn del hormigén y a la relajacion
del acern,
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PERDIDAS DE PRETENSADD FOR FLUENWCIA ¥V RELAJACION

INTERVALD £, (DTAS) oy, (HPa)  w, (AFA)  aeg (HPa)  deg  (HFa) ey (APa} L) (eeQ)

N e e AN TEEANEEE TS ——

i 1404 2342
| 7.3 b3 h 7L 8
3 1332,9 2827 ,87 q,042. 10
z B, 5,4 20,5 X
g 13132,4 2542.% 1,203.10
1 by & Ll 17,7 i
AL 1294,7 7551,%2 3,163, 10
i 14,1 13,1 i 1
70 1257, 4 20561 ,70 118,19
5 i7,0 Li,1 28,9 .
200 1230,7 847,32 4, 381,10
L] 20,9 1o, 31,0 i
o0 1207, 7 2874 ,80 1,048 10
’ 13,7 Byl 21,0 &
1700 118%,.9 2500, 24 &,334.10
1] 10 9.3 1h, 2
S} 116% 4
fotales 2,7 141,7 234 ,4

REFERENCIAS

[1] CEB-FIF “Model code for concrate structures”,

[2] PCI Committoe on Prostross Losses, “Rocommendations for Estimating Prestress Losses™ PCI Jour-
nal. ¥V, 20, N* 4, July-August 4375 (1975).

13] Sdnchez Gdlvez, V., Ellces, M., Astiz, M.A. "A now formuls for relaxation of stresg-relieved steela™,
Materials and Structures, V.9, N' 54, 411417 (1976).

[4] Sinchez Gilvez, V., Elices, M., Erdelyi, A., Kosiorek, M. “Stress relaxation due to steam suring™,
Materials and Structures, V, 10, N 60, 351356 (1977},

[5] Glodowski, RJ,, Hoff, GE. “Stress relaxation of steel tendons used in prestrossed conorote under
conditiens of changing applied stigia™ ASTM 5TP 676, A, Fox Ed,, 42538 (] 979,

1z

Documento descargado de www.e-ache.com el 21/02/2026



457-4-9

Pérdidas de pretensado por fluenciay
relajacion: 2.Comprobacion experimental

Vieonto Sinehae Gilvaz v Manual €lices Calafat
Dapartamanto da Fialea y Fisioa de Matarialos

.7 .5, de ingenioroi de Caminos, Canales y Pusrios
Univarsidad Politdenica da Matrid

L INTRODUCCION

En un articule precedente, los autores han presentado un nuevo método de cileulo
de las pérdidas de pretensado diferidas (1), Este nuevo método de cileulo trata las pérdi-
dus por relajacion al misme nivel que las pérdidas por Nuencia y puede realizarse on pocos
minutos con la ayuda de unn pequena calculadora programable.

En este articulo se presenta la comprobacion experimental del método de cileulo
desarrollado por los autores, En la primera parte se comparan las predicciones tedricas con
resultados experimentales de ensuyos de relajacion a longitud decreciente realizados por
Cahill (2) y por Glodowski y Holf (3). En la segunda purte se comparan las predicciones
tedricas con resultados experimentales de pérdidas de pretensado en vigas de hormigon, ¢n
ensayos realizados por Atallah (4) y por Ghali y Demorieux (53 Tanto en Un ¢aso comao
en el otro, se observa una buena concordancia entre las pérdidas de tension que predice el
método de cileulo y las obtenldas en los ensayos, lo que confirma la validez del método,

Asf pues, ol método de cdleulo propuesto por los autores constituye una herramicnta
il para la prediceidn de lus pérdidas de protensado diferidas, Trata la relajacion del acero
al mismo nivel de precisidn que la fetraceion y la fluencia del hormigon y queda suficien-
temente validado experimentalmente, de forma que puede afiemarse que a partir de datos
del material obtenldos por medio de ensayos sencillos pueden predecirse lus pérdidas de pre-
tensado diferidas con gran jprecisicn,

2. ENSAYOS DE RELAJACION A LONGITUD DECRECIENTE

El procedimiento experimental mds sencillo de comprobar la validez de un método de
cileulo de las pérdidas de tensidn por fluencia y relajacién lo constituyen los ensayos de
relajucion o longitud decreciente,

En los ensayos de relajacion normalizados, lu probeta de acero tras ser sometida a ten-
sin s¢ mantiene a longitud constante y se miden las pérdidas de tensién con el tiempo, En

un ensayo de relajacién a longitud decreciente, la probeta de acero se carga y se miden lus
pérdidas de tension, pero no se mantiene constante su longitud sino que ésta se reduce ar-
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llicialmente para tener en euenta, de alguna forma, el efecio sobre el tenddn que produce
e la realidad ol acortamiento del hormigdn por fuencia v retraceion.,

Ensayos do este tipo los han realizado Glodowski y Hoff (3), estudiando el efecto sobre
la relujucidn de una reduccion artificial brusca y dnlca de 1a tensidn del acero en un instante
dado y Cuhill (2), que estudia la evolucion de la pérdida de tensidén en el acero cuando se
reduce artificialmente la longitud de la probeta varias veces a lo largo del ensayo, simulande
una ley de ucortamiento con el tiempo tipica de fluencia en el hormigén, En este apartado
se van a comparar los resultados experimentales oblenidos por estos autores con las predic-
clones teoricas del método de ciloulo propuesto,

Glodowski y Hoff (3) han realizado ensayos do relajucidén con un acero de 1700 MPa
de resistencia y 1540 MPa de limite elistico v a tres tensiones iniciales distintas: 77%,
79.5% y B3w del limite ¢ldstico. Han realizado tanto ensayos de relajacion clisicos —a lon-
gitud constante- como ensayos en los que, tras un perindo de tiempo determinado, se re-
dujo artiflclalmente la longitud del tendén, de forma que la tension en ol aeero disminu-
yera en 38,5 MPa para los ensayos ¢on tension infeial del 79,5% del Iimite eldstico o en
92,4 MPa para los ensayos con tension inicial del 83% del Ifmite elistico, Es decir una re-
duccion brusca de la tension lgual a la diferencia entre la tension inicial del ensayo y ol
7T% del limite eldstico,

Parn ln prediceion tedrica de los resultados de los ensayos a longitud decreciente o
partir del modelo propuesto, se parte de los resultados de los ensayos de relajacién a lon-
gitud constante, Los resultados de estos ensayos se recogen en un grifico doblemente lo-
parftmico Hevando e frente a @t
aa

P gf
£ = gf o L

Gy=oy ~Ao+alniri)

donde ¢f o8 la deformacién plistica inicial (para el tiempo de carga), Ao la pérdida de
tension en el ensayo en ol instunte t y g, o, E y » tlenen los significados va expresados.
Como se observa en la Figura 1, todos los resultados experimentales se sitvan sobre una
reety, canlirmanda 1o validez de 1o fdrmula

y permitiendo dedueir los valores de los pardmetros experimentales Py m que para ¢
acero considerado rosultan PP 3145 MPuy m = 31 86,

s )
l{,m)"IEI o diad Wit
e 31, B
iy
3 P B304 MPa
:__.___..--"‘"i...# T
#
. Bladewihi B Hoil
m“ i 4 i S f — I i i Lo
& it g Ly

Figura 1. Carsctar isticm de los aceros de lm referencios (2) v (3), obtenidss a partic de snsayos de rel s s ion
[watdrnic s,
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Una vez caleulados Py m, pueden deducirse las pérdidas de tension en los ensayos
a longitud decreciente. Si lamamos t al instante en que se reduce artificialmente la ten-
sion en un valor determinado Aoy, las expresiones del modelo que permiten obtener la

pérdida de tensidn Ao en todo instante t resultan:
Para t <t

Ao _ | T ﬁu'i'wln{pl)l \nu+nlnl;ptu]
E 2 P - P

Fl tiempo equivalente 1}, se calcula a partir de
ag Faln(pt ) =ao, ~Aa, Falnvi)

Parn t >t
Ao= Ao it=1t,)+Aa", donde Aa” se obtlene de
i
aa"_ | @ Ao, —~Ae" +alnpi) +1—-1,)) [m { oy~ gy Falniet])
E EEEENELEES t P

Con estas expreslones se han determinado los puntos de las Flguras 2¥ 3 que pueden
compararse con los resultados experimentales para los ensayos en que se redujo la tension
a lus 24 v a las 72 horas respectlvamento, comprobdndose que la aproximacién alounzada

g5 excelente,

' —
il
# j e el & 3
ol | Ensayos di Olodowskl y Holl M . 5
'; Acorlomigaia el lendds o o Mh
§ ol 0 s sapsi Frwil, tadeica
{ 01 LE — -
; wl | 61 il cs=ssas [
TR G — -
¥ wof
iy
i
Htl g

log Tiampo {(haris)

Figura 2, Pérdidm por rel ajacién, con una variaolén brusca di la longinid del wndbn a les 24 hora, Compi
raclédn da oy resul tados experimantales (Ref. 3) v 1as predicciones wdricas baiadas on la Ref, 1,
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[.!_.l.-‘l.‘"
i@} | Ensoyes e Glodowskl y Holl
E Acoriamianto dal landdn a ae Y7 h
e e V. . L
o LE @
g wof |07 LE ==—ees L
LE ——— ¥
g 083 "i'ii'
P

Vg Tharmpa {horan)

Figura 3, Pordidm por rol ajaclén, con ung verlselin bruses do g lengltud del onddn alm 72 horm, Compa-
raidsn e Jos rosul tacdos oxparimontalos (Ref, 3) y las prodicol enos tebricss basadase on is Rof, 1,

For otro lado, Cahill (2) realizd ensayos similares, pero en los que la reducelon artifi-
clal de longitud del tenddn tuvo lugar on varios pasos sucesivos siguiendo unn secuencin
sitnilur a la que se observa experimentalmente en un fendmeno de fluencia del hormigdn ti-
plea, El tratamiento de los datos se realiza en este caso de forma totalmente andloga, si bien
o existe un solo paso sino varios. En primer lugar, a pariir de los resultados experimentales
de un ensayo de relajacion clisico o longitud constunte se Hevan en un grifico doblemente
loguritmico ¢® frente o o, obteniéndose la recta que muestea la Figura 1, lo que permite
determinar los valores de los pardmetros Py m para el acero utilizado por Cahill. Estos
pardmetros resultan en este caso P = 5394 MPa y m = 9 24,

Finulmente pueden calcularse las pérdidas de tensidn en el ensayo de relajacion a lons
gltud decrecionte utilizando las exprosiones del modelo:

Para un intervalo (1, ,, 1), siendo t; - t,,; = At, &l s¢ conocen los valores de In tension
g, ¥ del tiempo equivalente 1, al comienzo del intervalo y 8 se denoming Ao a la reduc-
cidn artificial do tension al finel del intervalo, la pérdida de tension por “relajacion™ durante
el intervalo, Ao y el tiempo equivalente, 1), al final dol intervalo se obtienen de las expre-
siones del modelo:

m

Aol ey Ao Faln vy, +AD] | o, talnwn,) ]
I P ) P

g ~Aa’-Aaitaln (@)= o, +o,y —Aealn v, +At)
La pérdida total de tensidn es por tanto
Agy= Aa] +aa]
y L tension g al final del intervalo resulta inmediatamente

& = O ﬁ.u[ ﬁ.l.l'f'
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con lo que so conocen ya todas las magnitudes necesarias para el cdleulo de las pérdidas
de tensidn en el intervalo slgulente.

Este es el procedimiento seguide para la prediccion de los resultados del ensuyo de
Cahill. La tension inicial es de 116,5 MPa y ¢l periodo de ensayo (144 horas) se ha dividido
en § Intervalos de teimpo (0-1 h.), (1-8 h.), (B-24 h.), (24-100 h.) y (100144 h.) al final de
los cuales la reduccion artificial de tension en ¢l tenddn ha sido de 4.5, 15,6, 14,5, 246 ¥
t,7 MPa respectivamente,

Los resultados del cileulo se recogen en la figura 4 junto con la curva que sigue la evo-
lucién de las pirdidas de tension observadas cxperimentalmente, Astmismo se ha recogido
en la misma figura los resultados experimentales y las predicciones del modelo respecto del
ensoyo de relajacion o longitud constante. Puede comprobarse que en ambos casos 1 con
cordancia cntre los resultados empiricos ¥ la prediccidn tedrica es excelenie, conflirmando
Ia valides del modelo,

g i [ —Epsiyns il Gohill— =105 M

g cansianta E’:’:E L
3 1ok |iongita varasis g /
H 1
H
£ N
E n_-l'.-”-

* i i I i 1 L 1
W0 W’

iog. Tiampolhoras)

Figura 4, Pirdidas por “relfiacién’, con varlcion exalonada de (o longiud del tenddn, Comparacidn do los
riul tacos exparimantales (Ref, 2) v les prodiccionos tedricos badas an 1o Raef, 1,

3. ENSAYOS DE FLUENCIA-RELAJACION COMBINADAS

El paso final parn la comprobacidn de la valides del modelo consiste en comparar
las predicciones tedricas del mismo con resultados experimentales de ensayos de [Nuenciis
relajacion combinadas, Se han utilizado para estu comprobacion los resultudos de ensayos
ronlizados por Atallah (4) ¥ por Ghall y Demorieux (5).

Estos dltimos autores midieron las pérdidas diferidas de pretensado en varias vigas
de hormigdén pretensado, Con el fin de comprobar el modelo se ha vealizado el cileulo de
lus pérdidas de tensidn para una de ellas, la denominada Al. Los datos de la vign son los
siguientes:

Seceidn rectangular de 400 x 150 mm?, con 4 barras de acero de armar de 5 mm
do didmuetro,

Tenddn constituido por 3 alambres rectos de 10 mm de didmetro situado en ol
centro de gravedad de la seccidn,

La viga se tesd cuando la edad del hormigdn era de 2,75 dias, La tension inicial en el
17
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tendon fue o, 4 = 1277.5 MPa despuds de las pérdidas instantineas. En cuanto a los mate-
rinles de In vign, se tienen los sigulentes datos;

El seero de pretensado tiene un médulo de elasticidad de 204000 MPa, Un ensayo
di relajacidn o longitud constante con tension injcial de 1263,1 MPa da unas pérdidas de
tension de 147 MPaa los 15 diasy 202 MPa a los 193 dias,

El médule de elasticidad del hormigdn se ha observado experimentalmente que varia
con la edad segan o férmula

e 38070 t + 355
L+ 15,65
donde t es la cdad en dias v E se mide en MPa.

Se¢ tienen datos de retraceion (27:10°% g los 196 dius) pero no de fluencia del hor-
migdn,

A partir de estos datos, se han caleulado las magnitudes que se utllizan en el cileulo
ahlenitndose los siguientes valores:

Ay = 235,62 mm? ne=g§3as 5,0 ™ 127758 M
I, = 204000 MPa w= A=39.]0"? i g = 4,95 MPy
A, “ 60342 mm? 0= (

E, s = 24429 MPy

En primer lugar, a partir de los datos de relajacion del acero, se han determinado los
parimutros de la formula obteniéndose P = 2860,7 MPa y m = 37 3,

A continuacion, como no se tienen datos de fluencla, se han utilizado los grificos de
la Instruceion EPSO con espesor flicticio 12,76 em y ¢, = 2,67,

El gileulo de las pérdidas diferidus de tension se ha realizado dividiendo el perfodo
total de ensayo (196 dias) en 8 intervalos: (2,75 dias), (4-10 dias), (10-18 dias), (18-258
dias), (28-56 dius), (56-84 dias), (84=112 dins) v (112:196 dias), Los resultados del ciloulo
siguiendo ¢l modelo propuesto se roflejan en la Figura 5 junto con las pérdidas de tension
medidas experimentalmente, Como puede verse la concordancia entre resultados empiricos
¥ prodicciones todricas es excelente,

& n
(kP
o
Urmapis e Gl § Do s
Fam wspad prudd_bwidrinn
I AR, S
sl
v
R — ey I T [ R——) I. T R v—— I. i i
i il 0l wt
TIEMIX {dian)

Flgura b, Pérdides diteiidis por sfecto combingdo de | retracelbn v Nuancia del hormighn y el ajsclén dol
mero, Comparagion de lod reiul tados experimentales (Ref, 5) v [a prodicelones tedricns basadas on a Mol
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Finalmente, s¢ han utilizado también los resultados de los cligyos de ﬂlliﬂ'lﬂlil-l‘l.‘-lll_lu-
cidn de Atallah (4) paras una mayor verificacidn del modelo,

Los datos de relajucidn del acero utilizado se han elaborado, Hevindose o un grifico
yy — @ en eseala doblemente logaritmica, obteniéndose el diagrama que muestra la Figu-
ri 6. Como puede observarse, la aproximacion de los resultados experimentales por una
recta en osta vscula ex muy satisfactorin, y ello permite determinar los valores de los pard-
metros Py m para el acero utilizado por Atallah, obteniéndose P = 31593 MPa, m = 22,13,

(o
ﬂ’""ﬁ
: P2 IWA.] kit
B
i
B Ensaon e . At ke
@ A0, il miw
1 €l g Ve bl
Fig @, Los rovuliadon do seid on- : “E‘ oot
sayas do rolajacldn (Ref, 4), éen ¥ Hill,e D010 MM
distintss tenglonas Iniciales, w - A 0. UGl MPa
agrupsn sobra La misma rects, we ) ® 10, N0 M
in prodioe a teorla (Ref, 1), Wt —-l----l--i-é,—t- el 0L .u.&,...:._,.. el

i

El sigulente paso ha consistido en elaborar los datos de fluencla del hormigdn utilis
Aado, parg exprosarlos en la forma
u'ﬁ'

'Ei; - Eu.i' 'ﬂ(tl t{l’

Como puede observarse en la Figura 7, cuando se expresan los datos de fluencia de
vila manery, lodos los resultados para distintas tensiones en el hormigdn se funden en uno
sola curva, Dado que la edad del hormigdn de las prabetas era de 6 moeses en el momento de
su puesta en carga, s¢ supondrd en el cilculo de las pérdidas de tension diferidas que el
hormigdn habfa endurecido suficientemente para adoptar In misma curva de la Figura 7
para ¢l cileulo de la fuencia debida a los descargas sucesivas,

ot i

! S

® Fi Qa8 78 MPa
0 Fi (oed2 882 MPa

u D O30 0B MPa .,(.",

W
TIEMPO (horas)

o

Flipra 7. Resultados de tios snay oi de flumela dol horm ighn, sadn la Relersncia 3]
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En las Figuras 8, 9 y 10 se represenian los resultados del cdleulo de las pérdidas de
tensidon diferidas para tres de las probetas ensayadas por Atallah utilizando ¢l modelo pro-
pueslo vy se comparan con las observaciones experimentales, Bl cdleulo se ha realizado di-
vidiendo ¢l perfodo total de ensayvo én 6 Intervalos, Como puede observarse, una vez mas
s encuentra una excelente concordancia entre los resultados experimentales v las predics
ciones teoricas del maodelo, confirmando la validez de éste purn obtener las pérdidas diferi-

ilas de tensidn por fuencia v relwgacidn combinadas,
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Figurm 8y 8, Pérdidm diferidas por sfecto combinado do la fluencia del hemmigbn ¥ La relajecion del scero.
Comparazidn do lox resultados exporimentales (Ref, 4) v las predicclonas tedricm bavadas en la Referencia 1.
Tambslin g0 han representade |os datos de la rel a) agidn del acaro,
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Figura 10, Pérdidas diferidam por efecto combinado da la fluencla del homighn v [a rel saclon del acere, Com-
paracién do los resul tados axperimentales (Ref, 4) y 1as predicelones tedricm baiadas en la Referonala 1. Tam:
bidn so han representado lov datos de la relajseion del atero,

i, CONCLUSIONES

El modelo te6rico propuesto, basado en ln Clencin de Materiales, permite predecir
la pérdida de tension por relajacton del acero de pretensar tanto en condiciones de lon-
pitud constante (ensayos normalizados de relajacidn) como en ensayos en los que se fedu-
ce artificinlmente la longitud del tendaon,

La utilizacién conjunta de lag expresiones deducidas para la relajacion del acero a
longitud decreciente junto o las formulus de Muencia y retraceion del hormigdn conduce
a un método de cdleulo de las pérdidas de pretensado diferidas que considera ¢l efecto
combinado de ambos fendmenos, dividiendo el perfodo de estudio en intervalos en cada
uno de los cuales la fluencia y retraccion del hormigdn v la relajacion del neero se caleulan
por separado, Bl edlculo puede llevarse a cabo en pocos minutos con la ayuda de una caleu-
ladora programable.

El modelo se ha comprobado, comparando las predicciones tedricas del mismo con

lus observaciones experimentales tanto de ensayos de relajacion a longitud decreciente
como de ensayos de fluenclurelajneidon combinadas,
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1. SIPNOSIS

En el presente artfculo se exponen diversos sistemas utilizados para reforzar mediante
sunchado pilares de hormigdn que estin infradimensionados para unas determinadas condi-
ciones de servicio de 1 estructurs,

Los sistemas de refuerzo disefados son siempre refuerzos pasivos, es decir, se tratn de
refucrzos que no trabajan Introduciendo ncciones sobre la estruetuga para poner en curga al-
guna parte de o misma, sino que refuerzan al pilar en la medida en que este lo necesita.

Este artfoulo es continuacidn y sigue la misma Iinea de los articulos publicados en los
numeros 136 v 142 de osta misma revista, que figuran en ln bibliografia con (1) ¥ (1),
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2, CAUSAS QUE MOTIVAN UN REFUERZO

El refuerzo viene siempre motivado por extar el pilar infradimensionado para unas con-
diciones determinadas de servicio. Entre las cousas mids frecuentes que pueden motivar un re-
fuerzo se pu;::i:,m enumerar las siguienfes!

Utilizacidn futura de ln estructura para una sobrecarga superior a la de proyecio,
Defector do disena o de proyveclo,

Errores de ejecucion.

Deterioro, bien sed de forma brusca o bien de forma lentu v progresiva, de los mate-
rinles constituyentes del pilar, es decir del hormigdn y/o del acero,

Son errores de ejecucidn las diferencias que se originan entre Ia obra proyectada v la
obra gjecutada, Estas desvisciones pueden presentarse en las resistencing de los materiales
(hormigon y/o acero) o en las dimensiones de las secciones, El ¢aso mds (recuente es aguel
en que el hormigdn ha experimentado un descenso en el valor de la resistencia estimada con
respecto al valor caracteristico o especilicado (G, < ) ¥ en este caso se ha de deter-
minar la influencin que dicho descenso tiene en la seguridad del elemento.

La forma de tratar este asunta se detalla en el apartadoe Y Repercusiones en la segu-
ridad de los elemenios” del articulo “Comentarios al Tiiule 3% del Control de In EH73Y,
publicado en el namers 129 de esta revista en el 4 trimestre del afo 1978 por el mismo au-
tor de eate trabajo, ¥ también en la “Monografia™ 324 del Instituto Eduardo Torroja®, Es-
tns publicaciones se resefian con { 3) v (4 ) en ln bibliografia,

Aungue en este tema no se |n|q.'.tl|.~.u dar reglas de cardeter general, 2ino que es neces
surio que el téenico correspondiente adopte Ins decisiones oportunas, tras un estudio minu-
aoso ¥ detallado de cada caso en concreto, sin embargo, se puede concluir que los pilares
son los clementos estructurales que se ven més afectados ante una caida del valor de ln resiss
teneia del hormigén v cuando estn caida del valor de lo resistencia es sensible, ln decision
final a adoptar suele ser la de reforzar ln pieza.

La eaidd en ol valor de la resistencia a la que nos feferimos, suele ser en la prictica
bhastunie {recuente Wose dihe uhfmprq.' 0oung varigein, empeorando sug caracteristicns, de
algunos de los clementos constituyentes del hormigdn. En ln mayoria de los casos, la cau-
s que origing 1o caida en el valor de la resistencia es una variacion de las caracter(sticas
del comento que se utiliza para elaborar ¢l hormigdn, que, ademis, es ¢l componente que
mis se le escapn ol control a un costricior,

En efecto, el hormigon es un producto al que la reglamentacion existente, la EH-82
y/o la EP-80, le exige unas caracteristicas de uniformidad que no le son exigidas al cemento,
segin su reglamentacion, ln RC-75, Es decir, mientras que al producto hormigdn se le juz-
pa por medio de unos estimadores que son centrados y excesivamente sensibles frente a las
posibles desviaciones en los resultados de su resistencia, al cemento, por el contrario, para
cumplir una determinada cotegorin, sodlo se le exige que su reslstencia esté por encima de
un valor prefijado en un ensayo de resistencia normalizado segin In RC-75. Segtn esto, si
un determinida fabricante de cemento suministea a una obra o usuario una serie de parti-
das de cemento que cumplen holgadamente con el valor minimo especificado en ln RC-75
yoen un instante determinado de su produceldn suministra una partida de cemento con uni
resistencin Inferior, aunque cumpliendo ¢on el minimo especificado en la RC-75, ¢l com-
prador, como no es advertido de esta varincién por parte del suministrador, ya que o efecs
tos lepales el cemento que vende cumple con la categorin exigida en el pliego, al no aumen-
tur la dosificacién del cemento, para compensar de esta forma la deliciencia del suministro,
se o sarprendido, muchas veces en contra de su voluntad, por una cafda en el valor de ln
resistencin, De esta caifda en el valor de la resistencin ha de hacerse responsuble el construc-
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tor, saunque realmente no tengs mucha culpabilidad en el proceso, ya que para no parar su
produccion de hormigdn no pudo analizar con la antelacidn suficiente la partida de cemento
de inferior calidad suministrada,

Una nueva causa que puede originar caidas en el valor de reslstencia, es la exigencia
por parte de algunos proyectistas de valores de la resistencia especificada elevados que, mu-
chas veces, son impropios ¢ innecesarios en obras de escaso volumen, como ocurre frecuen-
temente en ediffcacion por ejemplo.

Otra cousa que ha motivado refuerzos en estructuras de hormigon, ¢s 1a degradacidn
del hormigdén por carbonutacion, Este hecho se produce cuando la pelicula superficial de
hormigon carbonatado, que en un hormigon normal pasiva y deflende de este ataque al resto
de In masa del hormigdn, no puede proteger de este atague al resto de la masa de hormigdn,
progresando ¢ fendmeno en profundidad hasta llegar a producirse In total degradacidn del
hormigdn, s no se toman medidas ldénens para detener el proceso. Esta carbonatacion va
siempre acompanada con una disminucidn del pH del hormigdn, hecho gue produce una sens
sible alteracion del efecto pagivante que ¢l hormigdn tiene sobre Ins armaduras. Al destruirse
eate efecio ln armuodura se corroe (ormiindose ¢l dxido porogo de hierro en eapas Blandas ¥
superpuestas que se conoce por “herrumbre’, Este proceso va slempre acompafindo de un
gian ingcremento de volumen o expansion de In armadura, lo que da lugar ol desprendimiento
del recubrimiendo del hormigdn debido a las luertes tensiones internas que se originan, De
vsla forma se favorece una progresiva degradacion del hormigdn conjuntamente con ln des-
trugcidn de In propia armadura. La “explicacion quimica de la degradacidn del hormigdn por
carbonatacion y de la corrosion de las armaduras™ se puede ver en el anegjo n® 1 del arti
culo ¢ “La demolicidn de los halles centrales de Reims. Una propuests alternativa de salva-
elon y recuperacion”, publicado en el numero 148 de la revista Hormigdn v Acero corres-
pondiente al 3% trimestre de 1983 (5) por el mismo autor de este articulo junto con el Inge-
niero de Caminos José Antonio Fernandez Ordoficez,

En las fotografins nameros 1, 2, 3,4 v 5, se puede ver ¢l extado en que se encontraba el
hormigdn y las armaduras en unos pilares de una estructura que tuve la satisfaccion de re-
parar ¥ cuyos dafios eran debidos al fendmeno que se ha deserito.

Los Halles Centrales de In ciudad de Reims, obra del insigne Ingeniero Eugéne Freyssi-
net también estin siendo castigados por ¢l proceso de degradacidn por carbonatacion del
hormigén que se ha descrito, y habri que detener necesariamente la aludida degradacion
ademids de reparar la estructura resistente: ya que si no se hiciese asi, finalmente, al cabo de
mids o menos tempo, habrin que demoler lamentablemente tan valiosa obra. Este hecho lo
cOnocemos por una asistencia téenica, en la que colaboramos con log téenicos Franceses del
Ayuntamiento de Reims, para evitar la demolicidn de dicha estructura, Véase la publicacion
resefindn con (5) en la bibliogralia.

3, REFUERZO PASIVO DE PILARES DE HORMIGON MEDIANTE ZUNCHADO

Todas las Normas o Codigos de hormigdn indican que un pilar 2unchado tiene una car-
g de pgotamiento superior a la de un pilar sin zunchar,

Esta aflrmucidn se puede demostrar ficilmente si se observa detenidamente la curva de
resistencia intrinseca del hormigén que se dibuja en ¢l grifico n® 1 y en ki que se represei-
tan los circulos de Mohr correspondientes n lo rotura por traceidn pura (b) y por compren-
slon simple (4). Lo forma de esta curva difiere notablemente de unos materinles o otros y de-
pende de forma muy directa de la relacion que exisie entre el valor de la resistencia a trac-
cidn con respecto al valor de la resistencin n compresion. Conetetamente en ¢l hormigon es-
tn curva os muy ablerta, es decir con elevada pendiente. Se puede apreciur que el punto de
tangencla de esta curva con ¢l circulo de rotura por traceidn pura esti muy proximo al polo
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P de ln curva (2= 180"} indicando que el plano de rotura &8 pricticamente ortogonal 4 la
direccion de la fuerzn como se confirma con los resultados experimentales. Representando
ahora el cireulo (¢), correspondiente o la rotura por compresion de una probeta a la que se
le aplica un zunchado por medio de unn compresidn lateral, se puede observar que una ligera
compresion lateral aumenta enormemoente la carga de rolura por comprosion axial,

Simplemente a elfectos tl:unn'.u.lrﬂ'!i‘l.-'un y puramente diddcticos, se dibuja en el grifico
n® 2 la curva de resistencin intrinsecs de un metal dactil, que viene definida por tener igual
valor de la resistencia o traccidn que a compresion. Si se dibuja andlogamente el efreulo (@)
corfeapandicnte a un salida al gue ae ha uﬂlik!l"lﬂlli} L i k':i}“'ll'."'\:ﬁllflﬂ lateral, se Ii'l-ll.‘-l-i'll observar
que se mantiene constante el valor |o,| = | o, | sin obtener un incremento tan apreciable de
I carpa axial como en ¢l caso del hormipdn ya estudipdo, En este caso los planos de roturg
toman Inclinaciones de 45% con respecto a ln direccion de ln fuerza (2 = <907 ) como con-
firman los resultados experimentales.

Este estudio, basada an la Forma de los curvas de resistencia intefnseca del hormigdn v
de un metal dietil, se ha tomado del eapfiulo 21,8, “Caquot’s intrinsic curve del libro
“Conerete Strenght and Strains™ que se resefia con (6) en ln bibliografin.

Cunndo un pllar, considerndo como pleza eldsticn de hormigdn se somete o una com-
presiom axisl, experimenta un acortamiento longitudinal y al mismo tiempo un alargamiento
en sentido transversal (véase grifico n® 33,

El estndo tenso-deformacional del mismo viene regido por las ecuaciones generales de
elasticidad, villidas para cuerpos eldsticos homogeneos ¢ isdlropos:

I
f, -If (o, uioy, + i,
g
|
g . [oy = ulo, +o,) (1)
"€
£; i lo, — uio, +agl
B

Fstas ecunciones, en las que se ha desprecindo el peso propio del pilar, se pueden modi-
lear teniendo en cuento lasimetrin existente en el plano XOY y considerand o al mismo fiem -
i i influencia del cocliciente de fliencia @ an la forma sigliente:

(14 )
2y |'.h [u\r "EH“hI
L
(2)
(1 +@)
L4h i' ? lﬂ" {1 - F:‘ - qu.ll
F‘.

Ahora bien, cuando se zuncha con un refuerzo pasivo un pilar, por alguno de los pro-
cedimientos que posteriormente se describinin, se impone una restriceion elistica a toda de-
formacion en el plano horizontal que viene regida por una ley similar a la de Winkler,

e lague @) es la presion horizontal ¥ ¢ es una magnitud (longitud ) relativa o la secclon trans-
versil del pilar, que depende del tipo de zunchado —cilindrico o pamlelepipédico- como
mis adelante se verd, Elvalor de la deformacion transversal unitaria e, se puede eseribir de la
forma sigulente:
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operando con lns ecuaclones (2) y (4), se lega inmediatamente a las expresiones siguientes
que nos permiten oblener la presion horizontal que ha de resistir la estructura con la que se re-

fuerza el pilar y el acortamiento vertloal del mismo:

by m—— )
St iy ey
o 2 u? .
& == (1+¢)[ 1 —— ©)
0 ] P, J—
=8ttt +o)

En el grifico n” 4 se representan los ensayos realizados con carga triaxial por Richart
y otros en 1928, Estos ensayos se realizaron con presiones de confinamiento reducidas
(@ = - ay), al contrario que en los ensayos realizados por Balmer que se representan en
el grifico n® 5. Con presiones de confinamiento elevadas el hormigdn no rompe por flsura-
cibn & tracclén en la interfase del mortero con los Aridos, sino que rompe por la presion
de aplastamiento de los dridos sobre el mortero, Por esta cousa ln resistencia aumenta con
la presién de confinamiento, llegindose a medir resistencias enormemente elevadas. Al mis-
mo tempo las deformaciones que se producen en un hormigdn confinado son muy superio-
res a las que se producen en un hormigdn con compresion monoaxial lo que se traduce tam-
bién en un comportamiento mucho mids dictil de la pieza, Por esta causa, en las regiones en
las que se pueden admitir mayores deformaciones, se puede mejorar la capacidad resistente
de los soportes confinando al hormigdn como se indica en esta publicacion.

Fl esfuerzo de confinamiento que Indien ¢l nrtfeulo A.6.5 del apéndice A del Codigo
ACI, “Special Provisions for Selsmic Design”, estd deducido para aumentar las cargas de
agolamiento de los soportes con compresiones elevadas (P, = 0.4 ¢ Py ) en dreas sismicas,

Las farmulas (1) o (6) responden a un comportamiento elistico de lag piezas ndemis
de considerar ln reologia del hormigdn, mientras que los ensayos realizados por Richart y
Balmer responden a un comportamiento mis alld del régimen eldstico.

Con cargas clevadas se puede producir la disgregacién del hromigon sobre todo sl
dste se encuentra iniclalmente dafiado y su comporiamiento final se puede asimilar al de
un terreno arenoso transmitiendo a la estruetura de zunchado una presion igual a un empuje
il repose

@y = (1 — 8en 4y ) Oy {5.A)

expresion en la que @g ¢s el dngulo de rozamiento interno del hormigén una vez disgregado.

La situacién real puede ser superior a ln indicada por la expresion (5) y la magnitud de
este incremento dependerd del estado en que se encuentre el hormigén del pilar a reforzar y
de la magnitud de Ins presiones transmitidas, Aunque en este leimd lampocn se pucden dar
reglag de cardcter general, sino que es necesario que el técnico especinlista adopte las decl:
slones oportunas tras un estudio minucioso del problema, se puede sin embargo concluir
que nunea se debe proyectar un refuerzo estrictamente,
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3.1. Zunchado cilindrico

El sistema mds elicaz que hasta la fecha se conoce para reforzar un pilar consiste en
zuncharlo medinnte un tubo metdlico, Inyectundo el espacio comprendido entre ¢l tubo v ¢l
pilar a reforzar con hormigdn especial exento de retraceion. (Véase grifico n® 6). Para ol
hormigdn de la Inyeccion venimos utilizando con pleno éxito ol hormigon Prepaki, ya que
este hormigon estd exento pricticamente de retraccidn, que es unn condicién indispensable
para que el refuerzo entre en carga con ks pequenas deformaciones que se van a producir
en el pllar por efecto Polsson,

s dele comenzar el refuerzo matanda ligeramente las eaquinas del pilar a retorzar o
fin de no pumentar excesivamente ¢l didmetro del pilar una vez reforzado.

Otro aspecio importante es que la superficie del hormigdn antiguo que va a quedar en
contncto con el hormigén Prepakt ha de estar limpia, con los dridos al descubierto aunque
sin presentar dridos suelios, himeda pero sin charcos v con una rogosidad que garantice tna
sl herencia entre ambos hormigones tal vy como indica el apartado 17,5, del ACI - CODE -
- 318 = 77 (véase referencia ( 7 ) en bibliogealia), Para esta Gltima operacion se puede utili-
zar ¢l chorro de arena, ¢l copillo de alambre o un abujardado mecinico realizado mediante
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pistolas con agujas o con una martelling nocionadas mediante aire comprimido que son muy
ligeras (de 2 u 3 kgs. de peso) o bien, mediante martillos picadores algo mas pesados (de 7 0
| Okgs.) accionados mediante energla eléetrica, L adherencia o la que nos referimos, aungue
no es necesarin para conseguir que funcione el zunchado, si en cambio es conveniente por-
que permite, ademds, utilizar el tubo del zunchado como armadura longitud inal del pilar al
cumplirse de esta forma la hipdtesis de NMavier.

Despuiés de soldar los dos semicilindros para formar asi el 2uncho metdlico cilindrico, se
rellens todo el volumen n inyectar con el hormigdn Prepakt con un drido grueso de tamano
uniforme, comprendido entre 30 v 40 mm,, que ha de tener un coeficiente de forma idénea
tendlendo o ln forma eslérica.

La técnica clisica de inyeccion del mortero Prepakt, es una inyeceidn en contra de ln
pravedad que se realiza por bombeo al tener ¢l mortero unn consistencia fluida. Esta consis-
tencln del mortero se mide por el tiempo que tarda en vaciarse un determinado voliimen del
mismo en un engayo standard conocide como ensayo del Flow-Cone, (véase bibliografin (8))
El mortero de inyeccldn estd compuesto por arena, cementa, agia ¥ un aditivo, La arena ha
de tener un tamafno méximo no superior a 2,5 mm - por Imposiciones de ln magquinaria de la
inyeccion = y su madulo de finurn guedard comprendido entre 1.4 y 1.5, El valor inferior
viene limitado por condiciones de resistencin, mientras que el valor superior es una condi-
cidn que impone el poder realizar adecuadamente la inyveccion, El tipo v clase de cemento
vendri fijado por las condiciones de agresividad del medio ambiente en el que va a quedar in-
mersa [a obra y la categoria del cemento se corresponderd, en general, con un valor elevado
de ln resistencia, S¢ empleardn cementos en los que ln categorin se alcance por la calidad del
clinker y no por una finura de molido elevada, La finura de molido, que como se sabe es una
caracteristica que eatd intimamente lignda al valor hidrilulico de un cemento, ya que influye
declslvamente en In velocidad de las reaceiones quimicas que tienen lugar durante el fragua-
do v primer endurgeimiento, se ha de mantener por debajo de limites tolerables. Se admite
que esta condicldn se cumple cuando ln superficie especifica Blaine de los cementos a utili=
zar no supern los 3.500 cm?® fgr. Esta limitacion se ha de exigir, ya que la R.C-75, 0 la que
antes nos hemos referido, tampoco limita actualmente la finura de molido de un cemento,
lgualmente no se deben utilizar los cementos con adiciones inerles o paco activas, ya que
ello da lugar o serios problemas en la retraccion, Tomando las precauciones indicadas se con-
acguird un hormigon Prepaki de alta resistencia v en el que no son de temer los problemas
que plantes la retraccién de un hormigdn convencional. Esto altimao es debide al aditivo
empleado “intrusién aid”, que es objelo de patente, Este aditivo actua modificando el fra-
puadi, retrazando el Fl'iﬂf.‘ilﬂih ¥ fin de fraguido v prolongande 1o duracion del misimo,
oon lo que, ndemds de facilitar la colocacion de la masa, sobre todo cuando se trata de gran-
dis volamenes, se produce un incrementeo de temperatura que es inferior al que se produce
en un hormigdn convencional, Este, hecho tiene un efecto favorable en la retraceion {(viéase
bibliografia (9), (10} ¥ (11))quese ve todavia potenciado por la expansion que produce el
aditivo en el morters a edades tempranas, lo que conlleva a que se anule totalmente la re-
traccidn Inlcinl. Bl aditivo tlene ademils un cierto efecto de Muidilicante, que Tacilita la in-
yeceiton del mortero y sobre todo actaa haciendo que lan arena y el cemento se mantengan en
sugpension on wda la masa -del mortero impidiendo asi ln segrepacion del mismo antes de
su frugundo,

Low Tactores enumerpdos permilen obloner un hormigdn homogéneo, muy compacio,
desprovisto priacticamente de retraccidn y que nleanza, ademis, resisiencing caracteristicas
elovadas (I, = 450 Kglem?).

Con este zunchado la constante K.c de las fdrmulas de cdleulo (3) a (6) se puede dedu-
cir de la formg sigujente:

Teay. ¥ (7)
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expresion que se conoce como ln farmula de los tubos de pared delgada (véase grifico n® 7),
siend o ndemis

i, . F
ul Iuln‘u; -
Ahora bien, como
g, =E, .8
Verlficindose, ademds, que
A5 AT
s 5 ) r
Podenos escribir entonces!
._i:rh T . Af
@ 'Y or
Es declr:
K,
@y, = . e AT
De donde se deduce que:
. L (%)
II

E; ¢
Sustituyendo en las expresiones (5) y (6) ¢ porr, y K ¢ por "r se [legn o las formulas

que periiten obtener la presion horlzontal que ha de resistir el tubo de reluerzo del pilar y
¢l ncortumiento vertical del mismo. En las fotograffas 6, 7 y B se pueden ver algunos pilares
reforzados por el sistema descrito,

A los tubos metdlicos que se utilizan para reforzar el pilar mediante zunchado cilindri-
¢o, s¢ les puede dar continuidad a través del nudo mediante armaduras longitudinales aloju-
das entre el tubo y ol pilar a reforzar. De esta forma los pilares quedan reforzados  mediante
zunchade ¢ilindrico y al mismo tiempo como elemento lineal pudiendo restublecerse con el
refuerso la estructura inieial de nudos rigidos.

En las fotografias 9, 10 v 11 se pueden ver las armaduras de continuidad que se han de-
jado en i obra que se ha mostrado en las fotograliss 6y 7.

Una variante del sistema anterior consiste en sustituir el tubo metdlico por una serie de
cercos cerrados muy proximos entre si (8, = 5 em). El espesor ¢ de la formula (8)s¢ habri de
sURLitUIr ¢n esle cuxo por;

.
b

slendo # el numero de cereos cerrados de drea ¢ que hay en una longitud b.

En la fotografia 12 se puede ver un pilar reforzado mediante zunchado cilindrico
realizado con cercos cerrndos con separaciones a interejes muy pequenas, En esta fotograf{a
s¢ puede ver el pilar con la armadura, tanto longitudinal como transversal, ya colocada.
También se aprecia que el pilar estd relleno de grava antes de ser encofrado para proceder a

inyvectarlo con hormigon Prepokt.
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\ Foto 6. En eata fotograf fa eo puedan var 1o
pillaras reforzgador. madiante un Funchade
ellindries, Tamblin s pusden yver unas vi-
e anchod quo, junto con los pllares cong:
tHiuyan un q}lunurl integral do i sstruonira,

Foto 7, Para sata fotografia valen (os mismos
comantarlon gui 8 halaron en lo Totegial (a
&,

Fota 9, En la presente fotografia w pusde
var una vigtas infarior de un Aude con la ar-
madura de goptinuidad dol wbo a tavis
clil i i,

Fow B, En seta Totogral (s we pusde aproelar
un pilar reforcssdo medlante un zunchade
cilindrice an una ostructura normal do od|
flgacidn gongtitulda s bawe da Torjadeg bid).
ragolanslog,
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Foto 10, En |a prosents fotogralin ge pusde
wiar unn vista siparler da un mide con e
armadura de continujded dol wbe gabrogs
lende sdossda al pllar suporior qua poste-
tlarmante tamblin g0 roferzard, Al miame
tiompa @ pusds vor an |a fotograt{a unas viga
rallona do grave que ostd proparads poara ser |
Inyaotads con hormighn Propakt.

Fata 11, En la progento fotagrafis o aproais
unm vista suparior de un nudo oon 18 armsc-
ri de gontinuldad sobressliendo sdosada al
pilar wiperior que poteriormente tambidn
mi riforzach, Adembs w puads obsorvar ol maor-
wro dola Inyeceitn aflorando on o supar ol

i o grava,

Fota 12,

Foto 13,
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La fotografin 13 corresponde a una toma parcial de la base de unos pilares que, ademis
de haber sido reforzados mediante zunchado cllindrico realizado con cercos cerrados, fueron
reforzados como pleza prismidticn o elemento lineal— dando continuidad a las armaduras
longitudinales del refuerzo a través del forjado, que en el presente onso ern una loss maciza
con dbacos,

3.2, Zunchado paralelepipédico

El refuerzo mis usualmente empleado es el clisico zunchado metdlico mediante presi-
llas, que se puede encundrar en este subapartado.

El refuerzo, que genernlmente se viene utilizando para reforzar un pilar cuadiado o
rectangular de lados no muy desiguales, consiste en disponer cuatro angulares longltudinales
i lo largo de las generatrices del pilar empresillados medinnte chapas metilicas. Esta celosia
metilicn que envuelve al pllar no suele tener normalmente ningin capitel metdlico en la co-
beza, ni en ¢l pie del pilar, porque el refuerzo se pretende que trabaje fundamentalmente
zunchando al pilar ¥ con este {in las presillas se suelen calentar antes de soldarlas,

Realmeite ¢l funclonamiento de este refuerzo es de muy dudosa eficacia, (siempre que
no se considere ln rotura del pilar, cosa que puede ocurrir tedricamente AUnNgque RO €8 Correc-
to digefiar un refuerzo basindose en un riesgo caleulado) porque las presillus dificilmente en-

trardn en carga por efecto de la dilatacion transversal del pilar, por efecto Polsson, ya qu no
ealidn intimamente én contocto con ¢l mismo, debido a las tolerancions normales de toda gje-

cueion.

Estas tolerancias o desvinciones en la geometrin de un plar con respecto a su forma
tedrica se producen en todas Ins construcciones de hormigdn y estin admitidas con unos va-
lores tope o limite por las diferentes Normas o Reglamentos (véage bibllografin (12), (13),
(143, (15), (16), (171 ¥ (18)) Por ¢jemplo, la tolerancin en pilares por rectitud, de acuerdo
con In publicacién (13), es de 10 mm  para longitudes inferiores a 3 m vy estas desvinclones
son infinitamente superiores a las deformaciones que toma ¢l pilar por dilatacion transversal
por electo Poisson (valores del orden de la décima de mm), lo que confirma la tesis expues-
Li sobre In ineficacia del refuerzo deserito,

Sin embargo, este refuerzo lo vengo ulilizando con pleno éxito y satisfacelon, Introdu-
ciendo una modificacion que permita v garantice la puesta en corgn de la celosin o empresi-
llade metdlico debido a lo dilatacion transversal del pilar por efecto Poisson. La modificacidn
consiste en sepurar intencionadamente ¢l empresillado metilico del pilar y hormigonar un re-
crecido alrededor del pilar en el que se defa embebido dicho zuncho metilico. (Véase grafi-
co B,

Este recrecido puede hacerse de débil espesor con micromigdn Prepakt o de mayor es-
pesor con hormigdn Prepakt convencional,

El primer caso es el que generalmente se emplea con mis frecuencia, sobre todo en et
fieacion, porgue no oblign a sobredimensionar con exceso el tamafo del pilar. El empresilla-
do metdlico se suele distanciar del pilar, colocando los correspondientes separadores, de for-
mi que queden unos 10 mm libres entre el pilar y el empresillado, yo que se conoce por la
experimentacion existente que el micromigén Prepakt rellena espacios con espesores supes
riores o 5 mm, Por fuera de la celosia metilica del refuerzo se debe colocur un mallazo de
débil cuantin ¥ con separaciones entre barras muy reducidas (del orden de 5 ems) a fin de
que no se fisure ol recrecido exterior del micromigon a causa de la retraecion o edades no
tempranas, puesto qie el horimigon Prepakt estd exento pridcticamente, como seé ha dicho,
de la retraccidn inicial, El espesor total del recrecido on las cuntro caras del pilar no debe
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taner un valor gup.:riur i 6 oms a lin de que ¢l recubrimiento exterior de la celosin no sen
superior o 3 ems pata que la retraceidn aludida no lo fisure exteriormente.

El micromighn Prepakt difiere del hormigbn Prepaki convencional, en que se em-
plea cuando se inyectan volimenes de hormigon de débil espesor que no han sido previa-
mente rellenados con grava, v en que la dosificacién del mortero de inyecclén del micromi-
gon Prepakt, que es andlogo ul mortero de inyeccion de un hormigon Prepakt convenclonal,
tlene un contenido en ¢emento inferior, al no existir en este caso un porcentaje elevado del
volumen a inyectar —del orden del 50 o del 60 por 100—, ocupade por la grava, lo que hace
disminuir In dosificacién final del cemento en un hormigén Prepakt convencional al consi-

derar la totalidad del volumen inyectado,

El valor de la constante K de la formula (3) que nos sirve para determinar mediante la
ccuaclén (5) lus ncciones que ha de resistir el empresillado del refuerzo, se deduce como a
continuacion se indica;

ay o i
T K o -
i

=g i

El goeficiente K = 2 se toma de acuerdo con Blume, Newmark vy Corning (véase pu-
blicacidn (19) en la bibliografia) para tener en cuenta que ¢l conlinamiento realizado con
cercos o presillas rectangulares es el 50% de eficnz que el realizado con una entubacidn o

con estribos circulares —o en espiral— va que los lados rectos en el zunchado rectangular
se desvinn hacia el exterior disminuyendo In presién de confinamiento. En la expresion an-
terior T ex la traccidn por unidad de longitud que han de resistir lag presillas que estin co-
locadas en las dos caras del pilar de dimension b (ver grifico 6),

Como:
T.L

“' TR

ey Ly
siendo o, la tensidn en cada presilla de dimensién e; x L; con separaciones a interejes L.
Ahora bien, como!
ab
v
f¢ pueden escribir las expresiones sigulentes que nos definen el valor de la constante K
opal A b

"
o, =E

T
i il
E,e L
0y, - :h'l_ L.AD
de donde se deduge que:
L E, e L,
abl

E

Sustituyendo en las expresiones (5) y (6) ¢ por by K¢ por --!-d—'l:b- {0 bien, ¢ pora
E, e, L a

y K¢ por -lb—ll:--—' b se llega a lag férmulag que permiten obtener la presién horizontal que

ha de resistir ¢l empresillado de refuerzo del pilar v el acortamiento vertical del mismo,
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En lns fotografias 14 y 15 se pueden ver dos fases diferentes de la reparucién de un
pilar con el sistema descrito.

El sepundo caso consiste en hacer el reerecido de hormigén Prepakt con un espesor
muy superior al descrito en el caso anterior. El empresillado metdlico del refuerzo se sepa-
ra e este caso de 10 a 15 ems del pilar, rellenando este espacio con la grava e Inyectdn-
dolo con el mortero de inyeceion Prepakt. Por fuera de la celosia metdlica del refuerzo se
debe colocar un mallazo como el gque se describid en el caso anterlor, El recubrimiento
de mortero por fuera de la celosfa no sobrepasard los 3 ems por las razones ya apuntadas,
También vale la deduceion de la constante K que se ha hecho anterlormente.

En ambos casos el recrecido se ha de hacer con un hormigén de baja retraceion. Yo
vengo proyectundo refuerzos y realizando con plena satisfaccidn estos recrecidos empleando
el micromigon Prepakt y el hormigdn Prepakt convenclonal, segiin el espesor de dicho recre-
cido, 51 el refuerzo se realiza con un hormigdn convencional se corre el peligro de agrietar
¥ euartear el recrecido —tante mds cuanto menor sea ol espesor del mismo -~ al ncortarse el
hormigén del refuerzo por retraceion, que estd envolviendo a un nugleo pricticamente inde-
formuble.

En los dos casos deseritos en este subapartado, se pueden sustitulr las presillas por re-
. A e
dondos laminadaos, sustituyendo en el caleuln del parimeiro K | ¢ el valor L_ por —— , cn

donde n es el nimero de barras de drea ¢ que hay en una longitud b,

En el primer easo descrito se deben de mantener los cuatro angulares en las esquinas del
pilar y sustituir lus presillas por redondos 1l ¥ como se puede ver en la fotografia 16, En el
segundo caso descrito, como el recrecido ya tiene un espesor superior, se puede hacer todo
¢l zunchado con cercos cerrndos —con solapo a traccidn—, disponiendo ademds en las esquls
nas ¥ en puntos intermedios de los lados del pilar barras longitudinales. Esta solucién permi-
te eliminar el mallazo que se colocaba por fuera del zuncho metdlico en colosia, siempre
fue lus armaduras tengan un recubrimiento inferior 0 3 cms para evitar las fisuras de retrace
cldn no infeial ya deseritas,

El caso de un zunchado paralelepipédico se puede combinar con el refuerzo del pilar
comao pieza prismitica o elemento lineal. Para poder conseguirio, sl asf se deseara, habri que
dar continuidad a la armadura longitudinal del pilar a través del nudo de la estructura, depen-
diendo In forma de hacerlo del tipo de estructura que se trate de reforzar (supuestn stempre
de hormigon armado). Cuando la estructura, por gjemplo, sea un fogado reticular la armadi-
ra de continuidad a través del dbaco en el contorno del pilar tendrd el menor nimero n de
barras posibles {n & 4) siempre que estructuralmente sean equirresistentes con la armadura
del refuerzo, Si por el contrario, la estructura estuviese diferenciada on vigas v pilares con un
forado unidireccional, ln armadura de continuidad a través del nudo se colocard ndosada o lus
dos caras del pilar que son paralelas a las vigas que inciden en el nudo, con una distribucion
cquirresiatente con la armadura del refuerzo,
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Fota 14, En oate fotografio 40 pusda var ol
empradlllado metdlico correspondients o un
sunehado paraleplpddico da un pllar, que
postariorments quedd embebido en un re
priglide da hermighn Propakt de 6 em de

nsposor total,

Fow 16, Esta fotografis musstra un pilar
reforzado con un unchada parsleplpddico,
eomo el indicado en la fotografia antarior,
una veE quié @ terming de ajecutar ol fo-
fuarea,

Fata 18, En la pressnte fotogral (s se puaede
vir un zunchade parslepipddico de un pliar
an ol que ol empraglilado metdlico se ha sus-
tituido on dog do sus caras por redondos de
acero laminado para disminuir al mixime
al expagor del recrecido an las mismas,
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Programa para el dimensionamiento de
secciones rectangulares de hormigon
armado en flexocompresion recta con
un ordenador portétil.

Por Frandlsoo Mordn Cabird
Or, Inganiors de Caminos
Inatiwite Eduards Torraja

1. INTRODUCCION, OBJETO DEL PROGRAMA

A continuacidn se deseribe un programa para el dimensionamiento de seceiones rectans
pulares de hormigén armado sometidas o solicitaciones de flexocompresion recta M, N, en ¢l
estudo Iimite dltimo de agotamiento. S¢ supone que se trata de secclones de sopories y que
lu disposicion de armaduras es simétricn,

El programa, lamado DMNE, estd escrito en lenguaje BASIC para ¢l ordenador perso-
nal portdtll HP-75. Ocupa algo menos de 2K octetos de memorla y puede adaplarse ¢on
gran facilidad a cualgquier otro ordenador personal. Forma parte de un conjunto de 14 pro-
gramas para ¢l dimensionamiento y la comprobacion de secciones de hormigon armado de
distintas Tormas, sometidas a solicitaclones de flexién simple M; flexocompresion recta M,
Ny flexocompresidn esviadn M, M,,, M.

Las bases de cdleulo son las contenidas en el artfeulo 36 “Principlos generales de caleu-
lo de seceiones sometidas a solicitaciones normales™ de lu EH-82 (1), ex decir:

Dominios de deformacion definidos por el diagrama de pivotes del apartado 36.2

{fig. 1).
Diagrama pardbola-rectdngulo para el hormigén del apartado 26.6 (fig, 2).
Diggrama bilineal para el acero (dureza natural) del apartado 25.3 (fig, 3.

Excentricidad minima segin el apartado 36.3

i
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Estus bases de cdleulo son coincidentes con las del Codipgo Madelo CM-—-78 del CERB,

En lo que respecta o cuantius minimas, se respeta la limitacion de la tabla 38,3 de |y
EN-82 parn soportes armados con ncero de las calidndes AEH-400, AEH-500 o AEH
GO0, eala es, una cuant in geomateics minima de la armaduors longitudinal del cuatra por mil,
Estn condicidn s mis exlgente que la indieadn en el apartado 38,2 de la EH-82,

Tanto lps resistencias de los materiales hormigdn y acero como lag solicitaciones ace
tuantes en lo seceion, doatos del proprama, deben ser valores de cileulo, esto o4, deben ostar
ifectndos por los correspondientes coelicientes de seguridad, En particular, la reslsiencia de
cilculo del hormigdn, 1., debe incluir el coeficiente reductor 0,9 si el hormigonado se hace
en posicidon vertical (apartado 26,5 de lan EH-82),

Mo se conslderan en el programa la esheltez del soporte ni los efectos de segundo orden

producidos por la misima, Estos efectos pueden tonerse en cuenta calculando previamente el
momento suplementario M, = Nj.¢, producido por ln excentricldnd adicional e, debida n ln

eabeltez, ¥ sumindolo al momento de primer orden M, 4 para obtener el momento de edleu-
loMy: My, =M_, +M,.

il dimensionomiento se obtiene en forma de lo contidad de armadura estriciamenie ne-
cesiria para resistir la solicitacion actuante, elipicndose como datos una determinada disposi-
cion (simétricn) de armado entre las de un repertorio de disposiclones posibles dado, v un
recubirimionto determinado. Dicha cantidad de armadura resuliante se expresa mediante la
capacidad mecinien en tonéladas de cada ung de lag bareas de la armadura vy osu didmetro
tedrico en milimetros, que luego el proyectista substituird por un didmetro de la serie nor-
inalizada,

Cont respecto a offos métodos recienlemente publicades para ¢l dimensionamienia de
secciones con ordenadores personales (3), creemos que el programa que agui se presenta, pe-
s 4 su sencillez, pequena ocupacion de memoria ¥ razonable velocidad de cileulo, liene una
miyor facilidad para conaiderar distintos valores del limite elistico ¥ del recubrimienta, vy
distintus disposiciones de armudo,

2. ESTRUCTURA Y FUNCIONAMIENTO DEL PROGRAMA

La estructura ¥ el funcionamiento del programa son comunes a los 14 programas del
conjunto aludido en la introducelén, En la preparacitn de dichos programas se ha atendido
de forma prioritaria o los sipuientes criterios:

a) Tamano minimo de los programas, para su utilizacion en ordenadores personales ¢
incluso en caleuladorus programables (*).

By Rupidez de cdleuls mixima compatible con la precision deseada en eada caso,
¢) Mamero de datos necesario minimo para cada problema.

d i Posibilidad de efectuar recileulos con el minimo esfuerzo, bien sea de iing mising
seccldon o de distintas secclones en las que cambian solo algunos datos, como sucede
en la pricticn al dimensionar los soportes de una estructura de hormigdn armado,

Los eritorios a), b) v ©) han aconsejado preparar un conjunto de programas en lugar de
ung adlo fue "-"IIIH.H prifi todos [os ¢asos; de edfa Torma s consigue uind mejoer id illﬂﬂﬂmﬂ i lns
carncter (sticas concretas de cada problema.

En cuanto al eriterio d), ho conducido o ln estructura del programa que se esquematiza
eii ¢l organigrama de la figura 4 ¥ cuyo funcionamicnto se describe a continuacion,

{*}  En eiocto, 4 de los 14 programas del conjunto han sido adaptados para su use én la caleuladora pro-

pramable de bolgills HIP-15,
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Al comienzo, ¢l programa plde y lee el eddigo de tarea T. 5i se introduce T=1 ¢l pro-
prama pide y lee, o continuacién, los valores de las resistencias de caleulo del hormigan y del
acero £,y v f,4 en kp/em?. En caso de que se introduzca T=2 el programa no lee estos da-
tos, manteniendo las reslstenclas usadas anteriormente. Si se arranca el programa con T=2,
se adoptan los sigulentes valores, considerados como los mis frecuentes en el momento de
escribirse el programa:

fog = 175x0,9/ 1,5 = 105 kp/em?;
foq=4200/1,1= 3.B18 kp/em?,

A continuaclén, o slempre que se haya introducido T=2, ¢l programa pide y lee la o8
cundrin de In seceidn b X h en ¢m X ¢m,

A contlnuacién, o siempre que se haya introducldo T=3, el programa pide y lee el re-
cubrimiento ¥ en centimetros, distancla del centro de gravedad de la armadura al paramento
de la secelén, Como dicho recubrimiento, que s igual al recubrimiento libre ¢ mis el didme:
tro del cerea ¢, y el semididmetro de la barra longitudinal @i 1= ¢+ ¢, + 1/2 ¢, no cs
conocldo a priori, s frecuente introducir un valor estimativo y luego corregirlo, en eapecial
«i ul substituir el didmetro tedrico de la barra longitudinal por el de la seric normalizada el
margen de seguridad obtenido es pequefio (véase un ejemplo en el apartado 6).

A continuacién, o slempre que se haya introducide T=4, el programa pide y lee el cd-
digo de armado CA, que indica cudl es la disposicion de armado elegida por el proyectista
entre las posibles, que se indican en la fig. 5, El primer digito del codigo de armado indicu el
niimero de barras de las armaduras frontales, y debe ser un entera comprendido entre 1y 9,
El segundo diglto indica el nimero de barras de lus armaduras laterales, y debe ser un entero
comprendido entre 2 y 5. Mediante el codigo de armado especial CA=12 se indica que las
armaduras frontales tienen una sola barra, En este cnso, el resultado serd la cuantfa meednica
U en toncladas de dichas armaduras frontales, y ol didmetro ¢ que tendrian en el easo hipo-
iético de que se armara con una sola barra, 51 CA=12 el valor de ¢ no se utilizard, y ¢l valor
de U servird para entrar en una tabla de capacidades mecinicas correspondiente al neero uti-
lizado y encontrar la combinacién mis conveniente n, ¢ de ndmero de barras y didmetro de

las mismas para las armaduras frontales.

A continuacién, o siempre que se haya introducido T=35, el programa pide y lee la soli-
citacion de cdleulo actuante My, Ny en metros toneladas y en toneludas, respectivamente.
Como se hu indicado, estos valores deben estar mayorados, y el momento My debe incluir,
en su caso, los efectos de segundo orden, en forma de momento suplementario. My ¥ Ny de-

ben ser posilivos,

Con todos estos datos el programa estd ya en condiclones de caleular las armaduras
estrictamente necosarias para resistir In solicitacién actuante. Al cabo de unos segundos de
cileulo aparecerin en pantalls los valores de la capacidad mecinica U y del didmetro tedrico
¢ de cada barra, en toneladas v en milimetros, Una vez facilitados estos resultados el progra-
ma vuelve gtris nutomdticamente ¥ pide un nuevo codigo de tarea T.

En cuso de existir varias hipdtesis de edleulo o, mis precisumente, varias solicitaciones
actuantes sobre la misma seccidn, bastard con dar T=35 ¢ introducir la siguiente solicitacion,
obteniéndose la cupacidad mecinica v el didmetro tedrico necesarios para cada barra, y asf
sucesivamente, La seceldn deberd armarse para ln mayor de las capacidades y didmotros ob-
tenidos, que corresponderdn a la hipdtegis mas desfavorable,
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S In capacidad o el didmetro resultantes aconsejinn cambior ln disposicidn de armado
elegida, ello podrd hacerse sin mis que introducir T=4, tecleando a contlnuagion el eodigo
de prmado CA de la nueva disposicion elegida, v a continuacion ln solicitacion o solicitacio-
nes actuanies (véase un cjemplo en el apartado 6).

En easo de que el didmetro normalizado resultante nconseje modificar ¢l recubrimiento
t, bastard para ello dar T=3, introduciendo a continuacion el nuevo recubrimiento r, y luego
el codigo de armado CA v la solicitacion o solicitaclones actuantes, My, Ny

51 se desen pusar o otro elemento con distinta seccidn bastard dar T=2, introduciendo
sucesivamente la escuadifa b x h, el recubrimiento r, el eddigo de armado CA vy la solicita-
g o solicltaclones sctunntes,

Por ditimo, sl se desen cambiar la resistencia de cdleulo del hormigdn o del acero se
dard T=1, introduciendo luego las nuevas resistencias £y, £, 4 ¥ o continuacion la escuadria
b % h, el recubrimiento r, el cédigo de armado CA ¥y la solicitacion o solicitaciones M, Ny
acluuntes,

El programa prosigue estos ciclos de forma indefinida, 5i se desea interrumpirlo basta
con pulsar la tecla ATTN cuando el programa estd en espera de datos (por gjemplo, cuando
pide un nuevo codigo de tarea T).

S se ha cometido un error, o bien para hacer continuar el programa interrumpido mes
diante la tecla ATTN |, basta con pulsat las teclas © O N T 9 RTN |, con lo cual el progra-
ma vielve a pedir un nuevo codigo de tarea T, y prosigue su ejecuciaon.

Como es obvio, al arrancar el programa hay que dar un codigo de tarea T=1 o T=2,
pues si no el ordenador no dispondrd de todos los datos necesarios para el cdleulo.

3. METODO DE RESOLUCION

Se utiliza el método indicado en ol apartado 2.4 de la referencia (2), con algunas varian-
tes, tal y como se expone a continuaclén,

Si la solicitacidn actuante se representa por el vector 0D de componentes My, Nd [veas
se fig, 6), para cada valor de lu profundidad del gje neutro x que fija la posiclidn del plano de
deformaciones de acuerdo con el diagrama de pivotes (fig. 1) pueden obtencrse los csfuerzos
resistidos por el hormigdn, que se representan mediante el vector 0C, de componentes M,I-,.
M,, v los esfucrzos resistidos por la armadura de referencia, supuesto que cada una de sus ba-
rras tuviers una seccldn unitarla A = 1 em*, que se representan por el vector C8, de compo-
nentes M, N, .

8i el vector CD coineidiera en direcelén con el CS (cuso de ln sollcitucion actuante Dy ),
entonces el drea estrictamente necesarin para cada barra de la armadura valdria:

Ch M, - M
A.{L'lnll:l o 'FEI ) le o

Para un valor cualquiern de In profundidad del eje neutro x esto no sucederd, siendo
preciso buscar el valor de x para ol cual sucede, Para conseguirlo se considera el valor del se-
na del dngulo @ que forman ambos vectores:

. (Ng =N M, = My ~ M) N,
0 = O ROy =W N TR
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IN ;,

Fig. &,

Fig. ¥,

que resultard distinto de cera, por lo que serd preciso hacer tanteos hasta anular la funcion
erfor ¥ = gen y Fatos tanteos se hacen por el método de biparticién. 5S¢ supone que para
x; = 0,00.h es y & 0, puesto que ¢l punto C estard pricticamente en ol origen O (véase fig.
7) v el vector €, D estari por encima del €, 5,, yva que las armaduras estardn todas en troc-
cidn, v se supone que la solicitacién D no es de troccidn dominante, como corresponde a
secciones de soportes de edificacidn,

Se supone andlogamente que para x5 = 10 . hes y = 0, puesto que el punio O, catard
pricticamente en ¢l vértice superior del diagrama de interaccion del hormigdn solo (compre-
sion simple), y el vector E;ﬁ estard por debajo del €y 5,4, yva que todas las armaduras estaran
en compresion (véase fig. 7), y se supone que la solicltacion 13 no es de compresion simple ni
demasindo cercana n ella, debido al hecho de haber impuesto una excentricidad minima, de

acuerdo con el aparfadoe 36.3 de la EH-R3,

Por consiguiente, la funcién y cambia de signo en el intervalo x; — X3, ¥ siendo una
funcién continun debe anularse en algin punto del intervalo,

Se tantea para el valor intermedio x = 1/2 (x; + x3). 5i resulta ¥ > 0, entonces y se
anulard en ¢l intervalo X — X4, 5S¢ Hene, pues, un nuevo intervalo de amplitud mitad que el
inicial, en el que vuelve o tantearse parn ¢l punto medio, y asf sucesivamente, Si, por el con-
trario, resulta y < 0, entonces se explora, de la misma forma, el nuevo intervalo mitad %, -
- X,

En cualquier ¢aso, s prosigue asf hasta conseguir que:

y = sen %= 0,0001 ,
148
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en cuyo momento se detiene el proceso de gdleulo,

El métado de biparticion, que es relativamente mis lenio que otros métodos lterativos
(por ejemplo, ¢l método de la cuerda), se ha elegido por In seguridad de su convergencia en
un nimero determinado de pasos. La velocidad no ha parecido demasiado importante, desde
el momento en que el tempo de edleulo, en el ordenador HP<75, es de sdlo 6 segundos (%),

4. FORMULACION

Para el caleulo de los esfuerzos M, N, M,, N, a partir de la profundidad del eje neutro
x s¢ sigue ln formulacién que se indica a continuacion (véase también relerencia (4), tomao |,
apartado 13.2). Como se verd se utilizan formulas analfticas exactas, con las ventajos de ma-
yor rapidez y precision respecto a la integracion numérica aproximada, a costa de una menor
aeneilles en la |1|'ugrunm¢h‘m. (Ue no s lmpnrtnntr:.

4.1, Cileulo de M, N,

a) Dominlos 2-3-4 (flexién compuesta) x = h. Se elige como pardmetro la profundidad
relativa del eje neutro, referida al canto atil: § = x/d. Los esfuerzos resistentes del hormigon
valen:

Hﬂ -‘pl?{nb.rudi
M, = N, (0,5.h ~ Ax),

siendo:

Wik} un pardmetro adlmensional que da la tensidn media relativa del bloque de compre-
Bl

AE)  un pardmetro adimensional que da lo distancia relativa de la resaltante de las tensio-
nes de dicho |.‘-|lf.'l1.[“'l3 a la Tibra superior,

Estos pardmetros vienen dados por las siguientes expresiones;

Dominko 2 0: 0= k<0, 1667

3 (0=§

BDominio 2 b: 0,1667 < £ <0,2593:

6k~ 1

REE

_ITE -84
320 - 20§

= 0,85

e —

{*) Paru wiros ordenadores puede no ser asi. En ol ordenador de bolsillo SHARE PC-1251 (precio actual:
23,700 Pras.) el tiempo de cdleulo es de unos 90 segundos, y resulta mis convenlente ol mdtodo de la
cuerdi, usando una Tuneién de ervor modificada, con lo que el tiempo de ciloulo se reduce a unos 25

sopundos, 140
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Dominios 3y 4: 0,2593 < §:

W = 0,688095;
A o= 0415966 .

b) Dominlo & (compresién compuesta) x 2 h, Se elige como parametro la profundidad
relutiva dol ¢je neutro, referida ol canto total: £ = x/h, Los esluerzos resistentes del hormi-
g valen:

N, =W.h.b.f,;
M,;. -N{' {Dpﬁ -?\.)hl

stendo en este domiilo)

6 ’
2T (TR = B **
3 2401 £ - 2058 F + 185

T4 102987 — BRZEH 125

W= 0,85 [1 -

4.2, Caleulo de M, N,

a) Se caleula la deformacion ¢, de la fibra superior:
Dominio 2: e, = 0,01 E/(1-£);
Dominios 3,4: ¢, = 0,0035;
Dominio 5 ¢, = 0,0020 £/(E-3/7).

b Para cada armadura |, situada a una altura y; respecto al centro de la seccion, se cal-
culn su deformacion y su tensidn:

X 4 0,5.h
o =e . E,
con las Umitaciones:
i I i',, d s
ﬂb { I‘y ﬂ ]

©) 8o caleulun los esfuerzos resistentes en las armaduras, supuesta un drea A = 1 em? en
cada una de ellas, mediante las sumatorias:

il
HI —II?I a

n
M'-I%Iﬂlhyll
160
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Para mayor rapidez de cileulo se agrupan las bareas que tienen la misma altura ¥y ¥ por

consiguionts la misma tension a;.

5, LISTADO EN BASIC

A continuacién se incluye un listado del programa en el lenguaje BASIC del ordenador
personal portdtil Hewlett-Packard HP-75, Este listado ha sido producido por In impresorn
HP 82, 162A, que imprime lneas con un maximo de 24 caracteres; cuando una instruceion
no cabe en una linea, ln corta en los caracteres nim. 24, 48, ete, v la imprime en varias -

NEas BUCesivig,

| FEK DHHE:Dimens, Soport

s

2 IHTEGER HES3.H1.H2

3 DIN YO35)

6 Fle]?50e.94]1.3

7 Fis=d, 2711

G [HPUT Tarea=' K

12 OH K GOTD 15.17.19.28
il

15 THPUT "fedsfrdlkesin?
b1 LY 2 Y

16 FieFlel@ @ F2eF2s1Raf
17 THPUT “Bokfcal='iB:H
{0 Bef-168 ¢ He=H-1O0

19 THPUT *Becubr. rlcale
'y C @ CoC/108

28 IHPUT 'Cod,Arsade CR=
till

2] H2=]P<HIA18)

£ Hi=Hl-18=H2

23 R{L3H(H])=H2

24 Y{1yuHs2-C B YHIpm=Y
i)

25 IF HI€3 THEN 30

26 Du{H-2¢C)/(HI=1}

27 FOR 1=2 10 Hi=1

28 H{ly=2 ® Y{DeY{l=1}-
1]

29 HEXT 1

38 b=f-C P FIsFlsB

32 Ul=4@sf 2eHeBs (N1 +HE-2
172

I5 E3e, 82670 # IF E3C.0
2 THEH Ed»,82

38 IF EXCHA28 THEW C3sH/
20

A THPUT “Md.Hdat =
b2

45 [F DE<E3+D] THEW DZsE
K|

BH Kl= Blel B X2uiped

70 ¥Ia(X14K2y2 8 Xe¥iD
f8 IF ¥¥.167 THEH 124
99 Fud, 25eXeld-Beki tad]
=1 {1-%)

100 Ledd-9u)37012-229%)
118 GOTO 158
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128 IF %2259 THEW 168
138 Fu, BheClbeX=1)719/%
148 La((171ek=22)eRe])7¢

Jiex-20)7%

158 Ed=180eX(1-X) @ GOT

0 108

168 IF ¥3>H THEW 218

178 Fe. 6001 B L=, 416 B E

4ulh

188 C1eiief JoT

198 C2uCledHs2=H34L)

200 GOTO 279

210 ¥eX3/H P Ednz@eys (Y-
3¢

228 Fefek-3

238 Fe, B304, 4721 /F/F

248 Lel/ 4ol {2481 0X-2008
e+ 185)/{C1029X-0R2) 9K
+25)

250 Cl=Hef 3ef

260 C2aCloHe(, 513

270 51,5250 8 54n,2144

208 FOR 1=1 TO HI

200 Sefds (XIYCTI-H/2) X

4

388 IF 5¢(-F2 THEN S=-F2

318 IF 53F2 THEN SeF2
320 SsGeH(]) @ 515145
330 52=52484YC1)

338 HERT [

368 53=D1-C1 # SA=D2-(2
363 E={52¢53-51954)/50R(
(83053454054 e (5105 4500
820

370 IF RBSCENC,A001 THEH
488

308 IF E<B THEW X2=X1 @

GOTO 78

198 ¥1=X3 @ GOTO 70

400 A=(D2-C2)52 B Ushst
2

485 IF UCUL THEW UsUL @
RulsF2

487 F4=SQR{400e0-P1)

418 DISP USING ‘2{4d.2d)
* 5 UiF4

430 WAIT B

448 GOTO 9



Sobre eate listado conviene hacer nlgunas aclarnciones, sefalundo las principales pecu-
linridudes del BASIC del HPF-75 en relacidn con el BASIC de otros ordenadores personales:
En las inslrucciones de asignacidn no os necesario ubliligar lo palabra LET, Asi, por
gjemplo, la linea nimero 6 dice: F1 = 1750% _9/1 5, mientras que en otros ordena-

dores se pondeia LET F1 = 1750%, 9/] .5,

— Una misma linga puede contener varias instrueciones separadas por ¢l simbolo @ Por
gjemplo, la linea 16 tlene dos instrucciones de asignacion: Fl1 = F1 * 10y F2 = F2/
1.000,

— Ui instruceian de asignacion pucde ser mm”Nh anighando un clerto valor a varias
varinbles separadas por comas. Asf, la linea 270 tiene la instruccitn 81, 52 = 0 equi-
valente a las dos inastrugeiones 5] = 0 y 52 =0,

— La funcidn 1P (Iinea 21) tiene como resultudo ln parte entera de la expresidn que -
gura entre paréniesis como argumento, En este programa es equivalente a la funcidn
INT, de uso mas combn en otras miquinas.

— La funcidén P1 (linea 407) es una funcidn sin argumentos que proporciona el valor de
lu constante v = 3,1415927,

El programa no Heva un END al final, porque el intérprete del HP-75 presupone que
al final de eualquier listado BASIC existe este END. Parn otros ordenadores puede
ser necesario ponerlo explicitumente,

6, EIEMPLO

Sc tratn de dimensionar la seccidn de un soporte corto de 30 ¥ 40 em? sometida a las
siguientes solicitaciones actuantes:

My =149mt Ny =819

BIMy = 8.5 mt ; Ny = 105,01

Se¢ adoptan lns siguientes resistencins y coolicientes do seguridad:

for = 175 kp/em? ;y, = 1,5
[y = 4.200 kp/em? ;y, = 1.

Se comienzan los tanteos suponiendo un recubrimiento r = 4 cm y adoptando el ¢bddi-
go de armado CA = |2 (armadurns frontales iguales, Tig. 8). Los datos de entrada ¥ los resul-

tados correspondientes son los siguienies;

Taren bhxh { ¥ CA My Ny u g
2 i0 40 e 12 14,5 81,9 d.41 16,94
5 8,5 104 27,90 30,50

Entrando con la capacidad meednica U = 40,91 t en una tabla de capacidades mecini-
cas resulta la combinacion 4 ¢ 20 (U = 48 1), véase fig, 8, sobrando bastunte acero, Se deci-
de cambiar el cddigo de armado a CA = 33 (fig. 9), que es por otra parte mis logico. Los du-
tos de entrada ¥ resullados son:
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@ io & & da
_r— _a--/-"-‘-r,f;-_- 1L'_- e~
* 8 s & e a @
o Q [ ] i
= 9
IR j,_ ¢ : ®
S S o _.],
Fig, 8. Fig. .
Tarea bxh ¥ CA My My u i
4 13 149 | 819 12,19 20,16
] LI 108 Tad 15,08

Ahora resulta para cada barra un didmetro tedrico ¢ = 20,16 mm, que es ligeramente
superior al didmetro normalizado ¢ 20, Seria necesario ir a ¢ 25, No obstante, se prueba i
correglr ¢l recubrimiento para ajustarlo al correspondiente a ¢ 20, que esr = 20 4 6 + 10 =
= 36 mum = 3.6 ¢

hxh ¥ CA My Ny u #
11,87 | 19,89

Tarea

d EN 43 14,9 81,9

Por consiguiente, la solucion correcta os 8 ¢ 20 [ﬂ# 'si}.
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Nota Necrolbgica

Con profundo sentimiento tenemos que comunicar que el Ingeniero Carlos Ernesto
Duvoy, Presidente de la Asociacion Argenting del Hormigdn Pretensado (A AP v Direc-
tor Técnico del Institute del Cemento Portland Argentino, fallecid repentinamente ol 28 de
junio pasado, victima de unn afeccidn card {aca,

El Ingeniero Duvoy, durante su prolongada actuacion como Presidente de la ALAHP,
realizé una eficacizsima labor llevando a la Asocincién n ocupar un elevado nivel tanto en el
ambito local como en el internacional. Era Vicepresidente de la F.LP. en representacion del
Grupo nacional argentino del pretensado v como tal participd en diferentes Congresos y reu-
niones internacionales de la Federaeidn,

Organizd varias Jornadas argentinas del Pretensado, en algunas de las cuales han partici-
F'ﬂl."ﬂ repregentantes tﬂ]}ﬂﬂﬁlﬂﬂ ¥ fue el promoior de las 1 Jornadas Iberalatinoamericanas del
Hormigén Pretensudo celebrada, en Buenos Alres, en octubre de 1977, en las cuales se trotd
de constituir una conlederacidon de lus Asociaciones iberolatinoumericanas del pretensado,
para actuar conjuntamente dentre del marco de la F.LP,, formando asf un Grupo de mayor
peso especilico, con los consiguientes beneflicios.

Lo trabajos para ¢l desarrallo de esta calaboracidn se han venido realizando por las Aso-
vinciones de Argentina y Espafia en intimo contacto v dentro de un clima de la mayor cors
dialidad, Ultimamente v debido a la actual diffeil situacién econdmica de los diferentes pai-
ses, estas negocinciones, lamentablemente, se encontraban suspendidas,

Con estas 1ineas queremos rendir un cilido y respetuoso recuerdo de homenaje a la (lus
tre figura del Ingeniero Duvoy, con quien tan enfrafiables relaciones veniamos manteniendo
y que tanto y tan eficazmente trabajé para el desarrollo de la téenica del pretensado en los
diferentes campos de promocion, divulgacion e investigncion,

En sustitucion del Ingeniero Duvoy, ha sido designado nuevo Presidente de la A A HP.,
nuestro también muy estimado amigo el Ingeniero José Bagg, o quien deseamos el mayor de

los éxitos en su nuevo cargo,
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Teoria variacional de laminas

Por, Salvador Maonladn Cramadas ®
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Padro Fuster Garois **®

£l orden de los acontecimienios hisio-
ricoy nos muesira claramente cudl es la
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varigoionales: se encuentran af tdeming
de wuna larga cadena de razonamienios,
coma wna bella v satisfactoria condens
sacton de los resultados deducidos,

MAX BORN

SINOPSIS

L reduccion de las ecuaciones que gobiernan la deformacion de una limina ul dominio
bidimensional definido por su superficie de referencia (usualmente su superficie media) se
desarrollé en una publicacion anterior [4] en sus aspectos cinemiticos exclusivamente,

En el presente trabajo, este tratamiento se extiende a los restantes sistemas de ecunclo-
nes: ecuaciones del movimiento, constitutivas y condiciones de contorno, Para obtener su
forma consistente con la modelizacion cinemidtica adoptada se han utilizado los principios
vartacionates aplicados al equilibrio de un cuerpo hiperelistico, en nuestro caso ldming hipar-
clistica; estos nos proporcionarin de forma compacta y elegante las ecuaciones de equili-
brio junto con las condiciones de contorno correspondientes a nuestro modelo bidimensio-
nal de limina,

* D¢, ingeniera de Camings, prafesar encargads os fa odredra de Pueotes e @ ETSICCPY.

** Inguninro de Caminos, profesor spudante de Pusnteg de ln ETSICCPV,
YRR Dr, Ingenfero de Camings, catedrdtico de Cilcula de Estructuras da la §TSICCPV,
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1 INTRODUCCION

En el presente trubajo se prosigue la construccion de una teoria bidimensional de limi-
nas general, adoptando el migmo punto de vista que en la publicacion anterior [4], esto es,
en orden n completar las ecunciones cinemdticas alli presentadas (reducidas o la superficie
de referencia de la limina, en nuestro caso su superficle media) vamos a obtener las ecuacio-
nes de equilibrio, v las condiciones de contorno correspondientes en una limina constitulda
por un material hipereldstico, referidas al mismo dominio bidimensional. De forma andloga
a lo expuesio en los capitulos de cinemitica, tragladaremos toda la informacidn relativa
al estndo tensional de la estructura y fuerzas en los puntos p (8%, 1) gituados sobre una
misma linea coordenada %, exterior e inicialmente normal a la superficie media X (0%)
de la ldmina, o un Anico punto r (%) E X,

L&

Fig. 1.1, "Los propdsitos de la eoria”,

Eata condensacion en el modelo implicard nuevamenie una pérdida de informacidn,
relativa en este caso a ln distribucién de tensiones en el cuerpo y sobre su contorna. Esta

distribucidn vendrd sustituida, en el modelo 213, por unas nuevas funciones, denominadas
eafuerzos generalizados, en funcidn de los cuales quedarin expresadas lns nuevas ecuacio-
nes de equilibrio ¥ condiciones de contorno.

Lo deduceidn de nmbos sistemas de ecunciones se ha aboardado por la via Lagrangiana
{en lugar de optar por una aproximacion Newtoniana al fendmeno, basada en los conceptos
vectoriales de fuerza y movimiento, v resumida en el anexo A), utilizando los principios
variacionales para su derivacidon. La principal ventaja de estos métados, también denomina-

dos frecuentemente métodos energéticos, reside tanto en la capacidad y elegancia de su for-
mulacién como en In posibilidad de generar e interpretar adecuadamente los esfuerzos gene-

ralizados,
Para ello se ha segiido ol prosents orden de oXPFOAICIG,

e forma andloga a lo realizado en [4), se presentn en el capitulo 2, una sintesis de
teoria variacional del continuo para posteriormente (capitule 3) aplicar estos mismaos prin-

ciplos a una liming de geometria arbitraria, constituida por un materinl hipereldstico y refe-
rida a un sistema convective de coordenadas (8%, 5). Deducidas sus ecuaciones de equili-
brio v condiciones de contorno, se presentan n continuacién las ecunciones constitutivas
del mdtado 2D asi eluborade v congistentes con el (ratamiento cinemdtico pdoptado,

Porteriormente se realiza la particularizaciom de eata teor i generil a ldminas con coms
portamienio ransversal de primer orden, dentro de las cuales guedan incluidas teor fas mis

conocidas, como la de los hermanos Cosserat [1], Reissner-Mindlin [3] o LoveKirehhoff,

También se han includio algunos anexaos complemantarios al exXio principal, con obje-
to de escribir al margen algunos conceptos mencionados en los capitulos anterfores y ofrecer
mayores detalles.

Todos los cdloulos y desarrollos se han realizado en notacidn tensorial, ¥ se indica en
el apéndice bibliogralico alpin texlo guin a] respecio,
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2. TEORIA VARIACIONAL DEL CONTINUO

Dado un cuerpo 8 en movimiento bajo la accitn del correspondiente sistema de fuers
zas, lns ecunciones que gobiernan su comportamlento son:

(1) Ins ecuaciones fundamentales de ln dindmica, equivalentes a las dos leyes de
Cauchy del movimiento (ver anexo A) que proporcionan un conjunto de tres
ccunclones diferenciales en las seis varlables independientes del tensor de ten-
siOnes,

{2) Las ecusclones cinemiticas que relacionan las sels componentes independientes
del tensor de deformacién con las tres componentes del campo de desplazamien-
tod,

(3) Las eccunciones constitutivas, que definen la ley de comportamiento del material |
a través de seis ecuaciones tensidn-deformacion,

Este sistema permite obtener, por eliminacidn, tres ecuaciones diferenciales en deriva-
das parciales con tres incégnitas (las componentes del campo de desplazamientos) que, jun-
to con las condiciones de contorno exlstentes, definen el proceso dindmico del cuerpo.

Una formulaclén alternativa del problema puede obtenerse a partir de los principlos
variacionales. Para ello introduciremos en este capftulo los conceptos de funcional de ac-
ciom de un cuerpo hipereldstico y demostraremos como el principio de estacionalidad de
dicho funcional equivale a las ecuaciones del movimiento del cuerpo,

El principlo variacional se escribird de una forma ligeramente diferente a la seguida
usualmente en log texios de mecinion clisica de medios continuos, para facilitar su pos
terior aplicacién a las estructuras laminares de tal forma que se deriven sus ecuaciones de
equilibrio junto con las condiciones de contorno necesarias y consistentes con las ecua
ciones cinemdticas que se empleen en su estudio,

2.1, Congideraciones previas

Sea pues un cuerpo tridimensional hipereldstico 8 sobre la definicion de hiperelastici-
dad v su relacidén con la elasticidad convencional, puede consultarse el anexo C. Supondre-
mos que en un instante determinado 1y ocupa, en el espacio tridimensional Fuclideo, un
conjunto de puntos conexo Vg (8) que denominaremos configuracion de referencia,

En esta confliguracion, ln posicién ocupada por cada part fcula del cuerpo vendrd descri-
ta por ¢l vector posicidn P de dicho punto con respecto a cierto origen de referencia. Cada
particula del euerpo podrd entonces definirse mediante las coordenadas Cartesianas X! de
ese punto P o, alternativamente, empleando unas coordenadas convectivas ' no necesaria-
mente pertenecientes 8 un sistema de referencia ortonormal,

En cualquier otra configuracidn del cuerpo, la posicién de cada particula vendra defi-
nida por un nuevo vector posicién p con respecto al mismo origen de referencia. La depen-
dencia de esta nueva posiclén con respecto a las variables independientes que hayamos ele-
gido serd entonces:

Puply=xki (2.1.0)

pEp @)= xk (X (2.1.b)

Introduciremos entonces el concepto de variahle de estado geomd trica como aquel

gonjunto de pardmetros, funcién de las variables independientes, que nos definen la posi-
cién de cada particula del cuerpo en cada una de sus configuraciones,
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Este concepto gencral abarca, en nuestro caso, tanto o s funclones x* (XYY como n
lu funcién vectorial p (@), Puede ademds genceralizarse a olros tipos de cuerpos al conside
fir s nuevas funciones ﬁ (0} como varlables de estado gemé tricas

En cada configuracion definiremos los vectores naturales covarlantes por las deriva-
das parciales del vector posiclén con respecto al sistema coordenado adoptado como va-
rlables independientes, Esto es

SO | P
(_,.I'F = F]H' L H'I:" agl

; (2.2
- ap - i axk
GFfm = mf : g* m P = i
iR e

Sepian queds expuesto en lus ecunciones anteriores, los vectores mafiriles releridos o
las coordenadas Cartestanas s¢ han eserito con una bara horizontal. Este criterlo se aplicard
0 olroy sistemas posteriores.

Definiremos el gradiente de deformaciion como el tensor mixto que relaciona los vees
tores naturales de una configuracion cualquiera con la de referencia (este sistema también
suele denominarse gradiente del movimiento), ea declr

i
k
(2.3)
T mEek Y gak g f’,ﬁk
H‘Luzr H"g']-d‘-}xb

Recordemos que el tensor de deformacion de Lagrange se definfa como la semi-varia-
cidn del tensor métrico referida o In configuracidn inlcial, o de reflerencin:

| . .
o = @l g -G o)
3 (2.4)
"é {z*]‘z*f - 8f E;‘:}Lih

Tanto los sistemas (2.3) como (2.4) proporcionan una medida de In deformacidn del
cuorpo, ¥ puesto que admitimos que el cuerpo eg hiperelistico existivg entonces una funcion
de gnergia de deformacion. Por ello las varinbles coracteristicns de ln deformnclén se deno-
minan variables de estado energd tieas,

Ampliando este concepto, definiremos como variable de o tado energética a toda fun-
cidn derivada de lag variables de extado geométricas con respecto a las variables independien-
tes consideradas, Este concepto abarca tanto a los vectores naturales g (euando conside-
remos como variables de estado geomdétricas las funciones vectorinles p), como a los gras
dientes de deformacidn 7*F i se toman como variables de estado geométricas a los escu-
lares x¥,

Nos interesaremos a continuacion por las carncteristicas materinles del cuerpo, volus
men y masa, Situados en la confliguracion inicial, el elemento diferencinl de volumen se
crcribird;

AV, = VG do! da? do* (2.5)
= dx! dX® dX*
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A cada puntoe del espacio Fuclideo ocupado por el cuerpo en esta misma configurncion, le
asignaremos una funcién de densidad de masa, denotada pd, de forma que la masa de cada
parte £ del cuerpo venga dada por

= fl IV = ]
m (P) "VU{P}PE dv, (2.6

In cualquier otra conliguracion, el elemento diferencinl de volumen vendrd dado
o b eciiacion

dV = Vg* do' do? do° (2.6
= dx! dx® dx?

v o cada punto p del cuerpo le asignaremos andlognmente una funcidn de densidad de masa
2% tal que, para cada parte de 8 se cumpla:

m Py = J'\"{Fl phodv (2.7)

Recordemos que en todas las ecuaclones anteriores g* designa el determinante del tensor
métrico en una configuracién cunlgquiera del cuerpo, Sea ahora el diferencial de volumen
material definido por:

do=df' d0? 98" , (2.8)
en esta ccuacion los diferencinles se refieren exclusivamente a las variables Independientes
adoptadas, Dxpresado en coordenadas Cartesianas se comprueba directamente que el dife-

rencial de volumen material colnelde con dVy, ademds las ecuaciones (2.5) ¥ (2.6) que
definen un mismo concepto en confliguraciones distintas podrin reeseribirse como slgue:

dv, = VG du ,
dv = v* du .

(2.9}

También podemos definir ahora una funcion de densidad de masa material, independiente
de la configurncién adoptada por el cuerpo, de forma que

miP) = /m-r*-du (2.1
F

Utilizando ahora las definiciones (2.6°), (2,7 v (2.10), ¢l prineipio de conservacion de la ma-
w0 puede cxpresarse en ln forma siguiente:

Tm: “!.ﬂsp\,f“i..glﬂ_ {2.11}

Esta ecuaclén es vilida pura cualquier sistema de referencia de la posicién de las particulas
de 8. En particular si las variables Independientes adoptadas son las coordenadas Cartesia-
nag X!, entonces (2.11) pasard o escribirse

v (X = o (XH=)p* (XYY,

e (2.12)
RN

En esta exprestén J designa al Jacobiano de la transformacion x* (X'), que coinelde con
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li raiz cuadrada del cociente de los determinantes del tensor métrico en la conliguracion

2.2, Energia potencial y funcional de accion

Comenzaremos por definir algunos conceptos de mecdnica Lagrangiana,

Asumiremos que en cada r:«::-nflgumciﬁn se puede asignar a toda part icula de B una fun-
cidn L% denominada funcion de densidad L agrangfana, dodn por o diferencia entre la densi-
dad de energfa einética v la densidad de energia potencial. Denominaremos fincional de
accion del cuerpo n la integral extendida o todos los puntos materiales de 8 de la funcidn de

densidad Lagrangiana asf delinida:

A-l £* - do, (2.13)
o wiff)
L% m K% = /4 (2.14)

En ln ecuncidn (2.14) K* v V* representan ln densidad de energia ¢inética y poitencial res-
pectivamente, ambas por unidad de volumen material.

Si ndemis el cuerpo & estd constituido por un material hipereldstico, existird entonces

una Tuncion escalar denominada densidad de energia de deformacion (ver anexo C) que

designaremos por W,‘l", tal que In densldad de energin potencial pueda expresarae en la forma

Ve may® L (WR TR {2:15)
En eaty ecugeidn la densidad de energia de deformacion se ha dade por unidad de masa, v
£2* representn el potencinl del que derivan las fuerzns de masa, supuestns conservativis.

51 ndemids nos Interesamos exclusivamente por las ecuaciones que gobiernan el equi-
librio estdtico del cuerpo, podremos restringir nuestra atencién a la configuracidn de equi-
librio, en la que la densidad de energin cinética es precisamente nula, La lagrangiana del
cuerpo coincidird con su energla potencial cambinda de signo vy por unidad de volumen ma-
terial, #"-'ﬁ't'f'l}ﬂpﬂl'idil.'-l'l‘{lﬂ la energia potencial total de & al propio Tungional de agcidn,

Si quercmos definir la Lagrangiana por unidad de volumen en cualquier l.flﬂllﬁﬂul‘ﬂﬂil'}ﬂ
nos busta recurrir a (2.9, resultando

(2.16)

Recurriendo nhora a las ecunciones (2.14) v (2.15), In Lagrangiana correspondiente a confis
puraciones de equilibrio de cuerpo serd

L*= =% (WE 4 02%), (2.17)

definida désta por unidad de volumen de In configuracién actual de equilibrio. La ecuacidn
anterior permile introducir la densidad de energia de deformacidn referida a esta misma
medida:

W*=pt, Wh (2.18)
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Llevando esta delinicidn a (2.17) v particularizande posteriormente a la configuracidn de
referencia, o iniclal y timbién de equilibrio, obtendremos

L* = — (W*4p%:- %),
L = — (Wg +pf  §1%).

(2.19)

A partir de la definicidn de la funcidn de densidad Lagranglona expuestn en lineas anterio-
rig, lus derivadas parciules respecto o las variables de estado geamétricas seedn (por delini-
cion ln densidad de energin de deformacion sdlo depende de las variables de estado ener-
péticus,

b, 00
ap ap (2.20)
= .rr* . 'h ;

donde b define lns fuerzas de masa que actdan sobre el cuerpo,

Como éstns se han supuesto conservativas, a faltn de unn constante ln ecuacidn ante-
vior podred integrarse, obleniendo

DS =b.p, {2.21)

o blen, en forma varinelonal

B{t* = —b.dp. (2.22)

Unos cilculos anidlogos pueden aplicarse a la densidad de energin de deformacian, de
la e dervivan las tensiones en in material hiperelistice: por deliniéidn tendieimas

T w OWH
h] en
(.24}
T - dWE
B ﬂﬁ

siendo T y TW log tensores de tensiones de Cnuchy y de Pinla-Kirchhoff respectivamente
fver ¢l anexa B} MNotese que estas derivadas se han stimetiizado respecto a los indices i

il I il il

ﬂci"jul 3}.‘,‘]'“ dejj
A partir de las definiclones (2,23) podremos evaluar lns derivadas parcinles de In Lagrangiana

respecto a lis variables de estado energéticas, Para ello serd de utilidad la ecuacion de delini-
citn del tensor de deformacion de Lagrange (2.4). Operando se obilene
08 L. AWa ., 9Wn def
auf ? B defj g
def

|
~ N owm = (iN g¥ o BK ¥
aﬂk :(j“j jﬂl)

161

Documento descargado de www.e-ache.com el 21/02/2026



luege Minalmente
» "
AR L (2.24)
il By il L‘JH
Esta ecunclén puede darse en funcidn de las tensiones, en este caso se obtiene:
u " i I
."']..‘l.'.* E \/H.* ki 311-
9 By
- = V/G* TM g# = T
Esta ecuacion puede nuevamente integrarse, v o falta de una constante podromos escribir la
forma de la funcién de densidad Lagrangiana en funcion de los vectores T definidos en
(2,25):
E*= Tk, g¥ |
L = Tk . &g

(2.26)

Alternativamente, si hubiéramos adoptado como variables energéticas el propio tensor de
deformacion de Lagrange los resultados finales serfan:

= _ T TH . § a®
L* = li-eﬁ. §L" = - L bafl G
Ly=~T.gf , 6L5=—TV. 8q) |,

estns ecunclones se deducen inmediatamente a partir de (2,18) y (2.23), y equivalen al sis-
tema (2.26) relerido a unidades de volumen consistentes.

2.3, Las ecuaciones de Euler-Lagrange

En la seccitn anterlor hemos Introducido el concepto de funcional de aceldn, vamos u
investigar o continuacidn las condiciones bajo las cuales dicho funcional adopta un valor
estacionario. Para ello compararemos el valor del funcional A correspondiente a una conli-
guracion del cuerpo descrita por el estado geométrico p con el valor asociado a un estado
priximo p.

Con esle propdsito consideraremos una familia de transformaciones de pardimetro A
del estada p, de 1 forma

pix)=H@, p A,
poy=p

(2.28)

Admitiremos que la funcidn vectorinl H es suficientemente diferenciable, de forma que
ln ecuncidn anterior pueda desarrollarse en serie de potencias del parimetro A, resultando ba-
jo estas condiciones:

P[M'p"'hmhtﬂi.ll] , N=1,2,., (2.29)
entonces la varlcton lneal del estado geométrico p vendrd dada por

bp = lim E':IJE =h @', p) (2.30)
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Un cileule similar nos permitird evaluar la variacion sufrida por las varlaciones de estado
energélicas, el resultado se reproduce o continuacion, expresado en términos de la variacion
lineal del estado geométrico ablenida anleriormente;

i
fgfm (8 (2.31)

Hasta ahora sdlo hemos investigado las variaciones de las variables de estado ol desplozarnos
hacia una configucion proxima, El funcional de accidn del cuerpo admitird también un
tratamiento similar, cuyas eounciones desarrollamaos a continuacion,

1

..-li = ] £% . do
o uiil}

- [

@)

de . M=21,

£+ ﬁ‘;  &p + g: 55{1 FO M)

resuliando para ln varincion lineal:

A . o
&A-’ 0L bp+ 25 b v (2.32)
il IHP 9 g

Introduciendo (2.31) ¢ integrando por partes, ¢l segundo sumando entre corchetes conduge
i una expresion que puede transformarse con ln ayvuda del teorema de Gauss (ver anexo 1))

¥ A aL* @
Egk dy = ‘ t m— {fp) du
ju[l'} T uid) dg; o0

; a (.*u;" p ogagt
- - -au) ( ) ﬁ.a} du
.[um [aﬂ" aut agk \ ol

v [ 5o . L ]
- ! . (TU'-* ) Bpdu + I (M 61:) v da
Joay 907 \omy Buigy * O BL

donde ¢y ds son las componentes del vector normal exterior al contorno dv (£) del cuerpo,
Llevando a (2.32) obtendromos

i a g i i Wy g i
5A -/ L (“*-)J . Bp uu+[ (25 8p) u ds (2.33)
oy 2P 907 Ay Jouigy * 2 BR

La ecuncidn (2.33) es vilida para cunlguier proceso dindmico. 5i la particularizamos a log
estudos de equilibrio del cuerpo serin aplicables las ecuaciones (2,200 v (2,25), definiendo
de estn manera la variacion lineal de la energin potencial del cuerpo hiperelistico, funcio-
nal de aocion del problema estitico:

A ‘ [ww”h .ﬁpuu+[ [T* - &p] vy ds (2.34)
L] l-l'l:nﬂ':J aﬂ

Bl

ista Gltima ecuncién puede darse en la configuracion actual del cuerpo, o de referencin se-
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pon se desee, Bosta recordar In ecuncidn de conservacion de la masa (2.0 1) resultanda pes-

pectivamente
) n ik 1 .
J Vi) \/x* ) DV i) \"rir."'
L (2.38)
4 n mnk K a
- ] [ﬂﬁhd- ' ?Th]-ﬁndvu+-‘ [T%. 8p] Ny 92
Vol VG ad Javeun Vi

Vamos a interesarnos en primer lugar por la integral extendida g todo el contorno
AV, del cuerpo en su configurncién de referencin, de normal exterior N = N¥ GF, Pode-
mos definir un vector de tensidn por unidad de superficie no deformada t,,

& a !
t, = I _I.g Nh L .Illk N'u Er : {2.36)

VG

entonces o citeda integral representn of trabafo vietual efectuado por lay tenstones en el
conforno usociado o unos desplazamientos virtuales Sp, Es mds, si consideramos ahorn ln
integral extendidn a todo el volumen Vy(#8), los dos sumandos que la definen correspon-
dordn al trabajo virtual desarrallado por las Tueczas internas al impaner uinos desplizamicn-
tos virtuales Sp: (uerzas de masa b que dan un trabajo virtunl bdp, v tensiones T* de des-
plazamientos virtuales asocindos &gy sepOn se deduce de (2.32).

51 ahora imponemos ln estacionalidad del funcional de accion, deberemas exigir que su
primern variacidn, o varincional, sea nula para cualquier variacion lineal de p, Supondremos
que &p se anuls sobre du(B) (en la seccidn sigulente estudiaremos con mis detalle lns condi-
ciones de contorno) entonces deberd cumplirse de forma peneral, segon (2.33)

™ "
L (M‘ )uu (2.37)

ap  a0% \ogl
Particularizada o problemas de equilibrio, esta ecuacion serd equivalente segin (2,34) a:

3T

=0, (2.3%)

Tk
agh " )
(2.39)
o |

¥* b
Vi p* b+

TN a Tk
VG pa bt ™

Las ecunciones (2,39) son las versiones actual e inicial de ln ecuacion de equilibrio (2.38).

El slstema (2.37) s¢ conoce como ecuaciones de Ewler-Lagrange para sistemas conser-
vativos, en su versidn estitica (2.39) coincide con las ecuactones de equiltbrio de Cauchy

presentadas en el ancxo A,

2.4, Condiciones de contorno

La anulacién de las integrales de contorno puede conseguirse de dos maneras, obtenien-
do respectivamente:
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(1) condiclones de contorno geamé ieas, en las que ép = 0, con lo cual los desplaza:
mientos desde la configurncién de referencia tendrdn un valor prefijado (usual-
mente nulo),

(2) condiclones de coniorno natirales, o libres de tracciones, en las que el vector de
tensiones t; medide por unidad de drea del contorno en su conliguracidn no
delormadn tene un valor nulo,

S¢ nos planten ahora lo cuestion de pensir en qué términos pueden ser afiadidog a lo
funcién de densidad Lagranglana sin que se vean afectadas las ecuiciones que gobiernan
eatacionalidad del funcional de accitn, es decir las ecunciones (2.37) de Buler-Lagrange.

Sen pues uni nuevi funcion de densidad Lagranglana £5 v el funcional de acelon aso-
clado, ambos delinidos por

L8 = 2%+ Q" (2.40)
Ay = I (£* + Q%) dv
Sufdy
Llevando a (2,37) se obtlene
22 _ o (3 ”*) “0 (241)
ap a0t \ag

Lo ecuncidn anterior deberd satisfacerse en cualquier punto p del cuerpo y para todas sus
posibles configurciones, Fllo puede conseguirse imponiendo ln sigulente estructuia a la
funcidn OF:

Q* = -;;m Q" (p, g}, (242)
luiopis
AQ m 4 4 J o L Pm du {(2.43)
J Bl

deduciéndose que la funcién sumada o la Lagrangiana no alectard a la integral de volumen,
con lo cual las ecuaciones de Euler-Lagrange seguivdn cumpliéndose, Por ello todas las
funciones Q* (p, gf) que cumplan (2,41) se denominan funciones de densidad Lagrangiana
de clase mila, éstas conducen a las condiciones de contorno siguientes:
] (ii;ﬂﬂ:) . Bp vy dim 0 (2.44)
Joway V08K D EK

Las condiciones de contorno geoméiricas se cumpliin de forma idéntica, pero las condi-
ciones de contorno naturales proporeionarin las ¢cuaciones sigulentes:

o
T‘l' Fk B H'k t2|45]
D By
| Ty
to =—= T Ny
VG (2.36)
-l 290y L3005
Vir O d gy
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y on configuracldn actual,
R
' = | "k

v'g"'
1. Ao, g

(i.46)

¥ n
Vgr ogf ¢ ag "

En otros términos, las condiciones de contorno naturales serin ahora de tension dada sobre
dVa(P) o VP, segln vengan expresadas por unidad de superficie no deformada o actual,
y de valor

aor .
Qg = aﬂf H“ b
k (2.47)
aq®
= e fi
i] a'ﬂ.: My

Notese que estas condiciones sblo se han impuesto sobre una parte du(P) del contorno mas
terinl del cuerpo, slendo compatibles con condiciones geométricas impuestas en lox puntos
du(f) — du(P). Volvamos ahorn a la ecuacion (2.42), Esta definicion de las Lagrangianas
de clase nula permite, como hemos visto, ampliar el funcional de accidn para construlr nue-
vas condiclones de contorno mds generales que las inicialmente enunciadas (geométricas o
de tension nula), 5i desarrollimos estn ecuncldén tendremaos

: a Ull" a U*III a Eh*_
Ll Rt SR L i, S -
Q=g o dgt aom
y al imponer una estructurn de Q* idéntica a In de Ia funcion de densidad Lagrangiana, que
solo depende explicitamente de p y g, deberd verificarse
il uﬂm H i; i ;
ﬂﬂ: ' 5 g 0 (2.48)

desarrollande indices {m, k } ¥ recordando que g; =™ :ﬂ'k p se obtiene una condicidn adi-
cional para las funciones Q*™;

B (i F uih
D gy g

En consecuencia la forma mis genernl de estas funciones explicitas de p y gi" serd

QFM = QFM () + O *M) g

. . (2.49)
Q¥ (p) = — QU (p)

Las funciones Q*™) serin funciones antisimétricas vectoriales de argumento p, por lo que
In eatructura final de las Lagrangianas de cluse nula serd

a -
QO = ﬁ-p Q" (p)-go (2.50)

Esta expresion cumple las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.41) v permite construir el fun-
clonal de aceidn de un cuerpo 8 sometido o condiciones de contorng totalmente generales
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puesto que se reproducirin tanto condiciones de tenslon Impuests como de tension funcion
de la deformacion en el punto considerado (problemas de interaceidn) al ser ln Lagrangiana
de ¢lase nula funcion de p y g Condiciones de contorno geométricas se cumplirin en cual-
quier caso al no producir trabajo virtual,

3. TEORIA VARIACIONAL DE LAMINAS
3.1. Considernciones previns

En este capitulo tomaremos por punto de partida la propledad intrinseca de cuerpo
tridimensional de cualguier estructura laminar, por ello consideraremos una limina comao un
cteerpa B, hipereldstico en el que han quedado definidas unas coordenndas curvilineas
{ﬂ“, n), o™ |, 2 Estns coordenndas se escogerin de tol forma que la ecuacion i = 0
represente una superficie £ en ¢l espacio tridimensional Euclides, quedando la ldmina geo-
métricamente delimitada por las dos superficies £°, £7 v el cllindro de directriz 82 vy ge-
neratrices n.

Todas estas definiciones quedan representadas en la figura 3.1, Admitiremos aidemis
que X es la superficie media del euerpo, es decir de la limina en este coso, En estas condi-
clones si se denomina h (#%) o su espesor, los ecunciones del intradds ¥ extrados &7, & Yde

li Liming serin respectivamente!

n - : sabre £ 7,

h -
= — sobre &
n 5 sobre

) i Figura 3.1, Secelén transvarsal do la ldmina

Fstos primeros conceptos resultarin comunes al lector familiarizado con este tipo de
eat ruetiins,

En cualquier caso, la nomenclatura y metodologia seguidos en este capitulo para construir
una teoris de liminas son muy afines 4 las emplendas en los capftulos dedicados al estudio
de la einemdtica de estas estructurns. Recordemos que en la configurncion de referencia,
el vector posicion de todo punio de la ldmina podia darse en la forma

P (0% n)=R (%) +n A, (0%) (3.1)

Por la definicién del sistema coordenade dada en lincas anterfores, 0% son las coordenadas
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e superficie de £, En (3.1) R serd el vector posicién de un punto de la superficie de refe-
rencin, Ay el vecior normal o estd en ese mismo punto 8%, v  la tercera coordenada cur-
vilinea, normal o 8§ en la configuracién infcial (en esta configurncidn de la limina, designa-

remos por 5 a s superlicie de referencia, o superficie media),

Para cualguier otra configuracion de la limina escribiremos

p 0%, 0y =r (0%) + n”:wﬂ;, Nl 2. (3.2)

Este tratumiento es adecundo para el estudio de ldminas delgadas, puesto que permite dar
wna mayor preponderancia o las carcteristicas superficiales de ostas estructuras, En (3.2)
el vector r (0%) describe ahorn In posiclén de I superficie X, pero nuestras nuevas varfahles
de estado geomdiricas incluirdn ademids los vectores H nsocindos o cada punto de £ de coor-

denadas de superficie 8%,

Estos veclores también pueden contemplarse como vee tires directores de ln superfi-
cle en una formulacidn exclugivamente bidimensional de una teorfa de liminas como la de
Cosserat [1], mus tarde recogida por Green y Naghdi [2]. Estas teorins bidimensionales,
tamblén conocidas como teorias directas, enlazan a4 su vez con los modelos de malertales
arfen fades de Toupin,

De forma consistente con los variables geométricas ndoptadas, las variales de estado
energdteas o considerar ahora en nuesira formulacion Lagrangiana serin los vectores si-

puicentos:
{
(3.3
me gl

Do forma andloga a lo reslizado por ¢l espacio tridimensional en la seccion 2.1, pode-
mos definir ahora un elemento diferencial de dren material sobre I superlicie mediante

ds = df ! do? (3.4)

los elementos de dren correspondientes a conliguraciones de relerencia ¥ cualquiera de In
superficie serin entonces respectivamente:
ds = VA . di! do? = VA . ds, (3.5.1)
dE = Vo -d' a0? = vV . ds (3.5.2)

En estas expresiones a es el determinante del tensor métrleo de X,

Al haber reducido las varinbles de estado a funciones de las coordenndas de superficie,
deberemos aplicar un tratamiento andlogo a las cantidades caracteristicas del proceso. Si,
Jrar Ujf-'m]ﬂ". no% interesamos poar lns Munciones de densidad de masa y Lagrangiapn, su res
duceidn a cantidades escalares definidas sobre la superficie media material de I liming se
ocbilendrd como sigue.
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Conflguracidn
i berial Inicial  Actual

vectar posleion R r
slemento de dres s ds dE
denildad de masa ¥ i p
denaidad Lagrangiaona £ Ly L

_EthH=ENnz
Figura 3.2.
m (P) = J y* ds dn
o WY
I v s
= Jalm
luggo In densidad de masa por unidad de superficie material serd
h
3
v = ’ 7" dn {3.6)
)y

Aplicando un tratamiento idéntico al funcional de sccidn correspondiente al tubo 2 de 1d-
mina se obtendrd la expresion de la densidad Lagrangiana por unidad de superficie material:

A
= I £* dn (3.7
. h

Recurriendo nhorn a Ins ecunclones (3.5) todas estas magnitudes pueden referirse comoda-
mente a unidades de superficie no deformada o actual, segin se desee, El criterlo seguido

para designar las cantidades en unidades superficle es el de suprimir el asterisco (%) atribui-
do n su expresion por unidad de volumen. Esta notacién se extiende a otros campos vector

tiales como el de los vectores naturales, Los resultados son los sigulentes:

E ;
Py = pddy - |/=
o f% Ho ' iy dn Ho ol
(3.8)
'g E‘
P-J pop*dg  , u= =

A R

Lu-J iy L8 A0 | L-' i L*dn (3.9)
0 Sy

Las ecunciones (3.9) se han establecido con ayuda de (2.19).
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3.2, Energia potencial de la limina

Comenzaremos por construir el funcional de accidn de la limina, puesto que su particu-
larizacitn a problemas estiticos proporcionard directamente la expresion de la energin po-
tencial de ln estructura, Partiremos pues de ln funcidn de densidad Lagrangiana £% y de una

lagrangiana de clase nula O*, conziderada la limina como cuerpo tridimensional. El funcio-
nil de accidn serd, en virtud de la ecuacion (3.7):

Mr.:}mL (£ (1 g 1, ) + Q) s (3.10)
donde la Lagrangiana de clase nula por unidad de superficie material valdria
A
u"[ Q* (p. g dn (311

Pero ¢s necesario recordar la ecuacion (2,42) para ampliar esta altima expresion a dos nue-
vos sumandos que identificaremos como fraccion fangen fe ¥ [faccion ex ferna de O,

aullﬂ
Q% = LN
dm (3‘41:.
_a-glﬂ +HQI$
a 0% an
luego t_}
- "o .)J(F!‘t ll(ﬂ h)l
0 “,,,,J %cv* ant |0+ (00.) — o (o2, -]
LS e 312
59 + 0 i )

El sistema Q% definird una nueva Lagrangiana de clase nula con respecto a la superficie
{(fracclén tangente), mientras que Q' deberd considerarse como carga externa propia de la

superficie, o fraceiéon externa, y por tanto la incluiremos en la Lagrangiana de la superficie.
Por otra parte, al abordar exclusivamente problemag de equilibrio tendremos

£%m 4% (WE <+ 02¥) (2.14)y (2.13)

y llevando a (3.7)

A

;;-_] ¥ (W2 + Q%) dy (3.13)
-1

Definfendo una funcién de densidad de energia de deformacién y una funcién de densidad
de onergla potoncial de las foerzas do o masa, ambas por unidad de masa superficial, en la

forma |
o | T*
W, .j {}'n?'." w* dn (3.14.1)
170
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n-[ ‘g;:;-pdﬂ, (3.14.2)

el funcional de aceidn de la lmina (3,10) podri escribirse como sigue:

-'q""f {? T{W.,,+S'i}}dﬂ+] O pg di {3.15)
; J i

En esta ecuacion ped@ son las componentes del veetor normal al contorno material ds.
Particularizada a la configuracion inicial (o de referencia), y posteriormente a la actual
obtendremos respectivamente:

A -J (D3 — (Ws + 0, 821} dS + ]miﬂ' I‘:J.;. diy |
] .
y x (3.16)
.[ {q* — (W+p 1)} dE + I q~ fg de
JI HE"

-

siendo

— o 2
uﬁ \/E B T-I' v"';
}

-j Mo - Qft dn .
=

Conviene subravar algunas caracteristicas propias del funcional de acclén (energin

potencial con signo cambiado en nuestro caso) de la ldmina, congebida dsta como medio
bidimensional con unas propledades constitutivas particulares puesto que su energia de
deformacidn depende de unos vectores M adicionales a lag variables de estado energéti-

cas propias de una superficie; 108 VeCctores ig.

(1) La energia potencial de la que derlvan las fuerzas de masa en este medio 2D, que
podemos denominar material orientado, no depende s6lo de la posicldn r de sus
particulas sino ademds de los vectores directores n.

{2) La energin de deformacién no depende s6lo de las derivadas del vector posician,
vectores ng, sino que ademds es también funcion de los vectores ny de sus deriva-

dua:.u.

(3) Al reducir el comportamiento tridimensional intrinseco de la limina hiperelistica
a un comportamiento bidimensional, debemos incluir un términe adicional en la
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fungidén de densldnd de energin potencial, QF, que como se verd mds adelante, re-
presenta las acciones exteriores sobre las superficles £ y X7, Estas pueden, en
congecuencin, consldernrse como fuerzas de masa adicionales,

{4) Al lgual que en el caso 3D, podremos sumar una Lagrangiana de clase nula o ln

densidad de energia potencial de la superficie: Qyyp = Ofg. sin que se alteren las
ecuaciones de equilibrio sobre o superficie. Ademids nos proporcionard el slsiema
de tensiones a aplicar sobre el contorno de la superficle de referencin de I limina,

3.3, Teorin varincional de liminas hiperelasticas
3,31, Ecuaciones de equilibrio de la ldmina v condiciones de contorno
Parn derivar lag ecuaciones de equilibrio y condiciones de contorno consistentes con Ia

aproximacién bidimensional de la limina adoptada, partiremos del funcional de nccion
(3. ”.”' 'FHI.'*I-":HI.I'..I{J cn li rﬂl'mﬂ

.

Al congiderar variaciones independientes de los vectores r ¥ n, lus ccuaciones variacio-
¥

,: aO*
Q — (W, +)+ ey ds

niales que se obtendrin siguiendo un proceso andlogo al del apartndo 2.3 serdn:

S+ -, ﬁ, [,F" u:+m] CBrds

54 = ]

d ; ]
H-.._u:+m aﬂ“[an.,,t“m“ Bnds o+

j J ;]..i'... (L+0). ar+a’*‘ (£+0Q)- -sn{p,m: (3,17
dy!

Imponiendo la estacionalidad del funclonal de accién, las ecuaciones de equilibrio de
ln limina {(particularizacién de las ecuaciones de Euler-Lagrange) s¢ obtendrin en términos
de superficie anulando la ecuacion (3,17), Estas son:

[_- <£+m] -0,

(£+Q)——— 3

i 0%
a v [
E;:(E“FQ} 3% laﬂ (£ + U}} o,

y puesto que la fraceion tangente de la Lagrangiana de clase nula cumplird directamente
estas ecuaciones sobre la superficie, nos bastard exigir

I'} i a ) =
S u)—--ﬁ[-----{ﬁu}} 0,
il (3.18)

a = ﬂ a b =
aﬂ (£ +Q*") YL [a:m (L+0Q )} 0
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En cuanto a las condiciones de contorno, padremos nuevamente separarlas en

{a) condiclones geomé iricas sobre 03Py br=10, EH =10
(b)) eondiclones napirales, o mecdmicas, sobre ds(B) — ds(P); Elanﬁ (L4 0Q) v =0

D (E4+Q) Uy =0
rlr::lﬂ

Por analogfa a la formulacién tridimensional, vamos a deflinir 4 continuagién unos sis-
temas vectoriales derivados de In funcidn de densidad de energia de deformacién y de ener-
gia potencinl de lns fuerzas de masa de la superficie,

19 . ¢
of (3,19.1)
29 |
in g
P
¥ f’;."}'! = N¥ '
il
i W
e m (3.19.2)
T i n - 8
H
o W
% anm - fe
Y

Las funciones Q' requeririn a su vez una evaluacién independiente. Situados en la

configuracion iniclal, las superficies 87 y 8°, de ecuacion n = — ]1' = ’:: respectivamente,

tendrin por vector normal

N=tAy, , N9 =0y N'=t]

Hevando a (2.36) tendremos

i D2
TVer s | Ly

100
Ve 083

Gy ™

y recordando (2.50)

la P T
var Br Lo (3.20)
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En la ecuncién (3.18) aparecen las derivadns parcinles de *, definida en (3.12), res-
Pecto a lod vectoresa r y ll. AU evaluacion se expone a cantinuagion,

agl ag+! _agw
ar ap A ap il
=(VG* q,) + (VG* gy ) (3.21.1)
aQ? _aQ* ap _aQ*! ap
an _ ap An il ap am il
= (VG* ¥ go)* + (VG Y g4)° (3.21.2)

Definiendo unos nuevos vectores maoteriales sobre las dos ecunciones (3.21) en la forma

L= (VG* )" + (VG* qo)"
d L (3.22)

q=(vVG*nN q) +(VG*nNq,)" conN=1,2..

podremos evaluar comodamente su particularizacion a cualquier configuracion de la guper-
licie de referencia. Esta serd:

o ™ (pg "'?H qo)’ + (ng ﬂm qo )"
{323}

M
q=un™ q)+@ua™q)” ., N=01,2.

Llevando (3.19), (3.21) v (3.22) n las ecuaciones de equilibrio (3.18) obtendremos el sis
tema que gobierna la estdtica de una limina hipereldstica, expresado en funcidn de unos
sistermnas vectorinles equivalentes o Ilas tensiones en un cuerpo tridimensional, En configura-
clon material estas ecuaciones serdn:

d N¥

Eﬂ“—n

@+ 8.+

" 'lam -ia
@+By)-Q+Tp =0  N=12..

obteniendo para lo conliguracion inicial

ﬁ\t;u'l‘ﬂoﬁ:l"'a-ll::-u '

a0
‘ " (3.24)
o
VA (o +po B~ &+ "f‘”ﬂ
y para la configuracién final, de equilibrio o actual:
Va@g+e B+ a—”; =0
(3.25)

Vg +p i E--ﬂa%: -
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Tabla 3.1

Resumen e toorin variactonal

Configuracidn inioial
Ecunciones de equilibrio @ aN®
HO 8 T VA (ot paB) + 0
M
~ N
Nwl,2.. VA (3o +pol) ﬁ+’-f)";: =0
i

Configuracion actial

o HH“_
Vh in +Pﬁ)+ 2 0

H
- N aM®
‘\./n{q -I-pﬁ] 3+Bﬂ“ 0

i
denaldad de masa

superfical

& m

potencinl de las fuerzas
midsloas superficialos

reduceldn a o superficio
da relerencia de lug Nierzag
actunntes sobre = £ Q
{caris exXieinag)

A«-[’m-ﬂsun

ﬂ'[ Hep*dn
4

[l= ! lll} #D'p;ﬂi dn ﬂ_l ll2 H.ﬂ.tﬂ"ﬂﬂ
LRR k)4
_ o N an
I L LR
M
o =o' qoF Flie ™ qo)”  a= )+ o)
HNe{ 1,.2.. Hﬂﬂ,l.l...

Recordemos que en todas las expresiones anteriores, los escalares i, y g son la parti-
cularizacidén a la correspondiente configuracion de la ldmina del determinante del tensor
laminar, o tensor de Krauss, Este puede darse en funcion de las curvaturas media y total de

la superficie de referencia, resultando

]
#D-i s 1”:,'!]"'1‘&{.1‘? l,3.1l':'.l
p=1-2Hn+Kg?
Pasemos ahorn o estudiar las condiciones de contorno,
Volviendo a (3.17), estas condiciones podrin eseribirse como:
4Q ,_ 3t
i By 9 g
8Q . _af
: H 1
d e N
y por (3,19.2)
'!}q_ m W
d o (3.27)
009 _ fe
e
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Ein este Gliimo sistema, Talta por definic las derivadas parciales de la Lagrangiana de
clage nula de la superficie respecto a lag variables de estado energéticas, Para ello nos situa-
remos en la configuracién de referencia (In adaptacidn de los resultados a cunlquier otra con-
figuracidn viene siendo sistemidtica), en la cual la normal exterior al contorno definido por
borde {25, n} = E sélo tiene componentes tangentes:

I';Iunt‘:wl"ﬂﬂ'.

por lo que las tengiones de contacto sobre B serdn

1 aQ* -
L 3.8
" \/G" ﬂﬁ " I ! !
Volviendo a (3.27), podemos escribyir
!
aQ _ a4 "
i e d
o fig i dig h Qe
Y |
[
- [ 3%
L
Multiplicando ambos miembros de esta ecuacion por . ]':.I,,, obtendremos, particularizan-
do sobre B g
| e ] G I
S N v N - . d
Ty fi s -!] A g 4y 40
Sea
i G*
prt w2 (3.29.1)
! Ay
y
Fy --f HE N qE dn (3.29.2)
).}
Entonces lus ecunciones de contorno (3.27) podrin darse en In forma siguiente
A (3.30)

l \ = —
ﬁﬁ“-wﬁ B, N=1,2..

y en configuracion nctual

—I\J}:H“-:'lﬂ-ﬁ'

.#ﬁl“.ﬁu-ﬁ. Nmi], 2..
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caleulando las fuerzns de contacto E N o=0,1,2 ., conlaecuscidn (3.29) traducida a con-
figuracion actual (basta preseindir del subindlce o).

3.3 2 Interpretacion de fuerzas de superficie, esfuerzos generalzados v fuerzas de borde

En la seccion anterior nos hemos limitado a desarrollar las ecuaciones varinclonales
del problema de equilibrlo planteado (Iimina hipereldstica) introduciendo unas deflinicio-
nes auxiliares inspiradas en la formulacién tridimensional: ecunciones (3.19) y (3.23),
eoiacitn (3.29) sabre ¢l contoino.

En las lineas siguientes nos proponemos dar una interpretacion cualitativa de estas
funciones, v en este sentido reescribiremos la ceuacion varlacional (3.17) expresada en fun-
cldn de eslos nuevos Campos;

.

5A = L (Va(q+ph 5N bag + [Va@+pl) 8] 5n M bn g ) a2

-;-[ B g +8 6n) Vade=o (3.31)
JHE N

Del mismo modo que los esfuerzos T* llevaban asocindos unos desplazamientos virtunles
Ggp . varlacidn de las variables energéticas (ccuacion 2.26), la teorfa bidimensional de limi-
nas desarrollada pondrd en correspondencin lns varinciones big, I.‘.i::.u de las varlables ener-

géticas consideradas con los esfuers os generalizados N® y b respectivamente, obleniendo
¢l eonsecuente trabajo virtual.

M : :

Los vectores \.ﬂ'"u{_ﬁ -I-pﬁ} y '\,/rul:t|+pﬁ) serdn ¢l modelo bidimensional de las fuerzas
de masa p*b del euerpo tridimenslonal; cada uno de ellos produce un trabajo virtual al dar
desplazamientos virtuales 8r v &n de las variables geométricas adoptadas. Es interesante

N
comentar las dos fracclones que definen estas fuerzas superficlales: :{I Ne=0 1, 2. ostd
medida por unidad de drea de la superficie de referencin . v proviene de las cargas aplica-
dus en las caras superior ¢ Inferlor de la ldmina. Por su parte E proporgiona la version super-
ficial de lus fuerzas de masa reales de la estructura, y viene medida por unidad de masa so-
bre .

Los veclores 5 resultan ser unas nuevas fuerzas capaces de producir trabajo al dar unos
desplazamientos virtuales &II'.Iq. pere no provienen de las Mierzas exteriores sino de la propia

energin de deformacidn.

Log vectores I y i corresponden a las (uerzas de contacto, o fuerzas de borde aplica-
dus en todo el contorno de la superficie media y medidas por unidad de longitud de arco
en la configuracidn actual. Cada una de estas fuerzas de borde lleva asocludos unos despla-
zumientos virtuales &r, & pral

Estas relaciones entre campos tridimensionales y bidimensionales pueden expliciturse
mis concretumente recurriendo a las funciones de densidad de las que derivan; para las
fuerzas de masa ae obtiene:

.

=
dr I on ap

o

3!
B 20, ’ aat ap,
dn Jnp dp dn ?
M i M
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En cuanto a los esluerzos generalizados, podremos poner

Wy _[3 Ly
dng ) d g

M

Mo oy O W 'f& L OWh 0ad
:

= - e — r'l
an, d dan,
:q d g4 ¢ ':;n

Jmy 2 _J'H o AW 27
Y
an Ly awy an

Recurrlendo o las ecuaciones (2.20), (2.24) v (2,25), v (3,2) se obtienen las siguientes ecun-
ciones de conexion entre campos bi y tridimensionales:

v  Tabla3.2
Fuerzas de masa y esfucrzos generalizadoy

R : : N R
’ b o / 7" bdn ’ Tn ] " T dy f Nl T dn

N=1i,12. N=1,2. W=, 3.

e estas relaciones se desprende que los campos i ¥y EI son la fuerza y momento de
orden N resultantes de las fuerzas misicas de ln ldmina, respecto n lo superficie, Idéntica
interpretuciin puede hacerse de los esfuerzos gencralizados respecto a las tensiones.

Vamos o demostrar a continuacion que estos esfuerzos generalizados no son estricta-
mente independientes entre s1. Para ello recurriremos o ln segunda ley de Cauchy!

g} xTi=Q ,
luego
g XT"  +ngx " TP +axNyg¥-1lTi=p |
N N
integrando sobre el espesor resulta pues
ame“+:.¢x|E|“+ﬂx5-G (3.32)
H - II : "’

Ecuacidn que relncionn el sistema de esfuerzos generalizados correspondiente a la teorin
desarrollada,
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105 Fruaciones cons i fu tivas de la ldmina
1.3, 3 1, Forma general para materiales hiperelis ficos

Las ecuaciones de definicidn de los vectores de eslierzos generalizados {I‘\iw. ﬁ“. 15}
como derlvadas de In energin de deformacion, pueden conslderarse como Ins ecunciones
constitutivas de la ldming (o de la superficie considerada como material orientadoy andloga-
menie al caso tridimensional, donde la ecuacion constitutiva del material hipereldstico venia
duda por

TE = s a Wi
2 gy

En un material hiperelistico la energia de deformacion puede considerarse tanto fun-
clon de las variables de estado energéticns gg, como de las componentes del tensor de defor-
macion de Lagrange E,"i. La derivada de la Nincidn de densidad de energia de delormacion
con respecto g este tensor nos proporciona el tensor de tensiones de Cauchy o de Piola-

KirehholT, segan I confliguracion del cuerpo g la cual nos estamos relivienda,

Parg definir unas cantidades andlogas en el cagso de la lming, generaremos en primer
lugar las componentes del tensor de deformacidn de Lagrange en funcién de nuestras va-
rinbles de estudo,

2 f;ﬂ = (g + ']'N :-q) : I:Ilﬂ + "?M ;}rﬂ] [Aﬂ +n ﬂ;.q] 1 “"-ﬂ +n 4"‘:..,1‘) {3.33)

= (g 0y~ Ag+ Ag) + M (M'H.,+ng'“-u}+ﬂw+” Moar g+ 20 Bay = Gty

sumando en N, M

slendo By, v Cay los tensores de definicion de la segunda y tercern forma fundamental de
5. Definiremos

g = (- y A+ Ag)

1 .
ﬁﬂﬂ=2tnﬂ-;“l|#+“n':|n}r r'Inlll"'

|
lfﬂﬂ:g "‘.-;{Hu .rlh'ﬁ +“r_| .I‘rl:!}+uﬂp

1
- T [ o |.3|||
e =g Qe o NM=2
Rag = = (N 0y = Cap) (334,14 %)
ii & 1 i

llevando o (3.33), ¢l tensor de deformocidn de Lagronge de la ldming poded darse en la
forma

ey = eay * 'ﬂ'”ﬁa, +gN*M Rag . (3.35)

para las componentes o, f. Notese que estos elemontos son simétricos en general, cuando
lns componentes nRu“" en general no lo son,
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Pasemos a evaluar las derivadas de la energia de deformacion de S respecto o estas tres
clases de pardmetros de deformacion de la superficie de referencia. Recordando (2.18) ¥
(3.16) tendremos

po W, = j Ho Py Wi dn (3.36)

luepa

AL l.; o e AR Dedy

ﬂi“’ _il af:? af‘lﬂ i
o W E dWE gk
i I ho M i oMY dp |
oW, [} DW: Bel

A EIRIT '[ Ho 1 Bi_-"'m 3 AT dn .
wmoh g My Nl%ﬂ

A partir de estas expresiones y recordando (2,231 vy (3.35) se obtiene

Tabla 3.3
Esfuerzos generaligadaos, campanentes en vonfiguranidn inicial fo de referancia)
ﬁ&ﬁ pr} Nﬁl'.ﬂ — M, off
en funcindels Wy W W, -
donsidad do onorgia By Emﬂ # ﬁ A E‘iﬁ:‘f’
do doformacidn do § ’ M MM

en funcién del tensor h Il i

R ] ] a " ': 'II
de lensiones de ‘ } M T i ’ : ”‘iﬂﬂ-[-ﬂﬂ dn I by WH*H T 1y
Picla-Kirchhall : ; li

. as L L |

MWitese que estas derfvadas estin simetrizadas en o, f.

Realicemos un proceso andlogo para las componentes a, 3 del tensor de deformacion de
la Lim ina.

2agy = (og + " gm-thM"n]—(.ﬁqma,,q}ua,

{3.37)
M M= afs M+M-i : d. R H,M
= M in l“hl: # Hﬂ:ﬂ} sumudo en
Definlendo: g ™8g N,
" i (3.38)
S T n o,
MM MM

li ecuacién (3.37) puede reescribirse comao sigue,
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e;,=Tmm”"ﬂa +n”*“"!;¢;l) (3.39)

Las derivadas de la densidad superficial de energia de deformacion respecto o los dos con-
juntos dados en (3 38) serin:

Ll 1 5
p ‘ WHJ'_' l : u Pm aw'r: ﬂg:j + Iﬂwm ﬂfih d-q
iy i
#Elhl'lln ,_|11 o | aefy Elﬂa ;jﬂh ﬂﬂn |
h B
Posa | nH0% ey, 0% Befy D
MM ‘% . ? MM A

Finalmente, para lo componente restante del tensor de deformacion se podrd eseribir de

forma similar

Zejy = (Nt m (MM ey - Ay A,

{3.40)
= NMaN*¥=2 (. n) -1 ,
MM
tomando comao pardmetros auxiliaros
H = ":1;-:n-nl, N M=323..
M = M M {3.41)
|
y m—({nrn=1J}
H p ('. 1
escribiremos (3.40) comao
* s NM MM | 3.42}
LT n e {

con lo cunl lus derivadas correspondientes de Wy, se reducirin a

Iy

" : [ - "
W, aWE de
gy P P .'1.3-“'L Fit
MM "3 a3 MM

A partir de este nuevo sistema de pardmetros de deformacion 131:.1 , junto con los ante-

riormente definidos Na, B podemos construir un conjunto suplementario de esfuerzos
Mo WM
peneralizados, Expuestos en forma de cundro resumen, estos serin:
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Documento descargado de www.e-ache.com el 21/02/2026



Tabla 3.4
Esfuersoy genvralizados, componen fex en conflparacion iniclad fo de referencia)

M QM= M QN M NM VR
en funcidn de la AW D i W,
densidad de energin Pa . . Pa oom f Vit il i
de deformacidn de § 3:'1‘; a! q‘ﬁ ) M
h h h

de tensiones de

e Funeldn del 1engoer i3
|
Piastu-K irehhaif i ';'}

Sobre la base de las tablas 3.3 ¥y 3.4 puede darse una expresion desarrolladn de los es-
fuerzos peneralizados recogidos en la tabla 3.2, Conviene, en este sentido, desarrollar lax
derlvadas parciales respecto a las variables de estado energéticas sobre la base de Ins defini-
ciones vectoriales (3.34), (3.38) y (3.41) de los parametros de deformacion:

j N&“‘ﬂ .ﬂ.bﬂ"m

VA " g
oW oW,

-rpﬂ“] m 1 axa, +a%a )+ oM .{5“-1..,+5“ ,151- ’"(5" }}

EAT d‘r&w N

1 Na a Wy, "

o g —

\/-A dn,g

AW, 3w
= pq { :n-f 5(5"{5:“1 -I-E’,“_‘ﬂfan}’--ﬂﬂ (ﬁfﬁ“n,.,ﬂl Bl &Y VA -..“'(a aﬂm
i T

a2 25 }

II]M’FI’II 3 III n
- pu{ oy [5” n, )+ :)-T:l {.5” 1_‘}4- _”[5 ‘-{Efd+ﬁﬁ I'H} {(3.43.1)
ﬂ

L
LM

resultande

| i
\/T\ “‘-’l Y LI ay + MHi-M,t.ﬂ':Iﬂ " MﬁHdtM.ﬂH (sumado en M, ) (3.43.3)

P 1 P
5= Q= NQN# g, + NQN*MA 4 NM YN +M n (sumado en M, §)

\,/' M
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Lag ecuaciones (3,43.1) son las ecuaciones constitutivas de una ldmina hiperelistica
en términos de ln funcldn de densidad de energfa de deformacitan superficial, Por sustitu-

cidn, nos han proporcionado la relacidn existente entre las componentes de los vectores
de esfuerzos generalizndos y estos Gltimos (ecunclones 3.43.2).

Debe subrayarse que estas ccuaciones constitutivas se han derlvado directamente de
la teorin varlacional y que por lo tanto son las necesarias v consistentes con la aproxima-
eidn einemgiics adoptada (geupeidn 3.2, e hecha, segin el nimero de vectores directo-

res noque tomemos en nuestro modelo cinemidtico bidimensional, obtendromos una apro-
H

ximueion distinta del comportamiento tridimensional real de la ldmina, ¥ también un sis-
tema diferente de ccuaeiones constitutivas,

En el apartado siguiente presentamos la particularizacion del sistema genérico de de-
finicién de Ins relaciones constitutivas de la ldmina (ecuaciones 3 43,1, o tablas 3.3 y 3.4)

al caso particular de un material elistico Hookiano,

1,33 2 Aplicacidn a materiates Hooklanos, Consfan tes eons i u fivas de la ldming

Admitiendo que la limina estd constituida por un material hipereldstico lineal, o ma-
terinl Hookiano, la energin de deformacién serd una funcién cuadritica de las deformacio=
nes:

W =pd Wi == ff EV™ g

Bd |

(3.44)

- LU o

EJ

deduciéndose que el tensor de tensiones es una funcion lineal homogénea del tensor de
delormacion,

Traslademos esta hipdtesis de comportamiento a la superficie de referencia, ello nos
proporclonard una relacion enire esfuerzos v deformaciones generalfzadas (definidos en

334, 338 y 3.41) Ademds, de esta Gltima ecuacion deduciremos a su vez la densidad de
energia de deformacidn como funcidn cundritica de estas deformaciones generalizadas,

Los ¢oelicientes de la relacidn lineal entre esfuerzos v deformaciones generalizidas
serin precisamente lns constanies cldsticas del medio bidimensional en que hemos mode-
lizado la limina, v se obtendrin de los coeficientes eldsticos del material constitutivo de
dsta. Su obtenclon se expone én lineas siguientes,

Volviendo o la tabis 3.3 tendremaos:

N = ’ o T dn
h

af =

- l Ho B gp dn
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y desarrollando Hﬁ en funcidn do 108 . ﬁ-ﬂpubﬁiﬂﬁ vr

e "f o (EMAT af, 42 EAD gty + EYPY e, ) dn

I
M 4
Sealy ()= l #uﬂm {ydn, ¥ lns constanties

O Sk m:flﬂ“ ]",.“ﬂ'.""
N
Gita S Ad
[)H' it """In | Ehald
DN = [, ERIN
tendremas en definitiva
i o, ik N ARy e T M Ay ol
W™ = [ o + D E“’ D HF:N |

DM-LAER g MRS G | (N DM N287
M1 E’* MH"I MM

Andlogamente, para lod restantes esluerzos peneralisad os se deduce
L.&p _ L. ®any e [yl M By 4 [l Mo N feiay
M D 0y, + D Kyy + D Ry

M l”I.+M-1_ﬂ;IL iy + LM +N-1 &8 ¢ '|+ MN DLM #N 200 I
M M'Hh MK

P I - nL-I.ﬂq\T P ”L"'H-I.“.\T K.. + HL"'H +Ma] Biny R.. +
Q Ay : HM MH‘«T

M I,:;l.-m-:.m ny + GLAMeN-28a o 2]+ MN pL*M+N=3&
M MH MM

Vi = DL-!,M Ohy i DL-hM -3 Ay E‘h‘r i DL*H#N -:.‘.,!.';'Mig-\.r o

[jleM=0a 4 pleMeN-Ia @ 4+ MN uL+H+H-I| H
M l ::.l'\ MT'I.' I MK

siendo
{;Hlﬂ'g - Iilu |;f_{‘li.lp|'i
”H‘“ ':'Pfu Eﬂ.i.'l.‘l
i _Tﬂ [
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(3.406)

(347)

(3.48)

(3.49)

{3.50)



Las ccunciones (3.46) a (3.49) definen la ley de comportamiento bidimensional de una 1d-
mina formada por un material Hookiano; lns constantes constitutivas vienen dadas por
(3.43) y (3.50) v todus estas relaciones admiten una expresldn matricial resumen,

R
'ﬁl.,ﬂﬂ
ghe
oy
vld

podiy  pNEay M el @ihy oM =18 M+ -1 &an [M*N-100

DL.“MT Dj_,-u-H_nw,-,, uL+H+H.ﬂﬂM n:.-;-m-:,#pn Dl.-MmH-i,ﬂrpn l]L-l-M-rN-I.H:i
[lel@hy  [leN-18hy  [LIMeN-LEAy  LeM 20N GL¥MeN-2@&8  pleMeN-2O

pL-2ay  pleddiay  pLeM+N-Zhy pl+M -3.a pleMeN=3.4 pl+M+N-4

K

“"T

R

MK }
fy M
M
S,M
M

| H.MN |
MW

M N=1], 2 .. {3.51)

Un caso particular clisico en teoria de la elasticidad es el de material Hookiano isdtro-
po. Entonces las relaciones anteriores se simplifican todavin mds, como vamos a4 ver 4 cons
tinuacion,

Comenzaremos por expresar los coeficientes eldsticos del materinl en funcién de los
dos coeficientes de Lamé G y A;

E g vE

O==i . " aena-I»

en materiales isétropos se cumple (para nuestro sistema de referencia inicial):

EPAY w G (G . G 4 G“'“TJ- G 4 A G L G
Enp-;\: - E-“"“' m PAYEE o |3ur.tp =0

PRAN o &R o3 e

EO Y o A0 | pdedy | peddg e aEtg

R o pAN o pBad o pindd

EM™ =2G 4+
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Llevando estas relaclones o Ins ecusclones de definicidn de lus constantes de la ldmina
s¢ deduge:

DN&A w
F.82.
PN = (3.52.1)
DN&AEM = G .tfu (GO L GYEY 4 G LGN + ﬂ,, (GY8 . G
[!N"uﬂ - ;'\. . T:" (.;mﬂ | {3.5.'.?.:
DM = (2G 401, 1 ‘
{I;H.ﬂ.ﬂ =, T{. G*“ﬂ' |
con lo cupl o ccuacidn (3.51) pasa o exeribirse
N%P
F\.'L‘&
EI ﬂlﬂ i |
u ’n
Fv"l.
-DU.*MT pM&aay pMeN&aay 0 0 pM#N =28 ]
(B L I]l*“.“ﬂh'r |}L+H+H,'1,H'A.1 0 0 UL*M*H-IPH
= 0 0 0 GLAM28L s LeMaN 28 0
”L-I,r‘w uLi-'H-i,h'y DL#H#N-&,A-’, 0 0 Dl.thH-ﬂ
f \'-I.,'T
4
N
R
MHT
M n
M
MS
M
MMNH |
MM
M,N=1,2,.. {3.53)

Esta Gltima ecuacion matricial nos revela el desascoplamiento existente entre lns deformacios
nes generalizados {eq;, s Baa . H n.5:1.
™ ﬁﬂﬂm MN}F{M"‘ HH‘}

En ol presente apartado nos hemos interesado exclugivamente por la particularizacion
de In teorin desarrollada a determinados tipos de materiales, como son los materinles hiper-
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elisticos de primer orden, o lineales, ¥ en particular los materiales isdtropos de esta catego-
ria, En la secclon slgulente abordamos un estudio distinto conslstente en particularizar la
teorin cinemiition general (3.2) al caso en que

p=r+nn
i

3.4, Teorins derivadnas

En la seccidn 3.3 se han obtenido las ecuaciones de equilibrio v las ecuaciones consti-
tutivas correspondientes a lu hipdtesls cinemiticn general de aproximacion del vector posi-
cién p (0%, ) de los puntos de la limina por una serie de potencias de 5

p 0%, n)=r@)+q" n @% , N=1,2,.. (3.2)

donde n (%) son los vectores directores de la superficie de referencia de la limina.
H
Un modelo cinemidtico frecuentemente empleado, derivado del anterior pero mucho
mis elemental, s¢ deriva tomande un dnico vector director v (%) = ; (8%) para describir

la geomelria de la limina, Bajo este caso particular se cubren las teorias mis cldsleas de los
hermanos Cosserat (1909) [1], Green y MNaghdi (1965) [2] o de Relssner y Mindlin (1945)
[3]. Las tnicas variables de estado geométricas son nhora los vectores {r (8%), v (09)},
relacionadas por la correspondiente particularizacion de (3.2):

p=r¥ny (3.54)

Una restriccidn suplementaria o esta ecuncidon permite o su voZ inlegrar en nuestro mo-
delo la conocida teorfa de Love-Kirchholf, En efecto, a ésta le corresponde el caso parti-
cular

v (0%) = ny (0%) (3.55)
En los apartados sigulentes nos ocuparemos de la adecuada particularizacion de Ins

counciones del modelo general desarrollado a todas estas feoring derivadas, deduciendo sus
correspondientes ecuaciones de equilibrio y constitutivas.

24,1, Lamina con comportamienio transversal de primer arden
En el caso particular de tomar un Gnico vector director {(ecuacion 3.54), Ia for-
ma variacional de Ins ecunciones de equilibrio en la configuracién inicial se deduce

fdeilmente de (3.31 )

54 -f (VA (Qo+aol) - r — N®.Bag + [VA (o +poB) -] v M By, ) dS
8

+ I VA {Fy  r+ Fy o Bv) diy =0 (3.56)
Jag

Los vectores correspondientes, en esta councién, a las fuerzas actuantes sobre la su-

perficie do referoncia se explicitan en la tabla siguients
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Cargas xobre Fuaraa Frerzas
S-y s il _maga de_borde

Ig 1
osfuerzo total 0 - . Iy
productdo sobre § 90 = Uoao) Hlkoaa)” I bn Fo —‘[_h Hodgdn

4 3

nbdn h-lg i s dn

mamento producido

h
sabre § by = 5 100 #o )" — h-[
— g g )] '

Las ecusclones de equilibrio de la limina, condiciones de ¢ontorno y relagion
entie esfuerzos generalizados pueden escribirse (deilmente, Al considerar un tnlco
vector director de la superficie, podremos prescindir del superindice (N = 1) en la
cseritura de los momentos de orden N del vector tension T*, por lo tanto tendre-

MEaE;
i
l] w k
NE = VA py ™ m
U vahal i ™ dn
. AW -4
M* =VA gy m[ n'T® dy (3.57)
dvg | g
O W
Q - VA oo AL T dy
iy J.4
Tubin 3.5
Ecuaviones de equilibrio Condictone de conforno
equilibrio de fuerzas VA (Eu +pu5} +N% =0 il"u n :l& N® Ng,
eijuilibie deé momantos '\/A [th +Fﬂﬂ'} 0 *I-Hﬁ., = Il'n :I".;;I M™ ]";l“

La ecuncidn (3.32), particularizada a la simplificacion cinemitica adoptada (3.54),
praporciond la relacion vectorial existente entre los esfuerzos generalizados:

gy XN +va xM*+vx Q=0 {3.58)

Sigulendo ¢l orden de exposicidn de la seccidn 3.3, pusemos a explicitar las deformaciones
peneralizadus para posteriormente definir nuestras nuevas ceuaciones constitutivas, Yolvien-

166

Documento descargado de www.e-ache.com el 21/02/2026



do n (3.41), (3,38) v (3.34), y prescindiendo en su caso de subindices innecesarios, escri-

Biremos:

Catj ™= Ty + ‘fm. +1° Ry

JUREEY

ﬂ;;u%{v-v—nwl-l

day ™

g ™ : l:“ﬂg ra Aﬁ!p}

1

H.i]p = i [vlﬂ 5 vlp -, {.:ﬂﬂ}

Vg @ g - ¥

Sa =V + ¥

l'::np - ; (g Vi ay - Via) + Bay

(3.59)

Podemos ahora particularizar las tablas 3.3 v 3.4 a estas deformaciones generalizadns. Asi
obtendremos tanto Ins ecuaciones constitutivas en la forma componen fes de esfuerzos ge-
neralizados - deformaciones generalizadas, como la expresion de los citados esfuerzos ge-
neralizados en funcion del tensor de tenslones de Plola-Kirchhoff. Ambas relaciones se

dan en forma de tabla,

Tubla 3.6

Esfuerzos general kados, componen tes en configuracion iniclal
¥ Felaciones comns fid Hvas

Na W M 200
eounciones conatitutivas "
en funcién de ls energ i Pa W ‘ ﬂwﬂ" i il
de doformacidn de 5 My F‘.iijf.w 0 Ry
;: ) )
1] ] 5 i'
en Muneidn del tensor de il il T
tonsiones de Piola-Kirelihoff ‘ " b T dn [ " Hﬂﬁ G / k ko' TePdn
] _3 [ _= o
v gla Q7
ﬂ' Wm ﬂ Wm ﬂ. w!‘ll
LRETY Ay av, o 85y
) ) 4
j g T f g T [ o T dn
-|é . 'Iﬂl o h
:
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Los esfuerzos generalizados en forma vectorial, expresados en términos de las compo-
nentes dadas en estn Gltima tabla se pueden obtener de la particularizacion de (3.43.2):

Jﬁ Na = Nod g 4 Wat v, 4 Oy

Jh M o p 1 n, + M2 i Yia + 0%y (3.60)
1
VA

Hesulta interesante transiormar estas relaciones para obtener las componentes de {N®,
M*, Q] en el triedro local ny. Para ello deberemos exprosar ¥ ¥ ¥, on componentes locales,

Esto es:

Q=0 ay+ 00y, +V .y

vyl g
vy = (] h;}n,r l..&', iy -h; a, + Ay {3.61)
|1; g :'t} - i; = \'-'L iv' 1) l'.i;
Ay — (v VT by,)

MNotese que estn notacion corresponde exactamente a ln adoptada para el estudio cinemiti-
co de liminas expuesto en la anterior publicacidn [4]. Llevando (3.61) a (3.60) obtendre-

s

-‘A NE = VO g+ VOO g,

Ly o ] o
X =M, MY, ) {(3.62)
VA .

Vl,:;t Q= iy + iy

Las componentes locales N&8, N®3 008 0% o & O de los esfuerzos generalizados se
dan en la tabla siguiente,

Tabla 3.7
vee tor de esfuerzo COmpone nies CORPOHEH s
generaliz ado fangen les normales
V;___ N A = ﬁ"’+x§ﬁ'-“‘f _,_‘,;f"q"'l,u N ,Jﬁl,w.,.h;'ﬁhm
A
1 o _ v i72 Ay - A FL A G
LM M = MO g AT a4 PR MO =GR R
o
Bt O = QWA 4T Q' = PVEAIGW
VA % ’
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Conslderemos ahora ¢l caso de material hipereldstico de primer orden, o Hookiano
lincal. La relacidn matricial esfuerzos generalizados versus deformaciones generalizadas, ex-
puestn en (3.51), pasard o ser!

Nas | [peaday  plasxy  pradky poada pLadh poas 0.
E,il,l.'!ﬂ Dl.ndn DAy pafiy D aA |}hn'd?v. wmi '::A':
E,l:,np . piGiAy  pladhy  pARsAyY  pLOSA piadh g » R“"ﬁ
Ol & DhEAy  pldhy Ay GeA Gl [20 4 v,
024 pidhy  phLady  piaky GLEA R Dl 8,
v [ | DA DAY D# &y Do DiA pD* |\ H

(3.63)

La ecuacion (3.63) relaciona las 17 componentes de los esluerzos generalizados (que
se reducen o |4 independientes por simetria en off) con las 17 deformaciones generalizadas
{14 distintus por la simetrin en Ay). 5S¢ comprucha fdcilmente la simetria de la matriz de
congtanies constitutivas, cuya particularizacidon nl caso (sdtropo es yva inmediata, obte-
niendo sobre In bose de (3.53):

N Do@ANy  pladhy  laihy 0 0 poar Eay
M1 pladhy  pladiy  pladry 0 0 [yt Ky,
M2 piadhy  plaidhy phaiky (I 0 [37 s R,
Qe 0 0 0 Géah  Glak g BRA
Gl,ﬂ 0 0 0 G 1A 2240 0 8,
v o] LD DY Dy 0 o p* | |H
{3.64)

Nuevimente se pone de manifiesto el desncoplamiento existente entre lns deformacios
nes proping de la superficie (eXtensiones ¥y cambios de curvatura, segin lo expuesto en [4])
y lus debidos o o deformacidn transversal de la limina, v, v 55 Como puede observarse en
(3.59), H da directamente la deformacién ey de la limina.

Volvamos aghora a la ecuacidn (3.54), sobre In cun! se ha construldo estn teoria con
comportamiento transversal linealizado, o de primer orden. El anico vector director consi-
derado, v (02), puede descomponerse eén la forma siguiente

V=gt w (3.65)
donde el vector ay (%) representa la normal unitaria o £. Con esta presentacién alternati-

v de (3.54) la Interpretacion geomdtrica de la cinemdtica de la ldmina resulta mids comoda;
ello quedd expuesto en [4], v las deformaciones generalizadas correspondientes serin ahora;

1 .
“ap © 5 gy — Agy)

o ;
Kap = Bag — bay + 5 (g + Xga)
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I & a z " : ,
H‘q‘:f} - 3 [y 'Jl’p + (h; K;j “J.,p Xyal {.-ﬂﬂ] {(3.66)

Vo ™ Wy

So = wy, G = b1) — (1 +w') g

1 i
. A
He=w +--_iw W

-

Los esfuerzos generalizados tendrin ahora la siguiente expresion, obienida de la tabla 3.7
interprotando las relaciones (3.61) adecuadamente:

o 1o -bf 0w 0 0 || Res
et 0 -y, 0 14w 0 0 M
mel o @ #ew o0 wh o | Mner]
pmaa 0 0 v, 0 4+ w? 0 gl
o 00 0 5 gow ow [ Qe
e, o 0 0 0 by 1Hw?] V

(3.67)

Ovra ventaja de esta nueva forma adoptada para el Gnico vector director es la de poder
penerar con mayor comodidad teorias de laminas mis usuales como ln de Reissner-Mindlin
o lo teorin clisicn de Love-Kirchhoff. Presentamos esta altima en el apartado siguiente,

3.4, 2 Tearta de Laove-Krchthaff

La teorin de Kiminas de Love-Kirchholl admite comao primera simplificacion que las
normales a la superficie de referencia en la configuracién de partida de la limina permanecen
perpendiculares a 2, configuracidn actual, ¢ inextensibles, Por lo tanto esta primera hipote-
B, levada a [3.(‘5]. se traducird en 1o siguiente condicidn!

w=0 ( (3.68)
p=rt i,

Eata ccupeidn simplifica notablemente Ja estructurg de lag deformaeiones generalizadag ex-
puestas en ¢l sistema (3.66). Imponiendo (w! = 0) s¢ obtiene directamente

X =0 l (3.69)
Uy =0
luego
|
g = 3 Aoy — Agy)
| 4 17
Ryg = ; (Cag = Cyg) (3,70}
102
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vumﬂ
Sy =0

H =0

El tensor de deformacion de Lagrange de la ldmina tendrd, por (3,59), la siguiente expresion

edy =gy + 0 Ky + 1" Ry (3.71)
€gy =0 (3.72)
iy =0

La primera de las ecunciones (3.72) confirma que la teoria de Love-Kirchhoff corresponde,
dentro del comportamiento transversal de primer orden, al caso particular de ldmina sin de-
Jormacion frapsversal, Los esfluerzos generalizados tendrdn nhora por componentes cons i
fii pivas exelusivamente las siguientes,

Tabln 3.8

Teorfa de Love-Kirchhoff, esfuerz oy general kados y relactones cong i i fivas
cn configuracion fileial

o M1 ﬁ_l.-;ﬂ

setiaclones conatitutivas a Wy, i W 3 W,
et funcion de s encrgia de o 5 0 5
deformacion de § Yo il "ﬂ:r.l

A ; g Al
exproglongs an funeldn del 3 o
tongor de tensiones de o T dy g 7T : o Ty
Piala-Kirehhalf : 11 9 J_h

§i ahora recurrimos al sistema (3.67), y llevamos o estas relaciones las condiciones
{3,69) proplus de la teorfa que ahora nos interesa, oblondremos:

oo |
?N‘*’ i S RS I I o (3.73)
3
N 1 0 0 \ a5
@l " o
% | In ﬂ [ Mo {nT% dn (3.74)
o 6 -bh 0| J-§ T
o 0 0 1

Debe anotarse que tan sdlo la ecuncidn (3.73) proporelona componentes de los esfuer-
zos peneralizados en funcién de sus componentes constitutivas. Las restantes componenies
locales (ccuncién 3.74) sélo pueden relacionarse con resultantes de las tensiones de Plola-
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Kirchhoff al carecer el modelo de Love-KirchhofT de informacion sobre el comporiamiento
transversal de la ldmina, segiin quedd expuesto en (3,72),

Por su parte, la particularizacién n materiales hipereldsticos Hookianos de las relaclos
nes constitutivas expresadas en la tabla 3.8 nos proporciona ficilmente In relacidn equiva-
lente 4 (3.63):

ppid DEEIRY  ladhy  [yladky Ern
MU ) o [prady pradky  paadhy Kasy (1,7%)
Al piddry  phadhy ik Ray

Dlainy m[ . Mo nl E*AT dn

La expresion de las constantes elisticas del materinl, E®*7 3¢ dié en la seccidn ante-
rlor, asi como la forma desarrollada del determinante del tensor de Krauss. Ambas relacio-
nes eran, recordem o

ETHAY m G (GYEX . GROY 4 GUAY . GMIA) - NGHRE , GYNY

Hﬂ - l E ['l;.i‘.l '+ ﬂ'i l“:.u

El tensor métrico G*® puede a su vez referirse a funciones definidas sobre § utili-
zando la propiedad del tensor de Krauss (recordemos que esta permitin expresar los vecto-
res naturales en un punto cualquiera de la limina en funcion de los vectores Ag). El resul-
tado es

FHOA w AR 3 R 4 gt O

Esta tltima expresion fucilita el edleulo explicito de las constantes constitutivas de ln
limina puesto que en ella, ¥ en la ecuacidn que proporcionn g, la variable de integracion
n ha quedado despejoda. En el easo particular de que la ldmina en cuestién sen una placa,
estas operaciones quedan muy simplificadas puesto que esta peculiar geometria se caracte-
FiZga por:

Hu =K, =0

B e (S = )

Mo = |

FOAAY o G Mdr."«. AT 4 AQY | APA )k A ADE | ARY

v lns constantes serdin directamente:

Dy o FaAY |y
Dithy m pRAAy h,s
12

i
DAaRy o potay N
#0

184

Documento descargado de www.e-ache.com el 21/02/2026



Luego, segin (3.75), se producird un desacoplamiento entre lns deformaciones generializi-
das 6,y ¥ Kass

Consecuentemente este desacoplamiento no existird en las demds estructuras laminares
formalmente, solo simplificaciones posteriormente impuestas y genernlmente basadas ¢n la
propledad de “ldmina delgada™ que puede resumirse por

ln-brl =1

permitiran introducir esta condicidn de desacoplamiento en las ecuaciones constitulivas,

Yolvamos nhora a las ecuaciones (3.73) v (3.74), Recordando la definicion del tensor
pr = &7 -qb?, podemos sustituirlas por lns integrales siguientes, obtenidas a partir de la ta-
bla 3.8:

A B8 ] ) _ |
- Aoy ,
Man )y Ho M. fi'{ dn (3.76)
FYCE ot |
o --I g T Taa }ﬂ‘ iy (377
QY = i ut Tra g
g Ty " (3.78)

Evaluemios aliora la tenalén actuante en un punto de la seccion normal de la limina
definida por las direcclones {n;, ny }. Su normal tendrd por ecuacién

ﬁ_l...nf\/“m

luepa
tg -1T‘ll ﬁ;ﬁ il‘ / \,f'“'lrﬂﬂr
T 4o dy = [T27 g* + 7% g3] - VG* do® dn
y como consecuencia de la hipdtesis genérica de la teorfa de Love-Kirehhoff:
T IHE o ay +789 5,1 VG* (3.79)
En consecuencia la ecuacién (3,76) define las componentes tangentes del esfuerzo y momeon-
to resultantes de Integrar las tensiones 2, referidas a unidad de drea no-deformada, sobre

¢l espesor de la limina, Igualmente, por (3,77) M? serdn las componentes normales de esta
misma integracion, Todos ellos se representan a continuacion,
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A gt

HFIH

Fig. 3.3,

En efecto, ¢l esluerzo resultante de integrar Ins % sobre n serd

%
. - ’ T“_ dy = MO8 g 4 NEY 5 = l_ N {3.80)
' _J!. ¥y n it 3 Vi
y el momento se caleulard como sigue:
A
m® “l \/IA (nay) x T dn = ¢, , M* o* (3.81)
= M0 4,

slendn fln. el vector conjugado de ng, segin ha quedado grafindo en In figura 3.3, En cuan-
to a la ecuacion (3.78), podremos sustituirla por

QF = MO b8 ? (3.82)

y por lo tanto el sistema Q% podrd eliminarse de las cevaciones de equilibrio de la ldmina.
Un dltime comentario debe dedicarse a los sistemas MY v Q% puesto que su Interpreta-
cidn fisica no ha sido posible, Ello estd exclusivamente derivado de la forma en que se
ha construido nuestra teorfas 212, al degenerar la limina intrinsecamente tridimensional en
un modelo superficial, posterlormente simplificado (puesto que en esta seccion tan sdlo
hemos considerado un Gnico vector director de Ia superficie de referencin). La formulacién
virincional presentada asocla a cada variable de estado energética un esfuerzo generalizado
dual, ¥ aplicads al casa de Love-Kirchhofl hemos obtenldo:

1 i “ wﬂl
s [ = L
VRl
| d Wy,
MY ma,
T e
| i o Wy
i T

Consecuentemente, los esfuerzos M* v O siempre expresables a partir de lag com-
ponentes T/ del tensor de tensiones de Plola Kirchhioff, heredardn este significado: serin
lns componentes locales necesarins para completar la expresidn local de los esfhierzos genes
ralizados duales de la formulacion einemdatica adoplada para describir la deformacién de la
ldmina,
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ANEX0O A. ECUACIONES DEL MOVIMIENTO EN UN CONTINUOQ TRIDJMENSIONAL
A1, Generalidades sobre procesos dinimicos

El concepto de fuerzas actuando sobre un cuerpo 8 resume la nocidn del mundo ex-
terlor sobre un cuerpo en movimiento, v la interaceidn entre lag diferentes partes del cuers
po, Centraremos nuestra atencion sobre el caso de mecinicn no polar del medio, esto s, usu-
miremos que no existen pares de tensiones distribuidos por el continuo, También admitires
mog, para mayor simplicidad, que no existen fuerzag de atraccidén mutua dentro del cuerpo
v que todas lus fuerzas estidn continuamaente distribuidas,

Bajo estas condiciones, un sisiema de fuerzas asociado a un cuerpo 8 en movimlento
tendrd lns sliguientes carncteristicas.

(17 En coda Instante t se conoce un campo vectorial b {(p, 1), deflinide para eada
punto p de la region del espacio ocupada por el cuerpo 8 en ese instante, Se le
denomina densidad por unidad de masa de las fuerzas efereldas por lis masas
£X fermas.

El vector Fy, (#7) definido por la integral volumétrica

F m-’ bp* . dv (A1)
b Jvw P

sobre cada parte P del cuerpo 8 se denomina resdd fan fe de fuerzas de masa ex ternas ejer-
cidas sobre la parte P en el instants

{2) En cada instante t, a cada parte P del cuerpo B le corresponde un campo vec-
torial t (p, #) definido para cada punto p del contorno a2 de £ Se le denoming
densidad de fuerza de contacto, o simplemente fenston ae tuanite sobre la parte P
del cuerpo B, La fuerza de contacto resultante Fy (P) ejercida sobre P en ol ins-
tante t viene definida por ln integral de superficie

Fy (P = I t.dE (A2
Jr

extendida o toda ln superficie £ del contorno a2 de Ja parte P en ese instante,
{3) La fuerza total resultunte F (P) gjorcida sobre la parte # © 8 se define por ln
suma de las resultantes de fuerzas de masa y fuerzus de contacto,

FiA =Py (M+F, (P (A.3)

{(4) Principio de tensidn: existe una funcidén vectorial t (p, n) definida en cada punto
P ¢ 8By parn todos los vectores unitarios n tal que las tensiones actuantes sobie

cualquier parte P C & estin dadas por
tip: Py tip, n) (A4}
donde i es el vector unitario normal exterior en el punto p sobre el contorno a P, El vector
t se denoming vector de tensiones en el punto p actuando a través de un clemento auperfi-
cinl orlentado con normal i, 5 ¢l punto p pertenece al contorno 38 del cuerpo, entonces

para cada configuracion 1 (p, M) se reduce a una funcidn q (p) que se denoming Lraccion
superficial sobre el contorno 48.
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S5iome da up cuerpo en movimiento vy el correspondiente sigtema de luerzas, ¢=‘1I3¢‘-J“1I‘
cado segln los principlos (1) a (4), hablaremos de un proceso dindmico siempre que se cum-
plan las leyes fundamentales de la mecinica, esto es, el principio de la cantidad de movi-
miento y el principio del momento cinético. Bajo apropiadas condiciones de continuidad,

exiate un tensor de tensiones tal que el vector de tensidn ( (p, 1) postulado por ¢l prin-
cipio (4) puede expresarse como:

tip, )= T (p) i, gf (A.5)
donde 1 son las componentes covarjantes del vector n,
o=y gy (A.G)

¥ HT son los vectores naturales en el punto p del sistema conveciive en una configuracion
dada de 8, En lo sucesivo supondremos implicita In dependencin funcional del tensor de
tensiones de Cauchy, definido en (AL5), del punto del cuerpo en que se evaliiec ¥y esciilire-
mos simplemente;

e=T g . =TI (A7)

siendo ) las componenies contravariantes del vector tension en ¢l sistemi de referengia lo-
cinl convectivo,

En Ins secciones sigulentes, o partir de los principios fundamentales de In mecinica,
obtendremos las ecuaciones locales del movimiento, aplicables a ¢ada particula del cuerpo
cuyo vector posicidn sea p en la configurncion de & correspondiente al instante t.

A2, Principio de conservacion de la masa

La masa de un cuerpo o) una propiedad fisica fundamental, asignada i I'lr|'-1|'1 Como
parte de ln especificacléon del cuerpo, siendo por tanto invarinble en cualguiern de sus
configuraciones, No ocurre lo mismo con la densidad de masa g%, la cual expresa una rela-
cidn entre la masa m (P) de cadn parte medible # €8, y ¢l volumen V (P) de la region del
expucio Euclideo ocupado por P en la confliguracion del instante

Puesto que

m {(#) -_L g* dv (Ad)

¢l principio de conservacion de In masa se podrd expresar matemidticamente como

T

m ()= f p*dv -Jv“n]g;d\'u

AT

La ecuncidn anterlor debe cumplirse para cada parte P del cuerpo, luego haciendo uso de
las relaciones geomdétricas

dV, = VG da' do? do? e
dv = Vg*da' da* ap° |
s¢ abtiene lo expresidn local de la conocida eouncidn de continuidad:
p* Vit = pt VG (A.10)

1of

Documento descargado de www.e-ache.com el 21/02/2026



A3, Principio de conservacian de la cantidad de movimienio

La cantidad de movimiento F de un cuerpo 8 de masa m (8) se define por

F"'/ dm
: lllfﬂb

: : (ALl
= .ppv w-] b ok dV
-[V peti . vﬁ]ﬂ'u’l It

i .
donde p = :—‘ proes el veetor velocidad de eada punto del cuerpo,
i

El principio de consorvacion de la cantidad de movimiento establece que [a variacion
con respecto al tlempo de la cantidad de movimiento de un cuerpo es igual a ln resultante
de fuerzas actuantes sobre el cuerpo en ese instante, Expresado matemdticamente, y recu-
rriendo a (A, 3) se tiene

F o= Fy, (81 + F; (8) (A 12)

A partir de esta ecuacion o invocando (ALY (A2 v (AL D) podemos escribie
E *d\’-[ I "d"'v""I"[ TH i g*dE A3
.[vpp Jy O R Fig A a2,

la Gltima integral de superficie de los vectores de tensidn en ¢l contorno pucde transior-
marse, aplicando el teorema de Gouss, en una integral de volumen (ver anexo D) como

sigue

AV
i \/n"l
v llevando a (A.13), el principio de conservacidn de la cantidad de movimiento puede
expresarse en In forma siguiente:

L TU iy gfdz = fv [Ve® TV gfl (A.14)

| L v/g* Tl g% 4 p*1 sh b dv =0 A.15
,IV {'\."'rg_‘"[ R Bj) *etb=p F} (A.15)

S0 In ecuncidn anterlor debe veriflenrae en todo volumen arbitrarlo ¥V (#), entonces el
integrando serd nocesariomente nulo, deduciéndose de esta forma las ccuaciones locales del
pringipio de ¢onservacion de la gantidad de movimignto, tambidén conocidas como ecuncio-
nes de Cauchy del movimienio:

(Ver THgh + Verprb=Ve*p* (A.16)

donde ﬁ ea el veetor acelergeidn de cada punto del cuerpo v g® el determinante del tensor
métrico del sistemn de coordenadas (convectivas). Las ecunciones de Cauchy pueden escri-
Birae ¢n forma mds simplificada, para su versidn estitica, como sigue!

T + Vi*p* b =0
.l.i - \"‘rﬂ-" Tu IT

(A7)

El vector T' define directamente In fuerza sctunnte sobre un parilelograma de lados
diferencinles medidos sobre las Hneas 81, 0% (i # j # k). En efecto, esta Muerza valdrd
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dF, = T fg g dx
i dE =gl Aol x gl do® =gl Ve and o G e k)

T

dF, = vg* T gr ao) dg¥
= T! i do*

(A 1H)

A A4, Principio de conservacion del momento cinético

El momento cinélico M, de un cuerpo £ de masa m{#) con respecto a un punto A
se define por

T

R p) d
Mﬁ .Jm{l‘,l ( AK F] i

: (A.19)
-I P Ry K )V = ] pt (Ry % prdv,
L, v v vn

donde Ry es el vector posicidn del punto p relativo a A, El principio de conservacion del
momento cinélico extablece que la variacidn con respecto al tiempo del momento cinélico
de un cuerpo es Igual al momento resultante de las fuerzas actuantes sobre ¢l cuerpo, ambas
magnitudes evaluadas con respecto a A, Expresado matemidticamente, este principio se
escribird;

1 ' ]

My = J (Ry X b)p*dV +I (Ry xt)dE {A,20)
v FLE

Hagiendo uso del principio de la conservacidn de la masa, del hecho de que ol punto A es
(lio, v por {A.17.2), o ecuncidn anterior podrd reeseribirse como sigue;

Jv YR, x ) dV¥ “jv [p* (Ry x B + ;fl_* (R, :lr.TL}‘I'} dv (A1)

para llegar a esta expresion debe nuevamente aplicarse el teorema de Gauss, transformando
ndecundamente la Integral de superficie de (A.20). Desarrollando la derivada parcial inclulda

en ¢l integrando de la ccupcion anterior, segundo miembro, y agrupando sumando se llega a

[' - [ T!
Ry x(@"p—p* . b——T)dVm | Ry | x —=dV (A22)
Iy Ra A p—p - AL, Jy B Y

Invocundo las ecunciones del movimiento de Cauchy, v al ser el punto A un punte fijo,
deberd verilicarse en forma loeal

g xT =0 (A.23)

para que la ecuacion (A.22) se cumpla exactamente, Expresando el vector T! en funcién del
tensor de tensiones de Cauchy, la tltima ecuacion puede sustitulrse por
gl (gl =0
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luegn

e 8" T =0

Esta Gltima ecuacion, desarrollando lis sumas en | k, exige pari cada componente
(es decir para eada valor de k) que se cumpla

ey T # gy TH =0 (i j k)
{ain sumar en l,j]

y al ser e, un sistema antisimétrico se deduce

TH = i {(A.24)

indicdndonos que el tensor de tensiones de Cauchy es simétrico, y por tanto que de sus nue-
vo componenies s01o seis son |ﬂ'-'|l.'1|"f.‘f'll.'“l‘=|'ltf-‘ﬂ-

ANEXO B, TENSIONES DE PIOLA-KIRCHHOFF

En el apartado anterior se han obtlenido las leyes del movimiento de Cauchy, expresa-
das en funcidn del tensor de tenslones de Cauchy; para el cuso estdtico estas eran!

Th + Vg* p*b=0

| !n phb { (A.17,23)
W

gl xT' =0

3/ g* . T + Vg p*b=0

(Va* Tgh, + Vg*.n ‘ (A.16, 24)
TY = Tl

Este tensor, segin se ha definido, proporciona la fierza por unidad de drea del cuerpo
en su configuracion actual (o deformada) referida al triedro local g}

dFy = tdx = T (h dX) gf (A5)

Notese que el segundo indice del tensor indica la direccion de la componente de ten-
sidm, micntras que el primer indice corfesponde a la dirceelén de la normal a la superficie
sobre la que acida la fuerza,

En la mecinica de solidos, generalmente asumimos que la geometria del cuerpo es
conoclda o priori en alguna configuracién inicial (o de referencia), y ¢s por tanto convenlen-
te definir el estado tensional en cada punio del cuerpo con referencin o esta confliguracion
infcial, Surgen de esta forma los conceptos bisicos de los tensores de tensiones de Plola-
Kirchhoff.

El primero de ellos indica la fuerza real actuanie en cada punto del cuerpo, medida
por unidad de dren no deformada. El segundo tensor de tensiones s¢ constiuye de forma que
nos describa una pseudo-fuerza medida por unidad de daren no deformada tal que sis compo-
nentes de tensidn en el sistema local convectivo inicial G} coincidan con lag componentes
reales respecto al sistema local actual gf'.

La definicion de estos sistemas se aborda en lns secclones siguientes del presente anexo,
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y pura ello comenzaremos por estudiar ¢l cambio de drea inducido por la deformacion del
cuerpo gobre el contorno 8# de cunlquier parte P C 8,

I.1. El cambio de firen

Sea d¥ un elemento de drea infinftesimal definido, en un punto p de la configuracién
actual, por el pumlelogramo de lados dp, &p (ver lgura B, 1), E@ vector normal a este elemen-
to de drea en ¢l punto considerado vendrd definido por el producto vectorial de los dos vees
tores infinitesimales gque definen sus aristas, es decir

ndZ = dp x ép (B.1)

Desarrollando la expresion de los vectores clementales de (B. 1) obtenemaos

ndE = (p g doty x (p B0l

(B.2)

Recordemos que ¢, es ¢l tensor de orientacion, nulo si alguno de sus (ndices se replte,

¢ igunl o * \-"rg“' en los demds cosos, esto es para | # j # k, variando el signo segtn el tipo de
permutaeion indicial (par o impard a partic del valor

By =+ Vit

La ecuncidn (B.2) es de sencllla particularizacion a cualquier otra configuracion del cuerpo
distinta de la actual, en particular s la evaluamos en la configuracion iniclal obtendromos;

N a8 = afj, G** do' 50)
:?“ - VGH

(B.3)

Sobre la base de las ccunciones anteriores (B2, 3) podemos formar la cantidad escalar
slguiente
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] i L] .l I:IP- .
e M g AE = =l
Vi y Vi*

Se comprucha inmediatamente que si (i # j # k) este escalar tiene por valor absoluto

dd' 88! y ello independientemente de la configuracion del cuerpa, luego so ha de cumplir:

L igraz=— = N -G ds

nj . k
— —dE = e
Vig* VG*

Lus ecunciones (B.4) definen ¢l cambio de drea en forma vectorial o tensional, pero es im-
portanie notar que d% no gnrru;pumlu a la imagen deformadn de 45, sing que ea la evaluas
¢lén del elemento diferencial de drea en otra configuracion del cuerpo, Para evidenciar este
hecho basta evaluar, en la configuracion actual, la expresion del vector posicion asociado
i P+ &P, Tendremos:

p=P+d
y en la configurncidn inicial pondremos

PO +doby =P @' 4+ 8P (8 (B.53)

Pasemos a evaluar el veclor posieién del punto material de & cuyas coordenadas convec-
Livas son @ + dol,

P A4 Aoty = P (01 4 dal) -+ a® (@' + dot) (B.6)

invocando (B.5) ¥ desarrollando el dltimo sumando del segundo miembro de la ecuacion
anierior en serle de potencias de dfl, se obtiene

Z N g i
p (6 + a0l = B (@) + 8P @) +d* @hy+ F L@ g gpn
M=l M! add,. apn (B.T)
' wet NI Bgl.agn G0
sen | primera variacion del vector posicidn en lu configuracion actual
aaq®
sp (01 = §B (0 + 29" 1) a0l
Bl
llevando a (B,7) se deduce
i 4 anl i l 5 Loa"d* @Y jo  gpn B4
p@ +dy=p@) +sp @)+ E o war—aan da! (

con lo cual queda probada ln no-correspondencia de los elementos de superficie presenta-
dos en esta seccidn.

B.2. Lo# iensores de tenslones de Piola-Kirchhofl

La primera tension de Plola-KirchhofT se define de forma que nos de la fuerza actuan-
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te en un ¢lemento de superficie definido entorno a p & &, pero medida por unidad de drea
no deformada por (A.5) tendremos:

dF =t dL = TY ) g*dZ
v reeuimicnda a (H.4.2 3, se obiliene

dF, = \/ﬁ*'l"” Ny g dS (1.9)

Podremos entonces definir el primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff, en nuesiro
slstema de coordenadas convectivas, de forma que

dFy = t, +dS = T} N, g' dS (B.10)

luego la relacion entre el primer tensor de Plola-Kirchhoff v el de Cauchy sera:
TH = |/[E T :
ry Vir}"'é I (B.11)

Nétese que ambos proporcionan lo fuerza elemental real, actuando en un diferencial
de superficie definido en p © 8, pero quedan referidos a distintas medidas de esta superfi-
cle elemental, El primer indice del tensor T} define la componente del vector normal o
la superficie en la configuracidn de referencia, mientras que el segundo indice nos indica
la componente del primer veetor de tensiones de Piola-Kirchhoff en el triedro local actual,
Ademis, de estas definiclones pueden dedugirse las ccuaciones siguientes, basadas en (B.11),
(A 1Oy (AT

VG T = Vgr T

I m |

S T 2

24 d p" (B.12)
» T

T “',H-“ | jur
=VGH T gy

El segundo vector de tensiones de Plol=KirchholT, o pseudo-vector de tensiones, se
define en cada punto P € & por la ecuncidn

T=TING , TUmT) (B,13)

El definir el correspondiente segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff de forma
diferencinda frente al primero, cuando sus componentes son iguales, pretende distinguir el
slstema vectorial local de referencia del vector tension asociado. De esta forma el tensor
de tenslones de Cauchy proporciona la tensidén real actuante en cada punto p € &, medida
por unidad de drea en ln configuracion actual, v el segundo tensor de tensiones do Piola-
Kirchhoff proporciona la pseudo-tensidn existente en cadn punio P € B, medida por unkdad
de drea de esta configuracion, tal que sus componentes se identifiquen con las del primer
Lensor (que s{ proporciona la tensién real actuante).

La pseudo-fuerza podrd relacionarse con la fuerzn elemental real como sipgue:
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dF, « g = T i, 4%
= TU N, d§ = dF, . G*

(B.14)

con
dF, = TV N, G} ds

# ]
= fdh

Vemos pues que las relaciones que definen las pseudo-tensiones y pseudo-fuerzas en fun-
cidn del segundo tensor de tensiones de Plola-Kirchhoff son andlogas n las que existen en-
tre vector de tension y luerza elemental v el tensor de tensiones de Cauchy, Varian los vee-
tores locales de referencin y el elemento de dren siendo en el primer caso los valores aso-

clados a la conliguragiom injcial, ¥ en el segundo {(valores reales) los lmﬂ"l-'ﬁ[m“l-iifntﬁﬂ aln
confliguracion actual, o deformoda. La tabla B0 intenta resumir todos estos conceplos,

Tabla B.1

fanfiguracion aetual Configuraeidn inioial

veclor posicidm p (04 (")
drea elemental dE ds
voctor normal fdE N ds
i il g =N GF

tonsiono reafes: pseuda-ionsiones; =~

ilFy m_ HE)

[ [ [— m
dx d5
=1l iy 57 ~TiR, G
Ralnclin entra: tensor de tenslones ¥ pseudostensiones
de Cauchy de Ploln:Kirchhoff
T = B Tl
("

B.3. Expresiones en un sistema cartesinno

En este apartado efectuaremos una transformacion de los tensores anteriores, definis
dus en coordenndas convectivas 8', parn expresarlos segiin unos ¢jes Carteslanos fijos con
vectores unitarios iy,

Sean X' lay coordenadas Carteslanas del vector posicidn P de un punto de la conligura-
clan iniclal de &, Estus coordenadas estarin relacionadas con el sistema convectivo mediante

vouaciones del tipo

xl = x| (g% (B.15)

Recurriendo n o matriz Jacobiana de esta translormacion podremos esciilir
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P=X" i, '
. OXM
Gl =g )

{H.16)

Andlogamente, scan x' las coordenadag Cartesianas del vector posiclén p de un punto de la
conflguracion deformada de 8. Podremos escribir las siguientes ecuaciones de transforma-
cidn de coordenadas

xl =yl (%)

p=x".i, {(B.17)
W ma:q“ :

R Y TR

El gradiente de deformacién, seghn se definid en (2.3), serd la matriz Jacobiang de la
transformacidn de coordenadas desde la configuracidn inicial a la deformada, Esto es:

k' = xl (X9

il 2
ko aXxk

{Iul'l" y zr-!]
F

Mediante las reglas de transformacion de tensores, podemos exprosar esle mismo gri-
diente de la deformacién en funcion de las coordenadas convectivas en la forma sigulente:

k5 gl
gor cply m OXF 307 00
z":(ﬁ] YT axli‘.*h (B.15)

En (2.3) se explicitd las propledades de este sistema 2% A partir de lag ecuaciones de
(ransformacion (B.17) podremos expresar el tensor de tenslones de Cauchy en coordenadas
Curtesinnng:

| %l
T w 3K AKX s (1,19}
a6y B

y eviluando fuerzas elementales obtondremos

dF; =t dE
m T (g . i:‘ ]Br dx

luego por (B.17-b) vy (H.19)

0ol
9X §dE

BRI L e
l"Tt | (n I;) a0 l

agr
B (H.20)
= TH (i i) iy dE

El primer tensor de tensiones de Plola-Kirchhoff, al tener su primer indice referido a
la configuracion inicial y el segundo a la actual (o deformada), se transformard en coorde-
nadas Cartesianas de forma mixta, como

=; _aXx ax m
T - Sx 95 1 (B.21)
d Y
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y por unos ciloulos andlogos a los anteriores

dF, = t, d5
= T (N -Gl ygy ds {B.22)
- TH (N - d8
La ecuacidn (B,21) confirma que, asunque T sea un tensor Hillllf'll'lul.h"-i'ij en general no

lip serd, Pasemos o estudiar a continuacion el segundo tensor de Piola-Kirchhoff. Su ex-
pregion en coordenadas Cartesianas serd

S

i -
Ti=2X 4 X! T (B,23)

dat  afs
y I evaluncidn de la Tuerza Ticticia actuante sobre d5 conducird o
dF, = (- d§
“TH(N.GHG! a8 (B.24)
=T (N Vi) i d8

Eliminemos ahora, entre las ecuaciones (B.21) y (B.12) el tensor TY, correspondiente a
la primera tension de Pliola-KirchhofT en el sistema convective, Obtendremos:

,—I-H_i!ﬁ* ax 1/8F
apr ags VG

y por (B, 19), resulta finalmente

TH - g* a,_xl Tmi (B.250)

i i xm

Una actuacion simular a partic de las ecuaciones (B,21) y (B.23) nos dard

- ll'! H.-I .-'::ln 5.
T! a--}-{hl (B.25-b)

Invocando finalmente la ccuacion (2,3), de definfeldn del gradiente de deformacion, pode-
imos escribir las relaciones entre los dos tensores de lensiones de Piola-Kirchhoff y el de
Cauchy, todos ellos referidos a coordenadas Cartesianas xh

il 1 i sy
T” = :‘;'* E‘r TE‘]

T = l/':f 7 T3
K

(H.26)

Estas ecuaclones son equivalentes a (B.11) y (B.13), pero resultan de estructura mis
compleja que sus correspondientes expresiones en el sistema de coordenadas convectivas,
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B4, Ecunciones de equilibrio en configuracidn inicinl

Las ecunciones de equilibrio obtenidas en el anexo anterior pueden darse tanlo en
tensiones de Cauchy como en tensiones de Pioli-Kirchhofl, Expresudas en forma vecto-
rial o partir de Ti y b, se deberin verificar en cada punto p € 8, pero esta configuracidn
de equilibrio correspondiente al sistema de Tuerza Fy -+ Fy actuante no serd conocida a
priorl v convendrd reexpresar estas ecunclones con cantidades referidas o la conflguracidn
inicial. ¥Yalviendo a lus ccunciones (A.17, 23)

T + Vi* p*b=0
gfxTi=0
Estas pueden darse en componentes locales, resultando

(Ver T+ Vi pr bl =0
.I.” _I-.I.jl

(B.27)

donde ¢l simbolo () denota la derivacidn covariante respecio a la métrici Bﬁ. En funcidn
del primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff, el sistema anterior se convierie en

(VGETH), + VG* pi bl =0

iB.28)
.]l.io} - -I‘-él
Si recurrimos ahora al segundo tensor de tensiones de Piola-Kirehholf, se llega a
m— L T
(VG Ty + VGrpd b =0 (B.29)

TH = T

P
El simbole () representa la derivacion covariante respecto a la métrica Ciﬁ'. ) serdn
las componentes del vector b en el sistemn loenl,

Bo=b.GY

Lag geugejones (B.29) corresponden o lag ceuapciones del movimiento en conligura-
cidn iniclal,

ANEXO C. ELASTICIDAD VERSUS HIPERELASTICIDAD

Las ecunciones del movimiento de Cauchy, v las écunciones de equilibrio que se de-
rivan, proporcionan un conjunto de tres ecuaciones diferenciales en derivadas parciales en
funcidn de las componentes del tensor de tensiones. Sin emburgo estas tres ecuaciones no
son suficientes para determinge completamente log seigd términos independientes de dicho
tensor de tepsiones, ¥ deben imponese ungs nuevas geunciones caracleristicar del compor-
tamiento del materinl que constituye ¢l cuerpo, Dichas ccuaciones se denominan ectia-
ciones constifufivas, describen el comportamiento macroscopico del cuerpo resultante
de la constitucion interna de su material,

En los apariados siguientes trataremos Gnicamente de los materiales eldsticos e hiper-
elisticos, para ello desarrolloremos las diferentes ecunciones que carncterizan u dichos

muteriales, asi como las relaciones existentes entre ambos,
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C.1. Materiales clasticos

La definicion elemental de material eldstico surge de imponer que las tensiones en la-
les materlales sélo dependen del estado de deformacidn actual y no de su historia de defor-
maciones,

Matemdticamente esta definicién vendrd deserita por un conjunto de nueve ecuacio-
nes que nos relaclonardn las componentes de uno cualquiern de los tres tensorcs de tensio-
nes anterformente presentados, con uno cualquiera de los tensores de deformacion que des-
criben el estado actual de deformacitn del cuerpo, por glemplo:

TH =t () (€.1)

Dentro de los materiales eldsticos merece especial atencién el material elistico lincal,
también denominado Hooklano. Este se obtiene de imponer, ademis, ln condicion de que
las tenslones se puedan definir como combinacién lineal de las deformaciones, Parn este
material, las ecuaciones constitutivas eldsticas lineales, frecuentemente denominadas leyes
de Hooke generalizadas, son nueve ecuaciones lineales expresando las componentes del
segundo tensor de tensiones de Plola-Kirchhofl como luncidén (lineal) homogénea de las
componentes del tensor de deformacion de Lagrange. De esta manera tanto la tensién en
un punto como la deformacion quedan referidas a la misma métrica (ln de lu configuracion
inicial), Estas ecunciones serin pues de la forma:

TH = plike el (C.H

1 sigtema EV*¥ ex un conjunto de 81 constantes en ln configuracion de referencia, de las
cunles solo 36 son independientes puesto gue tunto el segundo tensor de tensiones de Plola-
Kirchhoff como el tensor de deformacion de Lagrange son slstemas simétricos.

(.2, Material hipereldstico

La definicidn de material hipereldsticoe proviene de la nocldn de reversibilidad de las
deformaciones v de la independencia de In higtoria de deformacién.

A partir de consideraciones termodindmicas, Green definié un material hiperelistico
como aquél para el eual existiern una funcién escalar de energia de deformacién WS, tal
que su gradiente respecto a las deformaciones proporciona las tensiones en el modelo ex-
clusivamente mecdnico. En forma matemiticn esto es:

- W oW
Sl |2We 3 Wn (€3

donde W! es ln funcion de densidad de energin de deformacion, ﬂl-rlﬂl\h'l por unidad de
masa, En lo suceslvo In derivacién se supondri simetrizada respecto a "'J y escribiremos
directumente

Thmpt i W (.4

ii

La ecuacidn de continuldad y la relucidén entre tensiones de Cauchy, y de Piola-Kir-
chhoff nos permite escribir, en coordenadas convectivas:

T ompe a Wi (C.5)
el
]
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y la energla de deformacion total del cuerpo se expresard mediante

w-:’ ol WE av,
¥ ""rij

' (C.6)
. ,L p* Wi dV

Una formulacidn aliernativa de las ecuaciones anteriores prucile abtenerse infraducien-
do ol concepto de densidad de energin complementaria de deformucidn por unidad de masa,
fque no és mis gue la ransformacion de Legendre de la densidad de enerpia de deformacion,
La densidad de energin complementarin serd pues

s
pi UR =T el —p3 Wi (C.7)

definida de esta forma, serd van funcion de las tensiones v se comprueba (deilmente que su
pradiente proporciona las deformaciones. En efecto, recordandeo (C.4) se abtlene

[ " - h 5 th
pl 'l.ﬁ =) + ke F";_I_ﬂ —pt f.:....'.:ﬂ ‘]E}E =gl (C.8)
aTH aTh degg JTH

Oslo o8
L AU

e (.0
™ Py 270 )

C.3, Relacion entre elasticidad e hiperelasticidad

Veamos como pueden relucionarse los dos modelos de comportamiento presentados
anferiormente, 51 admitimos que la densidad de energla de deformacidn es una funcidn
analitica de lns deformaciones, W podrd desariollarse en serie de polinomios homogé-
neos de sus argumentos ¢f), luego

we =W £ L piamn g o C.10)
m We1 NI fij 1 Cmn (<.
donde W es una constante arbitraria v los coeficientes HI, HUKE, | HU..m0 g denomi-

nan hiperelasticidades de orden 0, 1, ..., N respectivamente, Recordando ahora (C.5), el
sepundo tensor de Plola-Kirchhoff se podid expresar como

Til = { b?-l ﬁli.'l Hlbmn of el }

nrﬁ

=pf {HU+ £ HUE-maly  qf )

(C.11)

La condicidn de que un material eldstico =ea también hipereldstico serd, sepin (C.1)

y{C.11)
i Wy, ‘
;-IJ “1:1'-.'] -PE' H'&T' {(C.12)
i
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vy desarrollando analfilcamente las funciones {Y, In condicién de integrabilidad de (€.12)
serd sencillamente

pllcomn = g pijomn (C.13)

donde

£l (eftg) = Bl + NEI EIKR.Is g o (C.14)

pero por suponer que la densidad de energin de deformacion es una funcion analitica del
tensor de deformacion de Lagrange, deberd cumplirse el teorema de Schwatz, induciendo
la simetrin de las hiperelasticidndes respecto a los sucesivos pares de indices, Consecuente-
mente serd necesario, para que un material elistico sea hiperelistico, que las elasticidades

EY-™ también sean simétricas en los pares de indices, esto es:
kS = ghdl)

Supondremos en lo sucesivo que la configuracion iniclal estd libre de tensiones ¥ defor-
maciones, En este caso lo definicion de un material hipereldstico de primer orden serd, se-

gin (C11)
TH = o2 HUKR g2, (.15)

y un material Hookiano hiperelistico tendrid por ecuacion caracteristica:

Tl EHER g o

quedando definido por 21 constantes independientes por la simetria respecto a los pares de
indices que exige la hiperelasticidad, Para este tipo de materlal, prescindiendo de la constan-
te W, In densidad de energin de deformacion por unidad de masa vendrd dada por

i
wh =3 o HUE ey

luego la densidad de deformacion por unidad de volumen en configuracion inicial serd, por
{C.16)

Wi =1 e EE oy (C.17)

Es también interesante notar que, para ¢l material Hookiano (hipereldstico) la densidad de
energin complementaria viene dada por

| = | k¥ L@ (&
UR m o T g® W™ = g* HY (C.18)
i Fg ﬂ'” i 3 'E” Elli‘

Definiendo la transformacion inversa o (C.16) en la forma

Fyxp TH = efg . [F]=[E]™ (C.19)
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podremos poner

| =y =
pEUN =3 T Fijuq THE (€.20)

De lo anterior se deduce gue:

(1} La densidad de energia de defermacion de in material HooKiano (hiperelastico)
es una Nuncidn cuadritica de lus deformaciones de Lagrange.

{2) La densidad de energia complementaria es una funcidn cundriticn del segundo
tensor de tensiones de Biola-KirchholT, v

{3) Ambas son, en este caso, numéricnmente |gunles.

C 4, Material Hookiano isdtropo

Ex un material hiperelistico de primer orden cuyas ecuaejones constitutivas s¢ man-
tienen Invariantes frente o las transformaciones lsométricns {rotaciones v simetring). En
eate cazo lag hiperclasticidades pueden exprosarse en funcion de dos Gnicos escalares, E ¥,
conocldos respectivamente como médulo de Young y coeficlente de Poisson. Definiendo
log conocidos coelicientes de Lumd

8
201 + 1)
¥E

j A (1 4+l -2

G

tendremaos enlonces

FULE {'GHJ G*]H 4 GH! U”k} 4 GHl U*H! (C.21)
¥
Fyie = {1+ 0GR Gt -G Gty €2

Estas doys ecuaciones permiticdn definie las formas cuadredticas coracteristicas de la
densidnd de energin de deformacién y energin complementaria respectivamente, ambns
referidus a la unidad de valumen inicial.

ANEXO D, TEOREMAS INTEGRALES

Sen n (ﬂj') un sampo vectorial definido en cada punto de la regidn conexa del espacio
tridimensional Fuclideo denominada V, y de contorng av, Supondremos que este confors
no tiene las ndecundas condiciones de continuidad, de tal forma que puedn definirse en
toda punta de 3V un vector unitario normal o, de orientacidn extorior respeeta al domi-
nio ¥,

Supondremos ademds que u € C! (V) v que s integrable sobre 3V, entonces el teo-
roma de Gauss, conocido como teorema de la divergencin, nos dice gque
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I f.“t"'l.lin"-j u-ndx (D.1)
1"!" ‘E’V

y en notacion tensorial:

[ ul; qv = Ia ul iy dX (0.2)
JY i < iy

donde (:) indica la derivacion covariante respecto a la metrica EF- Vamos n interesarnos
en la forma explicitn del primer miembro de esta Gltima ecuncidn, y para ello estudia-

remos primeramente la expresion desarrollada de la derivada parclal de \/3*.

Vit =gl gl xgd)
luggo

ah&s Vig* = ¥ gl gf xgd) b gl (0% e x g el (87 x T )
ml"%i V’E“-' . sumudo en €.

De la ecuacidn anterior se deduce que

i Xyl
u’lI o Fh ut mul

Llevandao a (13.2) se deduee finalmente:

| ] 1 (Wl uf L, dE 12.3)
-Iv w,dv = \fE":“/“ u'y  dV Jpy ¥ x (
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Comportamiento de barras corrugadas de
aceros de armar a bajas temperaturas

H. Corras, J. Planas, M. Dlicss, M. Duttice ¥ H, Chusca®
Dapartamanto da Fisios y Fisioa do Matorisios,

E.T.8, di ligantaros de Caminos, Canalas y Pusrtos
Univarsldad Polltdenien do Madrid,

"Auxini, 8.A, v Dragedos y Comitrucelonss, 5.A.

1, INTRODUCCION

Los datos experimentales disponibles relutivos al comportamiento del acero de armar
o bajus temperaturas son escasos v dispersos, (Ellces, M., Sleigh, G., 1978, Whitely 1.D. «t
al, 1981, Galland J.C, ct al. 1981, Elices M. et ul 1982, Lessel G, Bernard A, 1983), En
particular, respecto a las barras corrugadas casi no existen resultados y esto puede ser debi-
do a la enorme dificultad que comporta la reallzacion de este tipo de ensayos,

A pesar do la cscasa informacion disponible, existe una idea muy extendida sobre la
falta de idoneldad del acero de armur pura usos criogénicos. Esta idea proviene de algunos
resultados que muestran una gran sensibilidad a las entallas de este tipo de aceros o bajas
temperaiuras, Algunos autores recomiendun la sustitucion del acero do armar por acero
de pretensado en el proyecto de estructuras criogénicas de hormigon armado, por gjemplo,
AS. Bruggeling on la relorencia ¢itada,

Esta situacion ha inducido a algunos fabricantes del acero a producir aceros especiales,
en peneral de grano muy fino, que les confiere una gran ductilidad a bajas temperaturas,
Ademis de los nceros ferriticos de grano fino, también se han desarollado aceros austeni-
ticos y nustenftico-ferriticos, cuyas propiedades se han deserito en ln monogralin de la FIF,
citada en las referencias, Estos aceros, con muy buenns propiedades a temperaturas crioge-
nigas, son muy caros y no siempre absolutamente necosarios,

Il problema del acero de urmar para uso criogénico se complica ain mds sl se thene en
cuenta que no oxisten especificaciones concretas que definan las caracterfsticas que deben
cumplir estos materiales a bajas temperaturas,
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Esta problemidtica ha motivado la iniciacion de un programa de Investigancidn en el
Departamento de Fision y Fisica de Materiales de la ET.5. de Ingenieros de Caminos, Ca-
nales ¥ Puertos de la Universidad Politécnica de Madrid para conocer ¢l comportamiento y
las propledades de los aceros de armar a bajas temperaturas, El trabajo que se describe co-
rreapende a una investigacion realizada por encargo de AUXINI 5.A, v DRAGADOS Y
CONMNSTRUCCIONES, 5 A, destinadn o estudiar las propiedades de dos aceros nacionales!
uno dureza natural tipo AEH-400N y otro endurecido en frio AEH-400F, En ambos casos
s¢ hoan utilizado barras de 16 mm de didmetro,

Los objetlvos de ln investigacidn fueron:

I. Estudio del comportamiento de barras corrugadas de acero de armar a bajas tem-
peraturas,

Para este objetivo se han realizado ensayos de traccidn simple a —80°C y —165°C,
con probetas obienidas de las barras suministradas,

2. Estudio de la influencia de la corfipa sobre el comportamignto de los nceros estus
dindos, o bajas temperaturas.

La corruga constituye una singularidad geométrica que puede ser una fuente de
concentrocion de tensiones v, por lo tanto, el origen de roturas (rigiles.

A estos efectos se han realizado ensayos de traccidn simple con probetas rectifi-
cadas, en lus que se eliminaba la corruga.

3. Estudio de la influencia de defectos superficiales sobre ¢ comportamiento de
los aceros estudindos a temperatura de GNL (—165°C),

En este sentido se ha intentado valorar el efecto de aguellos defectos superficiales
fjite pudiosen producise durante ol proceso de fabricaciom de las barras o durante el
proceso de preparacidn, transporte y colocacion en obra de la ferralla,

Para este estudio se han realizado enspyos de traccidn simple con probefas con
delectos.
En este trabajo o presontan algunos de los resultados experimentales obtenidos v las
conclusiones generales que se deducen de la Investigacion realizada,

2. MATERIALES

Los resultados que se presentan corresponden o dos tipos diferentes de aceros, Se
ha utilizado un acero dureza natural y otro endurecido en frio. De esta forma se han podi-
do comparar los resultados correspondientes a los dos tipos de aceros utilizados para la
fubricucidon de barras corrugadas,

Todos los ensayos se han realizado con acero de calidad 400 MPa (AEH-400N y AEH-
400F} y barras de 16 mm de didmetro,

En cuanto a la calidad, ésta se ha elegido debido a que resulta la mis frecuentemente
utthzacda ¥ a la tendencia genoral a disminuir ol usa de los aceros de armar de mogor calidad.

En cuanto al didmetro, han existido distintas razones para su elecciom. En primer térs
mino, habria resultado imposible estudiar todos los didgmetros y por lo tanto se pensd en
un didmetro intermedio y de uso frecuente como ¢l didmetro 16 mm, Por otra parte, pari
digmetros mayores, v debido al aumento de resistencia de los aceros con la disminucién
de la temperatura, pucden necesitarse miquinag de traceion de gran capacidad que dificulta
atn s este tipo do ensayos.
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Finulmente, las caracteristicas megdnicas de los acerog ulilizados se résumen en la
Inbla 1,
TABLA I

Caracter iiticas mechanicas de los nceros uilllzados

Acero Oyy tyj
2,1 a3 0y £y i
(MPi) (MPi) {MP'n) (%) (%)
AL 400N A 4 624 13,72 62,45
ARH-400-F 429 44 560 To0 61,60
3. PROBETAS

En todos los ensayos realizados, las probetas utilizadas erun de 65 om de longitud, Los
iistintos tipos de probeta se obtuvieron de barras de 16 mm de didmetro,

Parn los ensayos de carncterizacion se utilizaron probetas obtenidas directamente de
lug barras suministradas,

Para el estudio de la influencia de la corruga, se utilizaron probetas en las que se habfa
rectificado o 14,5 nun de digmetro los 250 mm centrales.

Finalmente, para ¢l estudio de la influencia de defectos superficiales, se han utilizado
probetas previnmente entalladas,

En principio, resulta exiremadamente dificil saber cudl puede sor la tipologia y geome-
trin de los defectos superficiales que puedan producirse durante el proceso de fabricacion
de las barras o durante el proceso de preparacion, transporte v pucsta en obra de la ferralla.

EHTALLS

1

Fig, 1. Digtintos tipos do probetes: corrugads, motiflosds v ontalladas,

En este estudio se han utilizado probetas indentadas mediante cufa metdlica. bEn todas
lus prabetas la entalla se roalizd on una de las corrugas longitudinales,

Las entallas utilizadas pueden representar aguellos defectos que muestran las barras
debido a golpes, Este tipo de defectos se produce sin pérdida de material tal como sucede
con las entallas realizadas por indentacién,

Parn poder caracterizar las entallas durante el proceso de indentacion se registraba

In carga de indentacién, la penetracién del indentador y la energia suministrada a la probeta.
217

Documento descargado de www.e-ache.com el 21/02/2026



4, EQUIPOS EXPERIMENTALES

Los ensavos se han realizado con una miguing servohidriulion INSTRON de 50 kN

de capacidad, a una velocidad de deformacidn constante de 107 ¥ aag=t;

Lus carpus se han medido con ung célula de carga de 250 KN con una precision de
0.5% .

Para ln medida de deformaclones se ha utilizade un extensdmetro con ung buase de
medida de 20 om, especialmente disefado para estos ensayos. Bl extensdmetro esti dotado
de un captador inductivo HBM modelo W20K, para bajas temperaturas (Rango nominal de
temperatura: —200°C a + 100°C), La precision en la medida de deformaciones es de £ 0,4%
del ranga de medida,

Para enfriar la probeta se ha utilizado una camara ambiental de tres madulos con
gontrol independiente en cada uno de ellos. Debido a la longitud de las probetas v para
parnntizar una adecuads uniformidad de lu temperatura el enfriamiento se controln indes
pendientements en los tres madulos, Para ¢l enfrismiento se utilizé nitrégeno lquido con-
trolando el caudal & traviés de una electrovilvula.

Inicialmente se eniria a potencia plena y luego se controla la temperatura mante-
ni¢ndola igual a la temperatura nominal del ensayo,

Para ¢l control de la temperatura a lo largo de ln probeta se disponen de cinco ter-
moparas, Dos extremos situados en lus mordazas v por 1o tanto en los mddulos extremos
de la camara, Los restantes en la cimara central, dentro de la base de medida, Los termo-
pares utilizados son tipo J de hierro constantin,

Durante todo el ensayo, los senoles correspondientes a los distintos sensores utilizados
(temperatura, carga y deformacion) se recogen con un sistema de adquisicidn de datos.

' Duranie el enfriamientio la temperaiurn de los termopares de ln probeta se recogen
cudn 20 segundos y se representun utilizando un registrador XY en funcién del tiempo,
Este registro permite conocer la historia de temperaturas de la probeta,

Durante ¢l ensayo de (raceidn se oblienen 250 valores de carga v deformacion, Estos
datos permiten construir las curvas tension-deformacion que se presentun como resultados
e esle trabajo,
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Fig, 2. Esquoma gonoral do ongayo,
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5, RESULTADOS EXPERIMENTALES

Acero dureza natural tipe AEH-400-N,

5.1, Carncterizacion de barfas corrugadas o bajas tempernturas

En la figura 3 s¢ muestran las curvas tension-deformacion medias, correspondientes
a ensayos de traccion simple o temperatura ambiente, ~80°C y —~165"C, Estas curvas se
han obtenido a partir de cuatro resultados experimentales para cada temperatura. Las cur-
vas tension<eformacién se han representudo en trazo continuo hasta que se aleanza la
tensién mixima y con trazo discontinuo para deformaciones mayores, Las diferencias que
s¢ observan en ¢l tramo discontinuo son debidas a que la rotura y estriccion no siempre se
producen dentro de la base de medida,

Tal como se muestra en la figura, los valores de resisiencia aumentan notablemente
con lo disminucién de la temperatura, Este aumento es mayor para la lension maxima
{o,) que para ¢l limite clistico (n“ o u“} y por lo tanto al disminuir la temperatura dis-
minuye asimismo la relacién g, /oy, pasando desde 1.4 a temperatura ambiente hasta 1
a ~165°C,

Teniendo en cucnta las dispersiones que son de esperar eén la determinacion de e,
{se trata del comienzo de un proceso inestable), los resultados obtenidos muestran gue
este pardmetro puede considerarse inalterado con la disminucion de la temperatura,

Todas lus roturas oblenidas son de tipo dactil, precedidas de un proceso de estric-
¢ion, En la fotograffa 1 se muestran, de derecha a izquierda, roturas de probetas ensa-
yidas i temperaturs smbiente, ~80°C y —165"C respectivamente.

Estos resultados ponen de maniflesto el buen comportamiento de este tipo de soero
para las distintas temperaturas estudiadas.

woof
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Fig. 3, Curvas tansién-deformacion de probots corrugadas de acero AEH-A00N a temporatura amblenta,
~-80%C y —186°C,
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L1

Fotograf (o 1, Tipos da rotira de probeti eoruigsda di scere AEH-400M & tomporatur i ambsion to, —A0 y
= 186G,

5.2, Influencia de las corrugas a bajas temperaturas

En la figura 4 s muestran las curvas tension<deformacion medias, correspondientes
u probetas rectificadas y corrugadas a ~B0°C y -~ 165°C respectivamente,

Como puede verse, las probetas rectificadas muestran un comportamiento muy si-
milar al de las probetas corrugadas ¥ por lo tanto puede pensarse que lus corrugas no tle-
nen pricticamente influsncia sobre el comportamiento de este material a bajus tempera-
Luras,

Puede llamar la atencidn que s curvas tensién-deformacién correspondientes a las
probetas rectificadas estin ligeramente por debajo de las de las probetas corrupadas. Este
electo puede ser debldo o que en las probetas rectificadas, de seccidn transversal clreular,
la distribucidn de tensiones o8 mids uniforme que en el caso de las probetas corrugadas, de
suceion transversal mids Irregular, En ambos casos, los valores presentados se han obtenldo
dividiende la carga de la probets por su drea, y por tanto, suponiendo una distribucion
completamente uniforme de tensiones, En el caso de las probetas corrugadas es muy pro-
bable que la distribucion de tensiones no sea uniforme, existiendo en la zona de las corrugas,
especialmente, tensiones muy inferiores a las del resto de la seccidn,

En las probetas rectificadas se obtuvieron roturas del mismo tipo que para las probe-
tus corrugadas, En la fotogralfa 2 se muestran las roturas de una probeta corrugada y recti-
ficada a ~165°C.

5.3, Influencia de defectos superficiales, entallas, a temperaturs de GNL

A los efectos de caracterizar la entalla de las distintas probetas se ha tomado el valor
de Lo carga de indentucidn,

Para tener una idea fisics de las energias suministradas, al aplicar las distintas cargas
de indentacion utilizadas, debe pensarse que ¢l efecto producido por una carga de indens
tacion de 2,5 kN equivale g la energia suministrada por un elemento punzante de 100 gy
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de peso que se dejo coer desde una altura de 0.3 m. En el ¢aso de la carga de indentacion
de 5,0 kN, ¢l mismo cuerpo deberia dejarse caer desde 1 m de alturn y desde 3.5 m de altu-
i para ¢l defecto productdo por una carge de indentacién de 10 kN,

Para la presentacion de estos resultados, enla fgura 5 se mucstra la eurva tension-de-
formacion media correspondiente a las probetas corrugadas ensayadas o —165°C v, sobre
esta curva, se han representado los valores de tension midxima (g,) y deformacion bujo
carga mixima (e, ) correspondientes a las probetas entalladas,

Para lus entallas producidas por una carga de indentacion de 2.5 kN los resultados
muestran que ¢ comportamiento de este tipo de soeros no resulta afectadao,

Para corgas de Indentacion mayores, 5 kN por ejemplo, la tension maxima (@, ) dis
minuye de forma poco significativa mientras que lo deformacion bajo cargs miaxima (e )
se reduee al 50%, Entallas como las producidas por una carga de indentacién de 10 kN
producen roturas practicamente sin deformacion plistica,

Respecto al tipo de rotura, salvo algunas probetas con entallas producidas por ciargas
de indentacion de 2,5 kN, la rotura siempre se produce en la entalla y sin estriccion, En la
fotogralfa 3 se¢ muestran las roturas correspondientes a probetas con entallas de 2,5 kN,
5 kN v 10 kN respectivamente.

Los resultados obtenidos confirman la idea generalizada de la gran sensibilidad a los
delectos, de este tipo de aceros, a temperaturus de GNL,
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Fig. 4. Curvas tensién-deformaclén de probetas reetificadas de acero AEH-400N a —80°C v —185°¢,
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Fotografia 2, Tipes de rowra de prebetas rectificadm v corrugad s do soaro AEH-400N & — 1667,
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Fotageal a 3. Tipos de roturs de probatm entalladas de soero AEH-400N a - 185°C.

Acero endurecido en frio tipo AEH-400F
5.4, Coractorizacion de barras corrugadns o bajas tomperaturas

En la figura 6 se mucstran las curvas tensidn-deformacion medias correspondientes
a ensayos de traceldn simple a temperatura ambiente, —80°C y ~165°C,

Tal como puede verse, los valores de resistencla aumentan con la disminucién de la
temperatura micntras que las deformaciones bajo carga maxima disminuyen ligeramente
" . i 1 v 1 W
4 —80°C y se presentan roturas sin deformacion pldstica generalizada o —1657C,

A —80°C el Ifmite elistico aparente con 0,1% 0 0,2% de delormacion permanente
gumenta aproximadamente un 27%, la tension madxima un 19% respecto a los valores obte-
nidos 4 temperatura ambiente.

En cuanto a la deformacién bajo carga mdxima, se observa una ligera disminucion
pero debida a la dispersion que presenta este pardmetro podria pensarse que los valores sc
manticnen mids o Menos constantes,

A 165°C el comportamiento es muy disperso. En general los comportamientos ob-
sorvados son de dos Hpos,

En primer lugar, algunas probetas rompen antes de aleanzar el [fmite elistico. En este
caso, las roturas se han producido casi siempre en Zonas donde existian delectos superli-
clales casl Imperceptibles, posiblemente producidos durante ¢ proceso de fubricacion.
Todas las probetas que han mostrado este comportamiento, alcanzan valores de tension
mixima slempre superiores al del 1imite eldstico a temperatura ambiente.

El resto de las probetas muestran un comportamiento mis normal, con roturas sin
estricelon v deformaciones bajo carga mdxima aproximadamente un 50% mis pequenas
que las oblenidas a temperaturs ambiente.

En la fotografia 4 se muestran de izquierda a derecha, lus roturas correspondientes
d (+] L]
a ensayos realizados o temperaturas amblente, - BO"Cy - 165°C,

En términos penerales, este tipo de acero muestra un comportamiento aceptable
a ~B0°C, con aumento de resistencia y manténiendo la capacidad de deformagion, (B
243
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comportamiento a —165°C parece inadecuado ya que existen roturas frigiles con ten-
siones menores que los del limite elistice v cuando la rotura no es (rigll, mientras que
las tensiones gumentan considerablemente las deformaciones bajo carga mibxima dismi-
nuyen o valores de aproximadamente la mitad de los obienidos a temperatura ambiente,

5.5, Influencia de Ins corrugas a bajas temperaturas

En la figura 7 se¢ muestran lps curvas tension-deformacion medias correspondientes a
cnsayos de probetas rectificadas v corrugadas a -B0°C y —165°C.

lgual que parn el acero durcza natural, se observa un sumento de tensiones en los
l“{lsﬂl“luﬂ de probetus rectificadas respecto a los diagramas de probetas corrugadas, La ex-
plicucion expuesta en ¢l apartado 5.2 resulta también vilida en este caso,

A —B0"C el comportamiento de lus probetas rectificndas v corrugadas es semejante,
En ambos casos lo rotura se produce con estriceion.

A ~165°C lus probetas rectificadas siempre rompen con estriccién y no se han obte
nido roturas fragiles. El comportamiento de estas probetas es del tipo del de lag probetas
corrigadas que presentan deformacion plistica peneralizada.

Estos resultados parecen indicar que, en este tipo de acero, los procesos de fabricas
cidn y manipulacion producen defectos superficialea capaces de indueir roturas frigiles a
165°C,

5.6, Influencia de defecios superficiales, entallas, a temperatura de GNL

Debido al comportamienie de las barras corrugadas o~ 165°C no se ha considerado
necesario estudiar oste tipo de efectos para este tipo de acero,
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Fig. 6. Curvas wenilon-deformacion de probetas corrugadass de soero AEH-400F a tempar atura ambien s,
—#0°C vy —166°C,
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Fotogratia 3, Tipos do rotura di probetas entallodas de scero AEH-400N o —188°C,

Acero endurecido en frio tipo AEH-400F
5.4, Caracterizacion de barras corrugadns a bajas temperatiiras

En la figurs 6 se muestran las curvas tensidn-deformacion medias correspondientes
a ensayos de traccion simple a temperatura ambiente, —80°Cy —163°C,

Tal como puede verse, los valores de reslstencin sumentan con la disminucion de la
temperaturs mientras que las deformaciones bajo carga mdxima disminuyen ligeramente
a4 ~BO°C v se presentan roturas sin deformaclon pldsticn generalizada a -~ 165°C,

A —80°C el limite clistico aparente con 0,1% & 0,2% de deformacidn perimanente
pumenta aproximadamente un 27%, lo tensidn midxima un 19% respecto a los vilores obte-
nidos a temperatura ambiente,

En cuanto a la deformacion bajo carga maxima, se observa una ligers disminueion
pero debida a la dispersidn que presenta este parimetro podrin pensarse que log valores se
mantienen mis o menos constuntes,

A —165°C el comportamiento es muy disperso. En general los comportamicntos ob-
servados son de dos tipos.

En primer lugar, algunas probetas rompen antes de alcanzar el limite elastico. En este
caso, las roturas se han producido casi siempre en zonas donde existion defectos superli-
ciales casi imperceplibles, posiblemente producidos durante el proceso de fabricacion,
Todas las probetas que han mostrado este comportamiento, aleanzan valores de tension
madxima siompro superiores al del limite elistico a temperatura ambiente,

El resto de lus probetas muestran un comportamiento mids normal, con roturas sin
estriccion v deformaciones bajo cargn mixima aproximadamoente un 50% mas pequenas
que lns obtenidas o temperatura ambiente.

En In fotografia 4 se muestran do izquierda a derecha, las roturas correspondientes
a ensayos realizados a temperaturas ambiente, - B0°Cy 165°C.

En términos pgenerales, este tipo de acero muestra un comportamiento aceptable

n ~80°C, con sumento de resistencin ¥y manteniendo la capacidad de deformacién. El
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comportamiento o~ 165°C parece inndecuado va que existen roturas frigiles con ten-
slones menores que los del limite clistico vy cuando la roturn no es frigll, mientras que
las tensiones aumentun considerablemente las deformaciones bajo carga midxima dismi-
nuyen a valores de aproximadamente la mitad de los obtenidos o temperatura ambiente,

5.5, Influencin de Ins corrugas a bajas temperaturas

En la figura 7 se muestran lgs curvas tensidn-deformacion medias correspondientes a
ensayos de probetas rectificadas v corrugadas a  B0°C y — 165°C.

Igual que para ¢l acero dureza natural, se observa un sumento de tenstones en los
iiagramas de probetas rectificadas respecio a los diagramas de probetas corrugadas. La ex-
plicacidn expuesta en el apartado 5.2 resulta también vilida en este caso,

A —BO°C ¢l comportamionto de las probetas rectificadas v corrugadas es semejante,
En umbos casos la retura se produce con estriceion.

A ~165°C lus probetas rectificadas siempre rompen con estriceion ¥ no se han obte-
nido roturas frigiles. Bl comportamiento de estas probetas es del tipo del de las probetas
corrugadas que presentan deformacion pldstica generalizada.

Estos resultados parecen indicar que, en este tipo de acero, los procesos de fabrica-
elon y manipulucién producen defectos superficiales capaces de inducir roturas frdgiles a
165°C,

5.6, Influencia de defectos superficinles, entallas, a temperatura de GNL

Debido al comportamiente de las barras corrugadas a —165°C no se ha considerndo
fecesario ostudiar este tipo de efectos para este tipo de acero,
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Fig. 8, Curvar tenelbn-doformesion do probotsg corrugsd s de sosro AEH-100F 5 temparatira ombien e,
8076 y - 166°C,
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Fotogratia 4, Tipos da rotura de probetas corrugadas de acero AEH-400F a temparatura ambiente, =B0°C y
=1G69C,
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Fig. 7. Curvie tonslbredeformacitn de probetas rectifioadas de scere AEH-400F a ~80°C y 166°C,

226

Documento descargado de www.e-ache.com el 21/02/2026



Fotagrafia &, Tipos de rotura de probetas rectifioadas v cormugadm de scors AEH-400F 5 —1669C,

&, CONCLUSIONES ¥ COMENTARIOS
Acero de dureza natural tipo AEH400N

I. Las barras corrugadas de este tipo de acero presentan un comportamiento ade-
cundo u bajas temperaturas. Desde ¢l punto de vista de resistencia, a medida que
disminuye ln temperatura aumenta tanto ¢l limite elistico (o) como la tension
maxima (a,). La velocidad de crecimiento de @y ¢8 mayor que la observada en
oy y por lo tanto la relacion oy /o, disminuye con la temperatura,

En cuanto o capacidad de deformacion, la deformacién bajo carga mdxima {ey )
perminece pricticamente constante pura las distintas temperaturas estudiadas, Fs-
te resultado, contrario a la opinién generalizada de que el alargamicnto disminuye
dristicamente al disminuir la temperatura, puede ser debido o una falta de control
de la temperatura u lo largo de la probeta, como ya han puesto de manifiesto los
autores (Planas J. et al. 1983). La rotura observada para lus distintas temperaturas
€8 slempre con estricelon, Los valores de reduceién de drea (p) disminuyen leve
mente con la disminucion de temperaturas,

[N ]

No se observa influencia apreciable de las corrugas en el comportamiento de este
tipo de acoro a bajas temperaturas,

Los valores de oy, 0y y ¢, obtenidos con probetas rectificadas son del mismo orden
de magnitud que los obtenidos con probetas corrugadas a fgualdad de temperatura
de enrayo.

Respecto a la rotura, las probetas rectificadas presentan reducclones de drea lige-
famente mayores y se mantiene la tendencia de disminucion de este pardmetro con
la temperatura,

3. Para las entallas utilizadas en este trabajo, las barras estudindas muestran ung gran
sensibilidad o —165%C,
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Entallas pequefias de 1,0+ 1,1 mm de profundidad, del tipo de las ensayadas en ess
te estudio, conducen a una rotura fragil sin deformacidn plistica con valores de ten-
si0n proximos al limite eldstico a esa temperatura,

Paru entallas de 0,6 + 0,7 mm la rotura s¢ produce con deformaciones pldsticas
pero con una disminucion del 50% de la deformacién bajo carga mdxinae respocto

a las deformaciones obtenidas a la misma temperatura pura probetas sin defecto,

Finalmente entallas de 04 + 0,45 mm no parecen afectar el comportamiento de
este tipo de acero a temperatura de GNL.

4. De acuerdo con los resultados obtenidos este ncero presenta un comportamiento
adecuado cuando no tiene defectos superficiales. Con entallus como Ins estudiadas
s¢ producen roturas frigiles que podrian no recomendar su utilizacion, En cual-
quier caso es Imprescindible profundizar en el estudio de este efecto para poder
obtener criterios concluyentes.

Acere endurecido en frio tipo AEH-400F

I, Las barras corrugadas de este tipo de acero presentan un comportamiento diferen-
te para las dos temperaturas estudiadas,

A ~80°C el comportamiento observado parece adecuado. A esta temperatura se
produce un aumento de resistencla y se mantiene la capacidad de deformacion res-
pecto i los valores obtenidos a temporatura ambiente, Todas las roturas son pre-
eedidus de estriccion con valores que oscilan entre 50 v 55%.

A ~165°C el comportamiento observado parece inadecuado. Parte de las probeias
ensayadas rompen frigilmente antes de alcanzar el 1imite elistico aparente corres-
poendiente a esta temperatura. En general, este tipo de rotura puede estar asociado
a defectos superficiales producidos posiblemente durante el proceso de fabricacidn,

En uquellas probetas en las que la rotura s¢ prodice con deformaciones plisticas
s¢ observa un importante aumento de resistencia pero una considerable disminu-
cion de la deformacion bajo carga mixima respecto o los resultados obienidos a
temperatury ambiente,

En eualquier caso todas las probetas a —165°C rompen sin estriccion.

2. No se ha observado influencin de la corruga a —80°C, habiéndose obtenido resul-
tudos similares con probetas lisas v corrugadas.

A ~165°C las probetas rectificadas siempre rompen con estriccién v no se han
obsetvado roturas frigiles. Por otro lado, tal como se ha comentado, lus probe-
tas corrugadas presentan desde roturas con deformacidn pliastica v estriceidn im-
portante a roturas en la rama eldstica. Este resultado parece indicar que, en este
casa, los procesos de fubricacién y/o manipulacidn producen defectos superficiales
capaces de inducir roturas frigiles a —165°C,

Tk

De acuerdo con los resuliados obtenidos, este tipo de acero presenta un compor-
tamiento sdecuade o ~80°C. A esta temperatura aumenta la resistencia y se man.
tlene la capacidad de deformacion. Todas las roturas obtenidas fueron con estric-
cidn.

A ~165°C el comportamiento es muy disperso, Aunque en cualquier caso las car-
pas de rotura son muy superiores que las oblenidas a 20°C no parece aconsefable
su utilizacion en estructuras criogénicas de alta responsabilidad.
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Estos resultados ponen de manifiesto dos sspectos relucionados con la utilizacion de
los seeros de armar a bajas temperaturas: En primer lugar, no (odos o8 aceros comerciales
son fragiles a temperaturas criogénicas, entendiendo por fragilidad; un alargamiento soep-
table, escasn sensibilidad o los entullas v un efecto de corruga despreciable,

En segundo lugar para una eficaz utilizacion de estos aceros que demuestran un buen
comportamignto a U&d“i teMperaiuras, 8 procise conocer el alcance de las I.'H"-"Fh-'flllltl:ﬂ Imie=
didas, El proyectista deberfu especificar unos valores minimos de la ductilidad, basados en

un comportmmiento realista de la armadura,

Esta informacion es la que permitird establecer un adecuado pliego de condiclones v
no la aplicacidn a estructuras de hormigén armado, de Codigos concebidos para estructuras
metdlions que tienen otra forma de trabajo.
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