ETENSADO,

ASOCIACION TECNICA ESPANOLA DEL PR

EBECLARADA DE UTILIDAD PUBLICA CON.FECHA 4.3.77

INSTITUTO EDUARDO TORROJA DE LA CONSTRUGCCION Y DEL CEMENTO (C.5.1.C.)

APARTADO 19.002. COSTILLARES, CHAMARTIN.

28080 MADRID
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MIEMBROS PROTECTORES DE LA ASOCIACION TECNICA
ESPANOLA DEL PRETENSADO

Dentro de nuestra Asociacién existe una categoria, la de “Miembro Protector”, a la que
pueden acogerse, previo pago de la cuota especial al efecto establecida, todos los Miembros
que voluntariamente lo soliciten. Hasta la fecha de cierra del presente nimero de la Revista,
figuran inscritos en esta categorfa de “Miembros Protectores” los que a continuacion se in-
dican, citados por orden alfabético:

ACEROS ¥ TECNOLOGIA PARA LA CONSTRUCCION, S.A. (ATECSA).— P® de la
Habana, 14. 28036 Madrid.

AGROMAN EMPRESA CONSTRUCTORA, §.A.— Raimunda Ferndndez Villaverde,
43, 28003 Madrid.

AGRUPACION DE FABRICANTES DE CEMENTO DE ESPANA “OFICEMEN".—
Veldzquez, 23, 28001 Madrid.

ALVI, S.A. (PREFABRICADOS ALBAJAR).— Orense, 10, 28020 Madrid,

AZMA, S.A.— P° de la Habana, 16. 28036 Madrid.

BIGUETES, S.L.— Partida Altabix, s/n. Elche {Alicante).

CAMARA, S.A.— Apartado 180. 36080 Pontevedra.

CARLOS FERNANDEZ CASADO, S.A.— Grijalba, 9. 28006 Madrid.

CEMENTOS MOLINS, S.A.— C.N. 340, Km. 329,300 08620 Sant Viceng dels Horts
{Barcelona).

CENTRO DE ESTUDIOS Y EXPERIMENTACION DE OBRAS PUBLICAS. Gabinete
de Informacién y documentacion.— Alfonso ¥11, 3. 28014 Madrid.

CENTRO DE TRABAJOS TECNICOS, S.A., C.T.T. 5.A.~ Aribau, 185, 08021 Bar-
celona,

COLEGIO DE INGENIEROS TECNICOS DE OBRAS PUBLICAS.— Miguel Angel, 16.
28010 Madrid.

COLEGIO NACIONAL DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS
DE MADRID.— Almagro, 42. 28010 Madrid.

COLEGIO OFICIAL DE APAREJADORES Y ARQUITECTOS TECNICOS.— Santa
Eugenia, 19. 17005 Gerona.

CcOL. LEGI OFICIAL D'AROUITECTES DE CATALUNYA.— Plaga Nova, 5. 08002
Barcelona,

CONSTRUCCIONES Y CONTRATAS, 5.A.— Federico Salmén, 13, 28016 Madrid.

CUBIERTAS Y M.Z.0.V., 5.A.— Ayala, 42, 28001 Madrid.

DRAGADOS Y CONSTRUCCIONES, 5.A.— Avda. de Amdrica, 24. 28028 Madrid.

EMESA-TREFILERIA, 8.A.— Apartado 451, 15080 La Corufia.

EMPRESA AUXILIAR DE LA INDUSTRIA, S.A. (AUXINI). Departamento Obras
Especiales.— Padilla, 46. 28006 Madrid.

ENAGA, S.A.— Hermanos Fernandez Carvajal, 31. 28023 Pozuelo de Alaredn (Madrid).

ENTRECANALES Y TAVORA, S5.A. Biblioteca,— Juan de Mena, 8, 28014 Madrid.

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y
PUERTOS.— Ciudad Universitaria, 28040 Madrid.

ESTUDIOS Y PROYECTOS TECNICOS INDUSTRIALES, S.A. (EPTISA).— Arapiles,
14, 28015 Madrid.

EUROCONSULT, S.A.— Apartado 99. 28700 San Sebastian de los Reyes (Madrid).

FOMENTO DE OBRAS Y CONSTRUCCIONES, S.A. (FOCSA).— Avda, General Pe-
rén, 36. 28020 Madrid.

EORJADOS DOMO.— Hermosilla, 64. 28001 Madrid.

FREYSSINET, S.A.— General Perén, 24. 28020 Madrid.

GRACE, 8.A.— Apartado 523. 08080 Barcelona.

HIDROELECTRICA DE CATALURA, $.A.— Archs, 10, 08002 Barcelona,

HISPANO-ALEMANA DE CONSTRUCCIONES, 5.A.— Capitdn Haya, 51, 28020 Ma-
drid,

HORMIGONES GERONA, §.A.— Lorenzana, 45, 17002 Gerona.

HORMIGONES PROYECTADOS, 5.A.— Avda. Principe de Asturias, 63. 08012 Bar-
celona,

{Continda en el Int. de contraportada)

Documento descargado de www.e-ache.com el 15/04/2026



MIEMBROS PROTECTORES DE LA ASOCIACION TECNICA
ESPARNOLA DEL PRETENSADO

{Continuacitn de Int. Portada)

HUARTE Y CIA, §.A. Departamento Técnico.— Profesor Waksman, 14. 28036 Madrid.

IBERDUERO, S.A. Centro Documentacién.— Referencia 3001. Gardoqui, 8. 48008
Bilbao.

IBERDUERO, S.A, Centro de Documentacion.— Referencia 8501. Gardoqui, 8. 48008
Bilbao,

IBERICA DE ESTUDIOS E INGENIERIA, 5.A. (IBERINSA).— Avda. de Burgos, 11,
28036 Madrid,

IBERING, ESTUDIOS Y PROYECTOS, S.A.— Plaza Gala Placidia, 5-7. 08006 Barce-
lona.

INDUSTRIAS GALYCAS, 5.A.— Portal de Gamarra, 46. 01013 Vitoria.

INFORMES ¥ PROYECTOS, S.A. (INYPSA).— General Diaz Porlier, 49:-57, 28001 Ma-
drid.

INGENIERIA DEL ATLANTICO, S.A, (IDASA).— Pérez Cepeda, 5 y 7. 15004 La
Corufa.

INGENIERO JEFE DE LA SECCION DE PUENTES Y ESTRUCTURAS.— Ministerio
de Obras Piblicas y Urbanisma. Direccién General de Carreteras. P? de la Castella -
na, 67, 28071 Madrid.

INSTITUTO TECNICO DE MATERIALES Y CONSTRUCCIONES (INTEMAC).—
Monte Esquinza, 30, 28010 Madrid.

INTERNACIONAL DE INGENIERIA Y ESTUDIOS TECNICOS (INTECSA),— Biblio-
teca.— Orense, 70. 28020 Madrid.

JOSE ANTONIO TORROJA, OFICINA TECNICA, S.A.— Principe de Vergara, 103,
28006 Madrid. :

LABORATORIO CENTRAL DE ESTRUCTURAS ¥ MATERIALES.— Alfonso XI1, 3.
28014 Madrid,

MECANOGUMBA, 5.A.— Apartado 23. 08100 Mollet del Vallés {Barcelona).

NUEVA MONTANA QUIJAND, 5.A.— Fibrica de Forjas de Buelna. 39400 Los Corra-
les de Buelna (Cantabria).

OBRAS Y CONSTRUCCIONES INDUSTRIALES, §.A. (OCISA).— Princesa, 3-79,
28008 Madrid.

PACADAR, S.A.— Hermosilla, 57. 28001 Madrid.

PRENSOLAND, §.A.— Calle Industria, s/n. 08528 Sant Marti de Centelles {(Barcelona).

PRETENSADOS DEL LOURO, S.A.— Poligono Industrial Atios. 36400 Parrifio (Pon-
tevedra),

SENER, TECNICA INDUSTRIAL ¥ NAVAL, S.A.— Avda. del Triunfo, 6. 48930 Las
Arenas {(Vizcaya).

SIKA, S.A.— Carretera Madrid-Irdn, km. 14,500. Poligono Industrial. 28100 Alcoben-
das (Madrid),

SOCIEDAD ANONIMA ESPAROLA BBR (S.A.E. BBER).— Avda. General Peron, 36,
28020 Madrid.

SOCIEDAD ESPANOLA DE ESTUDIOS PARA LA COMUNICACION FIJA A TRA-
VES DEL ESTRECHO DE GIBRALTAR, 5.A. (SECEGSA).— Estébanez Calderon,
3-1° A, 28020 Madrid.

TECNICAS DEL PRETENSADO, S.A, (TECPRESA).— Veldzquez, 105. 28006 Ma-
drid.

TREFILERIAS DEL NORTE, 5.A.— Carretera de Zorroza a Castrejana, 160, Aparta-
do 590, 48080 Bilbao.

TRENZAS Y CABLES DE ACERO, 8.A. (TYCSA).— Monturiol, 5. Santa Marfa de
Barbard (Barcelona),

La Asociacion Técnica Espafiola del Pretensado se complace en expresar plblicamente,

su agradecimiento a las Entidades citadas, por la valiosa ayuda que le prestan, con su espe-
cial aportacién econ6mica, para el desenvolvimiento de los fines que tiene encomendados.
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CS.1.C,

RECTIFICACION

En la pigina 19 del namero 158 de “Hormigdn ¥ Acero™, correspondiente al primer
trimestre del afio actual, dentro del “Informe resumido sobre las principales actividades
desarrolladas por la A.T.E.P. durante 19857, y de acuerdo con la informacién entonces dis-
ponible, se dice que las “Jornadas de Ingenieria Estructural de Latinoamérica, Espana y
Portugal™, que habrin de celebrarse en Madrid, en el afio 88, estin organizadas v patroci-

Posteriormente, se nos ha comunicado que, en realidad, dichas Jornadas estin orga-
nizadas y patrocinadas, conjuntamente, por el CEDEX y el Instituto Eduardo Torroja del

Por consiguiente, y lamentando el error involuntario padecido, rogamos a nuestros
lectores tomen buena nota de esta rectificacion, a los oportunos efectos.
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RELACION DE ENTIDADES QUE, EN LA FECHA DE CIERRE DEL PRESENTE NUME-
RO DE LA REVISTA, FIGURAN INSCRITAS, EN LA ASCCIACION TECNICA ESPANO-
LA DEL PRETENSADO, COMO "MIEMBROS COLECTIVOS",

ESPANA

ALBISA, S.A—Algeciras {Cédiz).

AUTOPISTAS, CONCESIONARIA ESPANOLA, S.A.—Barcelona.
CAMARA OFICIAL DE COMERCIO, INDUSTRIA Y NAVEGACION,—Barcelona,

CASTRO HERMANOS, §.L.—Mislata (Valencia),

ClISA “CONSULTING E INGENIERIA INT. 5.A.”.— La Corufia.

COLEGIO NACIONAL DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS. Demar-
cacion de Andalucia Oriental.—Mdlaga,

COLEGIO NACIONAL DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS, Demar-
cacion de Galicia.—La Corufia,

COLEGIO OFICIAL DE APAREJADORES ¥ ARQUITECTOS TECNICOS.— La Carufia.

COLEGIO OFICIAL DE APAREJADORES ¥ ARQUITECTOS TECNICOS. Laboratorio

de Ensayos,— Murcia.
COLEGIO OFICIAL DE APAREJADORES ¥ ARQUITECTOS TECNICOS. Laboratorio

de Ensayos.— Tarragona.

COLEGIO OFICIAL DE ARQUITECTOS DE ARAGON. Biblioteca.— Zaragoza.

COLEGIOOFICIAL DE ARQUITECTOS DE CANARIAS, Departamento de Laboratorios.—
Santa Cruz de Tenerife.

COLEGIO OFICIAL DE ARQUITECTOS DE MADRID, Biblioteca,—Madrid.

COLEGIO OFICIAL DE ARQUITECTOS VASCO-NAVARRO.—Bilbao.

COMERCIAL ¥ COLOCADORA DE TEXSA, S .A.— Barcelona.

CONFEDERACION HIDROGRAFICA DEL GUADALQUIVIR. Biblioteca.—Sevilla.

CONTROLEX . —Alicante.

CUBIERTAS Y M.Z.0.V,, 5.A.—Barcelona,

DIRECCION DE CARRETERAS Y TRANSPORTE. Diputacién Foral de Guiptzcoa. San
Sebastidn,

DITECO, 5.L.—Valencia,

EMPRESA AUXILIAR DE LA INDUSTRIA, S5.A. (AUXINI), Departamento de Construc-
cidn.—Madrid.

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE ARQUITECTURA.—Barcelona.

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE ARQUITECTURA.— Madrid.

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE ARQUITECTURA.—Savilla.

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS AGRONOMOS. Biblioteca,—Cérdoba,

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS INDUSTRIALES. Departamento de
Teor{a de Estructuras, Universidad de Zaragoza.—Zaragoza.

ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA INDUSTRIAL.—Cordoba.

ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA MINERA, Biblioteca.— Leén,

ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA OBRAS PUBLICAS. -~ Burgas,

ESCUELA UNIVERSITARIA POLITECNICA DE ALMADEN.—Almadén (Ciudad Real),

ESTEBAN ORBEGOZ0, §.A,—Zumdrraga (GuipGzcoa).

EUROESTUDIOS, 5.A.—Madrid.
EXCELENTISIMO AYUNTAMIENTO DE GRANADA. Area de Obras Pablicas e Infraes-

tructura.— Granada,
FERNANDEZ CONSTRUCTOR, 5.A.—=Madrid.

el
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FERROVIAL, 5.A ,— Madrid.

FORJADOS DOL.— Esquivias (Toledo).

FUNDACION DE LOS FERROCARRILES ESPANOLES.— Madrid.,

GIJON E HIJOS, 5.A.—Motril (Granada),

HORMADISA, 5.L.—Puentecesures-Cordeiro (Pontevedra),

HORMIGONES GERONA, 5.A —~Gerana.

INBADELCA, S.A.—Baracaldo (Vizcaya).

INDUSTRIAS VEYGA, S.A,—Tarrasa {Barcelona).

INSTITUT DE TECNOLOGIA DE LA CONSTRUCCIO DE CATALUNYA.—Barcalona.

INSTITUTO NACIONAL DE REFORMA Y DESARROLLO AGRARIO (IRYDA).—Ma-
dricl.

J, CASTRQ MATELQ, 5.A.—Sigueira (La Corufia),

JUNTA DE CASTILLA ¥ LEON.—Consejeria de Obras Pablicas y Ordenacién Territorial,
Servicio Tecnologia e Informacion,—Valladelid,

LA AUXILIAR DE LA CONSTRUCCION.—Santa Cruz de Tenerife,

LABORATORIO GEOCISA. Biblioteca.—Coslada (Madrid).

LABORATORIO DE INGENIEROS DEL EJERCITO.—Madrid.

LIBRERIA RUBINOS,—Madrid,

LUIS BATALLA, 5.A. (LUBASA).—Castellén de la Plana.

MAHEMA, S.A.—Granollers {Barcelona).

MINISTERIO DE DEFENSA, DIRECCION DE INFRAESTRUCTURA DEL MANDO SU-
PERIOR DE APOYO LOGISTICO DEL EJERCITO.—Madrid.

MINISTERIO DE OBRAS PUBLICAS ¥ URBANISMO. SUBDIRECCION GENERAL DE
EDIFICACION. Seccibn de Narmativa,—Madrid.

MINISTERIO DE OBRAS PUBLICAS ¥ URBANISMO. SUBDIRECCION GENERAL BE
ESTUDIGS ECONOMICOS Y TECNOLOG |A,—Madrid,

POSTENSA, 5.A.—Bilbao,

PREBETONG CANARIAS, 5.A.—=5anta Cruz de Tenerife.

PREFABRICADOS AGRICOLAS E INDUSTRIALES, S.A. (PRAINSA).—Zaragoza.

PREFABRICADOS ALAVESES, 5.A. (PREASA).—Vitoria,

PREFABRICADOS DEL CEMENTO, S.A. (PRECESA),—Ledn,

PREFABRICADOS DE HORMIGON, 5.A. (CUPRE-SAPRE).—Valladolid.

PREFABRICADOS POUSA, 5.A,—Santa Perpetua de Moguda {Barcelona).

PRODUCTOS DERIVADOS DEL CEMENTQO, S.A. (HORTE).—Valladelid.

REALIZACIONES ¥ ESTUDIOS DE INGENIERIA, 5.A. (REISA).—~Pinto (Madrid).

RUBIERA, 5.A.—Leobn.

SAINCE.—Madrid.

SERVICIO MILITAR DE CONSTRUCCIONES.—Barcelona.

SERVICIO TERRITORIAL DE CARRETERAS.—Gerona.

SOCIEDAD ANONIMA ESPANOLA TUBO FABREGA.—Madrid.

SOCIEDAD ANONIMA FERROVIAL,—Zamora.

SOCIEDAD ESPANOLA DE AUTOMOVILES DE TURISMO (SEAT). Bibliotaca.—Barce-

lona.

SPANDECK CATALANA, S.A.—Barcelona,

TECHOS ESPECIALES PREFABRICADOS, S.A. (TEPSA).—Tarrasa (Barcelona),
TEJERIAS “LA COVADONGA'" . —~Muriedas de Camargo (Cantabria).
TERRATEST, 5.A.— Madrid.

TUBERIAS ¥ PREFABRICADOS, S.A. (TYPSA).—Madrid.

UNIVERSIDAD POLITECNICA. Hemeroteca.—Valencia.

VIGUETAS MUBEMI.—~Torrente (Valencia).
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EXTRANJERO

ASCCIACION DE FABRICANTESDE CEMENTO PORTLAND DEL URUGUAY .—Monte -
videa (Uruguay).

ASSOCIAGAO BRASILEIRA DE CIMENTO PORTLAND.—Sao Paulo (Brasil),

CONSULAR, CONSULTORES ARGENTINOS ASOCIADOS.~Buenos Aires {Argentina).

CONSULBAIRES. INGENIEROS CONSULTORES, §.A.—Buenos Aires (Argentina).

PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE. Direccién de Bibliotecas.—Santiago
de Chile (Chile).

PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DEL PERU. Biblioteca Central.—Lima (Perd).

SARET P.P.B. Cadre Tecnique,—Le Pontet (France).

SCIENCE REFERENCE LIBRARY.—Londres (Inglaterra).

UNIVERSIDAD DE LOS ANDES.—Biblioteca Integrada de Economia, Ciencias e Ingenieria.
Dpto. de Seleccién y Adquisiciones. Mérida (Venezuela),

UNIVERSIDAD CATOLICA DE QUITO. Biblioteca.—Quito (Ecuador),

UNIVERSIDAD CATOLICA DE VALPARAISO., Biblioteca Central,—Valparaiso (Chile).

UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA.—Facultad de Ingenieria Biblioteca, Caracas
{Venezuela).

UNIVERSIDAD DE PUERTO RICO. Biblioteca.—Mayagtiez (Puerte Rico),

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA.—Biblioteca Central. Valparaiso
(Chile).

MIEMBRO CDRRE$FGNDIENTE

ASOCIACION BOLIVIANA DEL PRETENSADO (A.B.P.).—La Paz (Bolivia),

#* w *

AVISO IMPORTANTE

DISCUSION DE LOS ARTICULOS ORIGINALES PUBLICADOS EN LA REVISTA
“HORMIGON Y ACERO”

Todos los nrlfLulm. originales que se publican en “Hormigbn y Acero”, quedan someti -
dos a discusion y al comentario de nuestros lectores. La discusion debe limitarse al campo de
aplicacién del articulo, v ser breve (cuatro paginas mecanografiadas a doble espacio, como
méiximo, incluyendo figuras v tablas),

Debe tratarse de una verdadera discusion del trabajo publicado y no ser una ampliacion
o un nuevo articulo sobre el mismo tema; el cual serd qu,mpm aceptado para su publicacion
en nuestra Revista, pero con tal caricter.

Debe ofrecer un interés general para los lectores. De no ser asi, se trasladard al autor del
articulo al que se refiera, para que la conteste particularmente.

Los comentarios deben enviarse, por duplicado, a la Secretaria de la A.T.E.P., Apartado
19,002, 28080 Madrid, dentro del plazo de tres meses contados a partir de la fecha de dis-
tribucion de la Revista,

El autor del articulo cerrard la discusién contestando todos y cada uno de los comenta-
rios recibidos,

Los textos, tanto de las discusiones y comentarios como de las contestaciones de los
autores de los correspondientes articulos, se publicarin conjuntamente en una Seccién espe-
cial que aparecerd en las altimas paginas de la Revista,
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Puentes en viga cajon. Estado tensional
en el nudo pila-dintel

Luis Carrillo

SINGPSIS Dr, Ing, de Caminas

Se expone en este trabajo un analisis de los estados tensionales creados en lus zonas
proximasn los empotiamientos del tablero en la pila, al estar sometido el dintel a solicitacio-
nes de fexion, cortante o torsion, equilibradas mediante esfuerzos sobre la propia pila.

Se estudia el tablero en viga-cajon de canto variable, con almas verticales, empotrado
en la pila v con dos planos de arriostramiento transversal (Fig, 1.

Pila  carrada Pila  cerradn
Rioatrod verticales Rigalrad  inelinadas
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Fila abierta Pio  abierta
Ricating verleales Finetras  inclinodos
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Sc analizan los estados tensionales reales, obtenidos mediante programa de elementos
finitos, comparandolos con log dados por la teoria elemental de la viga, Al mismo tiempo,
s¢ dan expresiones para calcular determinadas caracteristicas del estado tensional que le defi
nen en esta zona del encuentro, en funcion de las dimensiones geométricas que mas le afec-
tan.

1. INTRODUCCION

En los puentes de vign cajon, en las zonas proximas a los empotramientos en las pilas,
al estar sometidos a cargas no simétricas respecto al gje de éstas v que han de equilibrarse
mediante esfuerzos sobre ellas, el estado tensional que aparece sobre el conjunto se separa
del comportamiente deducido por la teoria elemental de la viga,

Asi, en ¢l caso de solicitaciones de flexion (fig. 10), en las secciones del tablero anterio-
res al encuentro, ¥ sulicientemente alejadas de ¢, las distribuciones son proximas a las dedu-
cidus partiendo de la hipbtesis de deformacion plana de dichas secciones transversales; pero
al acercarse al empotramiento, comao tanto los volimenes de tracciones de la losa supe -
rior, como los de compresiones de la losa inferior, han de pasar a través de las almas para ser
recogidas por lu pila, las distribuciones comienzan a difer~ ‘arse de las deducidas de la hi -
potesis de comportamiento lineal, llegando en la zona de empotramiento a ser imposible de
predecir el estado tensional partiendo de esta hipofesis simplificadora.
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Fig. 111, Esquema de edleulo,
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Este problema ha sido tratado en la referencia (1), en donde, tras un estudio de diferen-
tes tipos de riostras v apoyos sobre pilas, para un tablero de canto constante, realizado me-
diante un programa de cilculo de elementos finitos, establece unas reglas de disefio para la
resolucién del problema en el caso de solicitacion de flexion disimétrica (fig, 111), que son vi-
lidas para el caso de tablero reposando sobre apoyos puntuales, desdoblados, situados bajo
susg almas; pero cabe preguntarse el grado de aproximacién que tendrin en el caso de empo-
tramicnto en la pila v chmo se realizard, para este nuevo tipo de nudo pila-dintel, ¢l paso de
los vollimenes de tensiones longitudinales de las losas superior ¢ inferior del tablero, a través
de sug almas v de las riostras, hasta legar a las paredes anterior y posterior de la pila.

Por otro lado, al considerar la hipotesis de carga de un esfuerzo cortante sobre el din-
tel, que se ha de convertir en axil sobre ¢l soporte, independientemente de las tensiones crea-
das por la flexion que acompafia al cortante, de forma intuitiva puede suponerse que, al es
tar este esfuerzo soportado en un gran porcentaje por las almas del dintel, pase parte directa-
mente a las almas de la pila y parte, mediante esfuerzos msantes, a las riostras, para a través
de ellas llegar a las paredes transversales de la pila.

Sin embargo, aunque este sistema de equilibrio es claro en el caso de riostras verticales,
cuando éstas estdn inclinadas es posible que se dificulte el paso a través de ellas, producién-
dose un aumento en el porcentaje que pasa directamente a las almas de la pila; para que en
la zona de ésta, inferior al nudo, pasen a sus paredes transversales, llegando en las secciones
inferiores suficientemente alejadas del encuentro, a la tensidn constante en todos sus puntos,
Aparece, pues, la interrogante de la cuantia de ese incremento, si es que existe, Por ¢l con-
trario, en el caso de pilas carentes de almas, es decir, formadas tan solo por los dos tabiques
transversales, el equilibrio “cortante-axil” se ha de efectuar todo ¢la través de las riostras, y
cuando, ademis, éstas son inclinadas, el mecanismo se complica, siendo dificil de predecir el
estado tensional resultante.

Por otra parte, al considerar el dintel sometido a un esfuerzo torsor equilibrado me-
diante Mexion transversal en el soporte, solicitacibn que puede aparecer bien por excentricis
dad de las sobrecargas respecto del eje del tablero o bien por curvatura de la planta del puen-
(e, el estado tensional que se supone es nicamente el tangencial deducido por la teorfa clisi-
ca de torsion, Este tipo de estudio constituye la primera aproximacién al estado tensional
real.

Pera en la cercania de los encuentros con la pila, la coaccion que ésta representa frente
al alabeo de la seceitn transversal del cajon, creado por el torsor, producird un alabeo distinto
en cada seccion y, por tanto, la apariciéon de un estado de tensiones longitudinales. Al mismo
tiempao, en el caso de riostra vertical, ésta impide la libre deformacion en su plano de la see-
cion del tablero que la contiene, es decir, coarta la distorsién libre de la seccién. Por todo ello,
¢s necesario considerar en estas zonas, tanto el alabeo torsional como la distorsion, con las
distribuciones de tensiones que ellas crean y que constituyen una segunda aproximacion al
problema.

Los estados tensionales creados por estos mecanismos estin completamente definidos
en las referencias (2) v (3), para los casos tedricos de viga cajon sin ninguna coaceion o con
coaccion completa al alabeo en sus extremos, y con O sin diafragma de rigidez infinita a la
distorsion en ellos. Pero seria interesante obtener la coaccion real que representa la pila al

A
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alabeo v distorsion del cajon, y analizar las distribuciones de tensiones creadas, consiguiendo
una ampliacion a las obtenidas bajo la hipotesis de coaceidon completa para ambos movi-
mientos en la seceién de encuentro; hipotesis que, si bien para distorsion es practicamente
glerta en el caso de la riostra vertical, no lo es tanto para riostras inclinadas, ni tampoco para
¢lalabeo, en ninguna de estas dos disposiciones de diafragmas.

Para intentar contestar a todas estas interrogantes, se¢ ha efectuado un trabajo consisten-
te en ¢l analigis de los estados tensionales creados, bajo los tres tipos de solicitaciones indica-
das, sobre 52 estructuras diferentes.

1.1. Morfologias analizadas

S¢ ha estudiado el tablero en viga-cajon de canto variable, con almas verticales, empo-
trado en la pila vy con dos planos de arriostramiento transversal (fig. 1),

Dentro de esta tipologia de tablero se consideran dos formas diferentes de pila: la de
seccidn rectangular hueca con ancho igual al del tablero v cantoigual a la separacion entre
diafragmas, ¥ la de seccidn constituida por dos tabiques transversales rectangulares, aislados.
en prolongacion de los planos de riostra, con ancho igual al del cajon.

Por otro lado, s examinan los dos tipos de arriostramiento transversal fundamentales:
en planos verticales, 6 inelinados formando la celda triangular junto con la losa inferior, al
incidir ambos diafragmas en la misma arista de union con ¢l ala superior,

Al mezelar estas dos formas de arriostramiento con las dos tipologias de pila conside-
radas, se obtienen los cuatro casos “modelo™ que son analizados separadamente.

Parn cada una de estus formas bisicas se analiza la influencia sobre las caracteristicas
fundamentales del estado tensional de: las dimensiones generales que definen ¢l conjunto
pila-cajon, los espesores de todas las losas que 1o forman, asi como de los posibles aligera-
mientos de las riostras. Para ello, a partir del modelo base de cada morfologia, se varian de
una ¢n una, las dimensiones peométricas (fig, I-1), creando los diferentes cusos cuyos resul-
tados, al pasarlos por ¢l ordenador, sirven para obtener las formulas v diagramas que nos
dan estas caracteristicas lensionales,

1.2, Procedimiento de cileulo

El edlculo del estado tensional del conjunto pila-cajon, en las diferentes hipotesis de
carga, se realiza con un programa de elementos finitos creado en especial para este trabajo.
El elemento finito utilizado es el cuadrilatero de cuatro nodos, con seis grados de libertad
por nodo, con su matriz de rigidez formada por los dos estados de deformacion que caracte-
rizan las losas que componen ¢l conjunto; la rigidez de “membrana” para acciones en su pla-
no y la de “flexion™ para acciones normales a él. Todo ello suponiendo comportamiento
elistico del material.

La malla de elementos utilizada en todos los casos es semejante a la que se muestra en
las figuras | a 4, que corresponde a uno de log modelos considerados. Como puede verse, se
estudia el tablero de canto variable linealmente, con todas las losas que forman el conjunto
de espesor constante, considerindose unas zonas del tablero, a ambos lados de la unidn, li-
mitadas por secciones verticales, de longitud aproximadamente igual al doble de su canto,
con lo cual, al estar los extremos suficientemente alejados, la influencia de las perturbacio-
nes de borde no afectarin al estado tensional en la unidn. Lo mismo se aplica a la pila, a la
gue se la considera limitada por una seccion horizonfal,
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Las hipotesis de carga supuestas son las tres siguientes:

l.— Un momento flector unitario actuando sobre una de las secciones extremas del ca-
jon y el flector que lo equilibra sohre la seccion inferior de la pila, creando asi un estado de
flexion constante sobre la pila v el voladizo del tublero carpado.

2.~ Un cortante unitario en la misma seccion extrema del cajon v el axil y flector so-
bre la seccion inferior de la pila que lo equilibran; con lo que se obtiene un cortante constan-
te, con el flector variable linealmente que le acompafia, sobre el voladizo del dintel cargado,
y permaneciendo la pila bajo Mexion compuesta constante.

3.— Un torsor puntual sobre ¢l extremoe del cajon v el flector transversal en la pila que
lo anula, quedando asi el tablero sometido a torsion constante,

Todos estos esfuerzos unitarios se introducen como cargas nodales sobre los nodos de
las secciones extremas carpadas, obteniéndose el valor de la carga de cada nodo como inte-
gral de las tensiones actuantes sobre su drea de influencia v suponiendo como leyves de ten-
siones sobre la seccidn, las dadas por la teoria clisica, es decir, ley plana de tensiones longi-
tudinales para ¢l momento (lector, parabolicn de tensiones tangenciales para el cortante, v
lns tangenciales correspondientes a la formula de Brent para el torsor,

Una vez mostrados, ¢n rasgos generales, el procedimiento utilizado v ¢l método sepui-
do, a continuacitm se exponen los resultados mas interesantes de este trabajo,

2. MODELO DE DIAFRAGMAS VERTICALES CON PILA CERRADA
2.1, Hipotesis 1) Flexion constante
2 1.1, Losas superior e infertor de cajdn

Se estudiara, primeramente, como se efectuan las transmisiones de los voldmenes de
tensiones longitudinales, tnto de la losa superior como de la inferior, hacia las almas, en la
hipotesis de carga de flexion constante,

Las tracciones de la losa superior s¢ han representado ¢n la ligura 5. En ella se han di-
bujado, para cada seccion transversal de la malla de elementos finitos de esta losa, las curvas
de los valores que alcanzan estas fensiones en sus nodos. estand o situadas desde la parte su-
perior de Lo lamina hacia la inferior en orden creciente de acercamiento al ex tremo del tahle-
ro cargado, aunque estin agrupadas de cinco en cinco con ¢l mismo origen.

Se observa que las curvas correspondientes a las secciones proximas al extremo carga-
do, las de la parte inferior de ln limina, se separan de la Iinea recta de la hipotesis de defor-
macion plana de Resistencia de Materiales, a causa de la |1crlurhsluifm de borde: peroa meci-
da que el efecto local se pierde, las curvas tienden a la uniforme de la teoria elemental.

En las proximidades de la pila, las tensiones se empiczan a concentrar hacia las aristas
de unidn con las almas, por lo que las de los nodos de estas lineas aumentan, en tanto que
en las del resto de cada seccion fransversal disminuyen vy las curvas vuelven a separarse del
comportamiento lineal.

A partir de la seceion coincidente con ¢l plano central de la pila, comienzan otra vez a
ser menores lus tracciones en los nodos de union, legando incluso a convertirse en pequenas
compresiones en las secciones posteriores a la pila.

En la figura 6 se han dibujado, alo largo del eje de esta losa: los voliimenes de estastrac-
ciones, segln las leyes anteriores, v los valores dados por la Resistencia de Materiales, (son
las curvas (1) v (2) ) la integral de las fensiones tangenciales en la union de las almas del ta-
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blero, curva 3, asi como las leyes de estas tensiones dadas por el ordenador v las obtenidas
seglin la teoria elemenial, En la fgura, las secciones 11 v 17 corresponden a las de unidn con
los planos de arriostramiento v la 27 al extremo cargado del cajon, siendo la zona del vola-
dizo del tablero, entre la 17 v la 27, en la Gnica parte que es posible obtener valores con la
teoria clisica.

Entre las curvas (1) y (2) se observa una igualdad completa en las secciones del voladizo
del tablero, Pero a partir de la seceibn 20 y al aproximarse a la seccion de encuentro, la cur-
va real disminuye mas rapidamente, a causa de la no consideracion del paso de tensiones ha-
cia las almas por la teoria clasica. Esta variacion local en la zona anterior a la pila, aunque en
principio puede parccer que dependerd de los espesores de las riostras v de la relacidén entre
los cantos del tablero v la pila, sin embargo, se ha visto, al obtener los estados tensionales de
los diferentes modelos en los que se han variado estas caracteristicas geométricas, que en
primera aproximacion. es independiente de ellas, resultand o practicamente como un porcen-
taje fijo (7 por 100) del volimen total que debia de llegar segin la teoria elemental.

En la propia seccion de encuentro, la curva experimenta un salto, producido por ¢l es-
fuerzo absorbido por los cortantes de la riostra, Este salto se sitGa en torno al 2 por 100. En
la zona posterior de la pila sucede casi 1o misme: la riostra se lleva por su rigidez a flexion
menos del 2 por 100, y el volumen que permanece en la losa detris de la pila esun 6 por 100
del total,

Como se ve, la curva, en la zona entre rfostras, es aproximadamente una recta, lo que
indica que ¢l paso hacia la pila se realiza de forma uniforme: y es de resaltar también la esca-
g1 importancia del esfuerzo absorbido por los diafragmas, que resulta practicamente inde-
pendiente de su rigidez a flexion,

Por esta causa, existe un volumen de tracciones en lo zona central de la losa superior
(que no es recogido por los diafragmas v que aun no ha pasado a las almas, ¢l cual, unido  al
que perdura en los voladizos de la losa, produce las compresiones en las zonas de union losa-
almas, que aparecen en las secciones inmediatas posteriores al encueniro, a las que se ha alu-
dido anteriormente.

Al igual que para la losa superior, en la fgura 7 se han dibujado para la inferior: las cur-
vas del valumen de compresiones, tanto segin los resultados abtenidos del programa de ele-
mentos finitos (curva 2), como los valores dados por la Resistencia de Materiales (curva 1)
las integrales de esfuerzos tangenciales en las aristas de union con las almas (curvas 3y 4) v
las leves de estas tensiones dadas por el programa y las obtenidas por la teoria clasica.

Observando las curvas 1y 2 se aprecia gque I igualdad entre ambas es total, salvo en las
secciones Gltimas v en las cercanias de la pila. En esta Gltima zona se produce un aumento
del volumen en las curvas del programa, en lugar de seguir disminuyendo como resulta de la
teoria clasica, Esto es consccuencia de las fuertes compresiones que se producen en los no-
dos de union con el alma. Hay que tener en cuenta que la primera parcd de la pila con la que
se encuentra o losa inferior esta en compresion como ella, v ademis, las isostdticas del pla-
no de las almas del cajon v de la pila, se concentrardn en las proximidades de la esquina de
union de la losa inferior con la pila (comao se aprecia en la ligura 8, en donde aparecen re -
presentadas las tensiones principales en estos planos). produciendo un aumento de la tensidén
longitudinal en los nodos de la arista de union losa-alma, que provoca el aumento del volu-
men de compresiones de la losa, al que se alude,

La desaparicion del volumen de compresiones de esta losa, independientemente de la
disminucion porvariacion del canto del tablero, se efectiia de la forma siguiente:

Al aproximarse al encuentro con la pila, experimenta un aumento que llega a ser del
12 por 100 respecto del tebrico en la sececion de empotramiento.
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En la propia seccién pierde, no sdlo el aumento anterior sino también parte del que
traia, permanccicndo detras del plano de riostra ¢l 70 por 100 de &l La pérdida se produce
por varias razones: en primer lugar, porque el volumen que llega viene con la inclinacion de
la losa inferior v su proveccibn horizontal serd la que perdure, mientras que la proyeceion
vertical anulard parte de las compresiones verticales de la pared de la pila prolongacion de la
Hostra, en segundo lugar, por el esfuerzo absorbido como cortante de flexion del trabajo
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“placa™ del diafragma y su prolongacion én la pila; y en tercer lugar, por la parte que pasa
directamente, en los nudos extremos de esta arista de interseccion, a las almas de la pila co-
mo cargas concentradas, consecuencia del aumento brusco de secciones de las almas del ca-
jon que representan su prolongacion en las de la pila, en esta seccion de encuentro, y que
producen las tensiones normales horizontales de estos planos en las proximidades de estag es-
quinas y causan las fuertes tensiones tangenciales en esta zona, tanto en la propia losa infe-
rior como en las nlmas de la pila. Lag treg razones se han expuesto en orden creciente de im-
portancia, pues asi, mientrasque elefecto de la primera no lega al 1 por 100, la segunda pro-
duce un 4 por 100 y la tercera el 37 por 100 restante,

Por Gltimo, el 70 por 100 que perdura detras del primer diafragma. disminuye lineal-
mente en la zona entre riostras, para legar a anularse sobre la seccidon de interseccion con el
diafragma posterior.

PLANO DE RIOSTRA POSTERIOR
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2.1.2 Tensiones de Fas riastras

Por otro lado, también es de resaltar, dentro de esta hipotesis de carga de flexion cons-
tante, ¢l paso hacia lasalmas de la pila de las tensiones longitudinales de las paredes de la pila
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situadas en prolongacién de las riostras, para equilibrarse con las del tablero, Para ello, se
abtiene la variacion del volumen de estas tensiones de cada conjunto riostra-pared de pila,alo
largo de su egje.

En Ia figura 9 se han representado las dos leyes de esfuerzos correspondientes a estos
dos planos, llamando riostra posterior a la mis alejada del voladizo del tablero cargado y an-
terior a la mds proxima. En ella se aprecia que ¢l esfuerzo es constante practicamente en to-
da la pila, efectuandose el paso hacin ¢l cajon en la forma siguiente: en la unidn con la losa
inferior, pasa del orden de la tercera parte del volumen inicial, y ¢l resto pasa en la propia
riostra. De la tercera parte que pasa al cajon directamente, que es el salto que se aprecia en
las curvas, una fraccidn pequefa lo hace a la losa inferior y el resto a las almas, como cargas
congentradas, en tanto que del volumen que alcanza el diafragma se pierde, mas del 80 por
100 mediante rasant es en las uniones con las almas, y ¢l resto por cortante de la losa superior .

Hay que destacar que, en las dos curvas, la parte correspondiente a las zonas de riostra
son idénticas: sin embargo, en la zona de pila proxima a la unidn con la losa inferior, ambas
curvas se separan de la recta; pero mientras que cn la posterior toma valores inferiores a los
de la recta, en la anterior aumenta, legando a un maximo en launidon con la losa inferior, Am-
bos efectos son producidos por la inclinacién de las isostdticas verticales de las almas de la pi-
la hacia la zona delantera de unién con el valadizo del tablero cargado exteriormente; lo que
induce a una disminucion de estas tensiones en la zona posterior y 4 un aumento en la ante-
rior, comao ya se ha dicho,

Tanto este porcentaje como los anteriores del volumen que aleanza la riostra en su bor=
de inferior v el que perdura en el superior, dependen de las caracteristicas geométricas del
conjunto v se les puede cuantificar en funcion de los datos peométricos que mds les afectan,

Asi, para la riostra posterior se tendra, llamando:

‘v’p = volimen de tracciones segin la teorin clasica, que debia ascender por la pared
posterior transversal de la pila.
V, = volimen que realmente alcanza la seccion de encuentro en dicha pared, con el

que se caracteriza la disminucion sufrida en la zona de la pila inmediatamente
antes del nudo.

= salto producido en la seceion de encuentro, que mide el esfuerzo absorbido por
la losa inferior del tablero en su trabajo placa. asi como la parte tomada direc-
tamente por las almas, como consecuencia del brusco ensanchamiento que su-
fren éstas en dicho encuentro al aparecer las almas del cajon en voladizo, es-
fuerzo que actiia sobre ellas como una carga puntual,

V, = volimen que perdura en la unién con la losa superior del eajon y que da el es-
fuerzo absorbido por ella en su trabajo losa.

Con la diferencia V1 - Vz. se puede caleular el esfuerzo que penelra en la riosira porsu
seccion inferior; v con este valor y V_,“ admitiendo vardacion lineal a lo largo de todo el dia=
fragma, lo cual apenas se sepam de la realidad (figura 9), se pueden obtener las tensiones ra-
santes existentes en los bordes verticales de union con las almas del cajon, que producen la
disminucion de dichos valimenes,

En cuanto al volimen V,, como era 16gico suponer, aumenta con el espesor de la rios-
tra, con el de la losa inferior del tablera y con la relacion del canto del cajon al de la pila, Por
¢l contrario, disminuye con los espesores de las almas y de las paredes de la pila.

La relacién Y = Wp “ ¥y} Vn puede calcularse con suficiente precision a través del
producto:
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Para el valor correspondiente al salto V,, que aumenta con la relacion a/b, con los es-
pesores de las paredes de la pila, v con los de las almas ¥ de la losa inferior del cajon, v dis-
minuye con el espesor de las riostras, puede utilizarse la funcion F que da la relacion sz‘-!"
COmo,

VEKVP- FaF .F .F

; i : ) e 4 & .
siendo F\, F, y F, dependientes de las relaciones ‘i i EL . respectivamente,
e ¢
d

r il

que pueden calcularse mediante las curvas de las figuras 12 v 13,

0.6pF Fi 2.0
E
0.4 i
1.6k
F
03k
1.0
02F
(IS
oar
I 1 I i L i —— ad =
05 10 15 20 e : os 10 15 Ell _:"l
e & B
r -‘ i
Fig. 12. Fig. 13, B &
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Por altime, ¢l valor V, aumenta muy ligeramente al crecer ¢l espesor de la riostra y el
de la losa superior, como era logico esperar; pero la variacion es muy pequeia, por lo que
puede admitirse que V, es constante ¢ igual al 5 por 100 de VI,

Por otro lado, en la fostm anterior, & V V V v V expresan los mismos concep-
tos que en la posterior sin mas que cambiar tmu:mnu\ pur u:uupn:smms, se tendra:

El volamen V| que alcanza la union con la losa inferior, aumenta con la relacion b/a,
con el espesor de las riosiras y con el espesor de la losa inferior: disminuyendo por ¢l cont -
rio con el espesor del alma del cajon v el de las paredes de la pila. Elvalor de su relacion con
¢l esfuerzo dado por la teoria clisica, Vp. puede ser obtenido mediante la funcion R:

- ; . . ; B e &
producto de las funciones R, R, Ry ¥ Ry que dependen de las relaciones i M
i

=
=

respectivamente, v que pueden calcularse mediante las curvas de las figuras 14 y 15,

1.3F 1.2F
n'l
12 3|
11F 1.0
10F oar
—_—
[/ ORI T (R U R WS S o ] RPN SRS RSP (KRR P o
. 05 1 156
05 10 1-‘3_|.-I_J_ a & 8 EE‘IDA
b L C‘i
i L
: R, R, R
Fig. 14. Fig. 15. 2 73 T4

En cuanto al salto V,. aumenta con l: y con los espesores de la losa inferior, de las pa-

i
redes de la pila v del alma del cajon: disminuyendo. en cambio, al aumentar ¢l espesor de la
riostra, como era logico esperar. El valor de su relacion con V| viene dado por:

!
Yy BTERE gomoma
- 31 ot Ty
v, !
en donde @ es el dngulo que forma con la horizontal la |(.)th inferior, en la seccion de en-
: € ¢
cuentro. vy B, . B,, B, v B, son funciones de [’ o Sl ok y 2 respectivamente, y
R ¢ ¢
r q 1

quedan definidas mediante las curvas de las figuras 16 v 17,
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De la misma forma, el valor residual V: que aleanza la losa superior, se puede obtener

mediante:

estando los valores G, =G, ( g )y Gy, =G, ( =

V
Ga—2 u(G .G
Vp 1 2
Eln

1 definidos en las fpuras 18 y 19,

D201
G
1 15
' by
Q16
1ok
010} [
. sk
nos L I i i 1 i i
08 10 15 4 05 10 1.6 20 &
b oy
Fig. 18. Fig. 18.

2.1.3. Tenstones en las planos de las almas

Sobre la fipura 8 aparecian, representadas con el plotter, las tensiones principales én
une de los planos verticales que contiene una de las almas del tablero y de la pila. Hay que
tener en cuenta que los valores de las tensiones correspondientes a los nodos de las lineas de
union con la riostra y con la losa inferior del cajon, en la zona coman, al haber promediado
el programa de dibujo los valores existentes a uno v a otro lado de dichas lincas, no son los
correctos, pues no muestmn la discontinuidad existente entre ellos,
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Pero prescindiendo de este detalle, se puede observar el entrecruzamiento de las isostd-
ticas en el voladizo del tablero, debido a la variacion del canto de éste, a pesar de estar some-
tido a flexion pura: v que en la pila, una de las familias de isostaticas se mantiene paralela a
los bordes verticales, hasta las proximidades del encuentro con el cajon.

En la zona de pared comun al cajon v a la pila, la curvatura de las familias correspon-
diente a las tracciones es tal, que la otra familia esth constituida por curvas de gran mdio: lo
que hace que la tensidon principal correspondiente a la primera familin sea pricticamente
constante a lo largo de ellas.

Por coincidir practicamente con una isostatica, la diagonal A - A’ del rectangulo co-
mian a la pila y el alma, se puede calcular el volimen de tracciones que la atraviesan, con
bastante exactitud, multiplicando la tension principal normal de cada node dela diagonal.
por la longitud correspondiente y el espesor de la pared.

Esta propieduad de las isostdticas es independiente de las caracteristicas geométricas del
conjunto pila-tablero; lo que permite obtener la influencia de dichas caracteristicas geométri-
cas sobre la relacion entre ese volumen de tracciones y el que llega, en el cajon, a la seccion
de encuentro, seghn la teoria elemental de o viga, que serft suma del correspondiente a b
losa superior mas el de las almas,

Llamando:

V. = volumen de tracciones que atraviesa la diagonal A - A'

Vp = 1 el volamen de la losa superior, mis el volimen de tracciones de una de las
A

almas, ambos en la seceion de encuentro del cajon vy dudos por la Resistencia de
Materiales,

se puede expresur el cociente entre ambos mediante la funcion:

v
Xm ol = X . X
v | 2
I
: ¢
sicndo X,y X, lunciones de - y i . respectivamente, calculables mediante las figu -
ras 20 y 21, b %
15) 15
J.l-' %7
10} e 1.0k _*-___'4__'_'_,_,_-1—"'
_#_P__F-Fﬂ_
..-'-"4‘-
R o 0 5=
NN | 1 1 i i I i ' . tram
0% 10 154 o1 03 0.6 07 @
b 8,
Fig 20. Fig. 21,
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En estas figuras se ve claramente que la dependencia supuesta, tanto con b COMmo con

e ) . -
-{‘--' , 8 lineal dentro del intervalo de valores de ambas relaciones estudiado.
'u

2.2, Hipdtesis 11 Cortante constante

En cuanto al trabajo del conjunto tablero-pila frente a la solicitacion que produce ¢
cortante constante sobre el tablero, (hipdtesis 2% de carga), es de destacar que, mientras el
mecanismo de paso hacia la pila de las tensiones creadas sobre el cajon, por el flector produ-
cido en la seccion de empotramiento, es idéntico al visto para el caso de flexion constante,
¢l esfuerzo cortante sobre ¢l tablero, que caracteriza esta nueva hipdiesis respecto a la pri-
mera, como intuitivamente se puede prever para esta morfologia, al estar soportado en su ma-
yor parte por las almas del cajon, pasa, parte dircctamente a las almas de la pila, y parte, me-
diante esfucrzos rasantes, a las riostras, a través de las cuales llegan a las paredes transversales
de la pila, convirtiéndose as{, de esfuerzo cortante sobre el tablero, en esfuerzo axil sobre és-
ta, de una forma continua ¥ uniforme, sin que aparezean saltos bruscos en ningin punto,co-
mo se observa en las Mguras 22 v 23, en donde se han representado las tensiones principales
en los planos de las almas v ¢n los de la riostra posterior.

qee, 9 0 M 12 % 18 8 17 18 W 20 1 22 23 2 35 26 27
: r £ X & A i el i el el e W, W K R
ii ] F 4 X .3 A _;- — - ., = = w 8 ;3 4 ®
I : » x o
L ® 4 NN .,- " - - " b P b3 i !
. e 3
i = - -
' , i * .K' k‘ k \ ! F g & . L A L
i ! G ;
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\ ] f ' s [ 1
i -
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Fig. 22.
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Fig. 23,

En cuanto a las cxpresiones v valores dados anteriormente, en la hipotesis 1%, para el
cileulo de las diversas variables tensionales, son vilidas en esta hipotesis, a excepeion de la
carrespondiente al salte V, de la riostra anterior:

V, = B.V,

Para poder aplicar ahora esta ecuacion, hay que tener en cuenta que el volimen de la
losa inferior, cuya componente vertical causaba parte de este salto V,, para esta 2% hipotesis
es menor, en comparcion con el V . queenla 1% En efecto, por un lado. parte de este vo-
Mimen Vo corresponde a la compresion producida por el axil de la pila que equilibra el cor-
tante del'cajon, Esta parte, cuya expresibn es: V=0, (A, 1/ ( A ). de haber sido producida
porun flector: M = 20 . II‘ / biA ). halbiria ereado sobre la loga inferdor un volumen cuyva
componente vertical seria

00, . Y, A

Vs
b.Ag. L,

g o
sicndo:

O = esfuerzo cortante sobre el cajon,
I = inercia de la pila,
[ = inercia del cajon en la seccion de empoiramiento,

A drea de la losa inferior = iy . e,.
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= area de I seccidn total de la pila.

Af area de la pared anterior de la pila = By 8y

Y= distancia de la fibma inferior al e, de g de la seceidn del cajon, y

a, by @ = losvalores definidos en la figura [,

Por otro lado, el momento de la pila respecto al del cajon, en la seceion de empotra-
miento, se encuentra en la relacion (L, -+ ; )L, = 1 +b/2 L,. Por ello, el velumen que cir -
cula por la losa de la pila debido al momento serd (1 + b2 Lu) Veces mayor que si el mo-

mento Tuers debido a un ector constante! v en esta relacion estarin lag partes de los saltos
correspondientes a la componente vertical del volumen de la losa inferior, En consecuencia, el

b
salto que no aparece, debido a que el momento en el cajéon es Q. L, v noa Q (L, + 5 serd

-

pues:
b
10 W Bt QL. Y,
5. = -, Y| . As : A,)tgn
1] II & Il: &
Q.Y . b
es decir: 5, = - .l Ay lza,

Por tanto, s¢ podrd obtener ¢l valor delsalto V., mediante las funciones B. en funcion
de Vp' in mds que tener en cuenta estos esfuerzos correctores V' y Hm '

2.3. Hipotesis I Torsor constante

Bujo esta solicitaeion, en la losa stperior, las tensiones tangencidles son constantes en
cacda seccion transversal en la zona central de la misma y nulas en los voladizas, como se ve
en la figura 24, en la que se han dibujado las leyes de estas tensiones para cada seccion de la
malla de elementos finitos, agrupadas de cinco en cineo con el mismo origen, como se hizo
en la hipotesis primera de carga para las tensiones longitudinales, En los nodos de unién con
las almas se produce un salto de valores, pero en la fgura no aparece al haberse promediado.
por ¢l programa de dibujo, los valores a uno y otro lado de estos nodos. Estas tensiones se re-
ducen a la mitad detris de la seceion 17 de encuentro con el primer diafragma, Hevindose
este plano, por tanto. mediante tensiones rasantes, ¢l 50 por 100 del esfuerzo de la losa, De
la otra mitad, desapareceun 10 por 100 en la zona entre riostras, absorbida por los cartantes
de la distorsion. y el resto directamente por rasante sobre la union con el diafragma poste-
rior, seccion 1.

Sobre este ala superior del tablero aparecen tensiones longitudinales, creadas por el ala-
beo tarsional ¥ la distorsion, cuyos valores miximos, que aparecen en los bordes libres de
los voladizos, legan a ser del mismo drden de magnitud que las tangenciales, como s¢ apres
cia en la figura 25, en donde se han representado las tensiones principales en los nod os de es-
ta losa.
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El comportamiento del ala inferior es semejante al de la superior, en tanto que, en los
planos de las almas la variacién de las tensiones tangenciales se realiza de manera distinta;
las leyes rectas de cada seccién no sufren el salto en la seccidn de encuentro, sino que van
disminuyvendo casi linealmente en la zona entre riostras, consecuencia del flujo de tensiones
longitudinales verticales de las almas de la pila hacia las del tablero, como se ve en la figura
26, en donde se muestran las tensiones principales de estos planos. En ella también se ob-
serva la llamada de las isostdticas hacia los planos de riostra, que producen el aumento de las
tensiones longitudinales verticales en las proximidades de las aristas de union de las almas
con las paredes transversales, tanto en la anterior como en la posterior, pero especialmente
en la primera, consecuencia de su proximidad al voladizo del tablero cargado, como se ob-
serva en la figura 27, en donde se han representado los valores de estas tensiones en la sec-
cidn de encuentro de la pila con el cajon.

—_— e e e STy
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Fig. 26.

Tensiongs longitudinales en la pila en su union con el lablero
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Fig 27.
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Por otro lado, el estado tensional sobre las dos riostras, como se aprecia en las figuras
28 vy 29, en las que se han dibujado las tensiones principales de ambos diafragmas, es muy
semejunte a la de una pared vertical, con un esfuerzo cortante sobre su borde superior, pro-
cedente de los esfuerzos rasantes de la losa superior, v empotrada en su seceion inferior, en
donde aparecen: el cortante de la losa inferior que equilibra al anterior ¥ ¢l momento flector
equivalente a las tensiones longitudinales verticales que penetran desde las paredes transvers
sales de la pila; existiendo una escasa influencia en las aristas verticales de union con las al-
115,

T T X X
T S T

.4

e
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=" x o oxN " [ = " a
F X = 2 # 1 " 1
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!
i

3. MODELO DE DIAFRAGMAS INCLINADOS CON PILA CERRADA

s T, WL TR

——

Fig, 29,
Fig. 28, f

Al considerar los planos de arriostramiento transversal en prolongacion de las dos pare-
des de la pila normales al ge del tablero, inclinados de tal manerd que son concurrentes
en la misma arista de unidén con la losa superior (figura [.2), se forma entre las dos rios-
tras v la losa inferior del cajon situada entre ellas, una triangulacion que parcce permitird
conducir los ¢sfuerzos longitudinales del ala superior del tablero a la pila, de forma mis efi-
caz que en el easo de riostras verticales.

3 1. HipOtesis I: Flexi6n constante

1.1 Lasas superior ¢ inferior del tablero

En ln figura 30 se ha representado el volimen de tracciones que circula por la losa su-
perior, bajo la solicitacion de flexion, tanto ¢l dado por la teoria de Resistencia de Materia-
les {R.M.) como el abtenido a partir de los resultados del ordenador (E F. )

Como sucedin en el caso de riostras verticales, existe una coincidencia total entre am-
bas curvas en el voladizo, pero al acercarse a lu pila, el volimen dado por el ordenador dismi-
nuye més ripidamente. La zona de despegue entre ambag curvas es la situada, aproximada-
mente, medio canto del cajon antes de ella, al igual que en el caso de riostras verticales. Sin
embargo, la disipacién del voliimen se realiza de forma distinta, pues si bien la disminucion

28
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producida en la zona anterior a la pila, por el paso hacia las almas, es un 8 por 100, igual que
entonces, ahora se produce un salto del S0 por 100, absorbido dircctamente por las riostras,
gracias a su inclinacion, en la seccion 9 de umon. Por otro lado. un 20 por 100 se disipu en la
zona de interseccion con la pila, antes de launion con las riostras (secciones 92 12, un 13
por 100 en esta zona, después de dicha union (seceiones 6 a 9), v el 7 por 100 restante en ¢l
voladizo posterior a la pila, Es decir, en este modelo, I desaparicion del valamen de traceio-
nes de i losa en su paso hacia la pila se realiza: la mitad directamente a traves de las riostras.
v la otra mitad mediante las tensiones tangenciales en los nodos de union con las almas que
permiten la transmision a través de ellas, Sin embargo, estos porcentajes varian con las carac-
teristicas peometricas. habiendo encontrado variaciones desde un 25 a un 70 por 100, en los
casos estudiados, Por ello se ha buscado una expresidon que permita obtenerlos con suficien-
te precision.

Ls de resaltar también, el volamen que perdura despuds de la unidn con las riostras (sec-
cion 9), mis del 20 por 100 del total, tedo & producido pricticamente por las tracciones de
los voladizos de la losa. puesto que en o zong central de ¢sta las tensiones se anulan después
de dicha interseccibn, como se vEé en la figura 31, en donde se han representado las leyes de
estas tensiones en las diferentes secciones transversales de la losa, con el mismo sistema de
representacion utilizado en ¢l modelo anterior,

El nueve camino abierto al trinsito de las tracciones de este plano hacia la pila por la
inclinacion de los diafragmas, actig como un aumento de la rigidez de la losa en su zona cen-
tral. permitienda que la tension longitudinal en ella sea constante en cada seceibn transver-
sal (secciones 19 a 14), ¢ incluso que alcance su valor maximo en el gje de simetria (seccio -
nes 9 a 13), al contrario del modelo del capitulo anterior, donde el maximo se presentaba en
los nodos de unidn con las almas, v en el gje de simetria existia un minimo.

Mientras que, en los vuelos de la losa el comportamiento es semejante en ambos cu-
sos, s decir, la tension longitudinal toma valores inferiores v deerecientes hacia el borde en

30
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cada seccion. v disminuye mucho mas rapidamente que los del area central al acercarse a la
seccion 9, punque perdure despues de ella al no existir ¢l salto de la zona cent ral.

En cuanto a las tensiones transversales, s bien en los vuelos las leyes son semejantes en
los dos gjemplos, consecuencia del comportamiento idéntico en dicha zona de las isostiticas,
en la zona central, al no necesitar curvarse tanlo las isostaticas para pasar a las almas (figu-
ra 32, los valores ¢ incluso los signos son diferentes enuno y ofro £aso.

El valor miximo de esta tension representa un 6 por 100 de la traccion longitudinal
media de la seccion de empotramiento con la pila, porcentaje mitad del que aparecia en el
capitulo anterior es decir, este mecanismo de paso de volimenes, de la losa hacia la pila, 16-
giE‘HITlL',H[L‘ provoca menores tcm?.il.'_)l'lf.‘ﬁ I:t'ﬂl'lﬂ\’l.:l'ﬁ}l]bﬂ.

La inclinacion de la ripstra anterior produce un salto en el volumen de compresiones
de la losa inferior del tablero, en la union con dicho tabique transversal, del 60 por 100 del
volumen que llega por ella a dicha interseceion; mientras que en ¢l modelo anterior la dismi-
nucion que se producia en esta seceion de encuentro era solo del 35 por 100. Comao era de
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Fig. 32,

esperar, el paso de las compresiones desde esta losa a la pared de la pila se ve favorecido por
la inclinacién de la riostra.

Por otro lado, al igual que sucedia en el caso anterior, el aumento de la tensidn en los
planos de las almas, en los nudos de unidn con la pared lateral de la pila y la losa, provoca un
aumento del volamen de compresiones en las secciones proximas al encuentro,

31,2, Tensiones en los diafragmas

En la figura 33 se han representado los volimenes de tensiones longitudinales que cir-
culan por las dos riostras. Como era de esperar, al descomponer el salto del volimen de trac-
cion de la losa superior, que se produce en la union con los dialragmas, en la direccion de
lag dos riostras, se obtiene exactamente el volimen de tensiones que s¢ presentan en ellas,
en dicha union, lgual sucede en los dos bordes inferiores de las riostras, al establecer ¢l equi-
librio entre todas las fuerzas que concurren en las aristas de umon, existiendo pequenas di-
ferencias que son absorbidas por los cortantes de flexion de todas las losas que ineciden allf.

El volamen de tracciones de la losa superior del cajon ha de pasar a la pared posterior
de la pila, y este paso se puede efectuar, bien a través de las almas del cajon, o bien directa-
mente o traves de las riostras. En primera aproximacion, se podria repartir el volimen de
tracciones entre ambos mecanismos, igualando log corrimientos horizontales en el vértice A .
(figura 11). Asi se tendria, para las riostras, suponiendo que no estuvieran unidas a las almas
v s0lo lo estuvieran a la pila v a la losa superior:

EPr el
Corrimiento horizontal de A en las riostras =
BBk

con: A = drea de la seccion de la riosira = e . a5

E

modulo de elasticidad

P, = esfuerzo horizontal suma de las componentes horizontales de los axiles de am-
has riostras, y
¢, b, e, y ay = caracteristicas geométricas seglin figura L.
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Sin embargo, para las almas no es tan ficil establecer dicho corrimiento, dado que su
estado tensional no es asimilable a ninguno conocido. Pero si se puede considerar que serd
de la forma:

Ll

corfimiento horizontal de A en lagalinas = —e | Z
E. b2

siendo; Zuna funeion de las dimensiones a, by ¢, y P_ el esfuerzo horizontal absorbido por
estos planos,

En consecuencia, igualando la suma de los volimenes que atraviesan ambos mecanis-
mos, Py P, alvolimen P que llega por la losa superior del tablero a la seccion de empotra-
miento, ¢ igualando las Tlechas, se obtiene como valor de P

z

—— . F
(Z+c' /A)

I-"r!

Y de acuerdo con los resultados obtenidos en los diferentes casos, la funcidon Z viene
dada, con suficiente aproximacion, por la expresion:

1/
z = ( ._Jdll_}.l..l.]_- € ﬁa) ( n_] )
3e, ¥

En resimen, se puede calcular el volimen de tensiones, N, en el borde superior de am-
bas riostras, tracciones para la posterior y compresiones para la anterior, mediante:

Zab 1/4
( : +r)(_)
p 39% ¥

Wt — —

b ( 2ub ) ( a, ')'m ¢
— + 62 ]
3 ‘:II ¥ Al’

Hay que tener en cuenta que para los casos de diafragmas con aligeramientos, el térmi-

i
no correspondiente a la flexibilidad de las riostras, -~ debe calcularse teniendo en cuenta

las dimensiones reales de estog elementos,

Debido a la curvatura de las isostaticas que suben por la pila, en los planos de las almas,
para pasar hacia el cajon, se produce un aumento del volumen de compresiones en la pared
frontal anterior de la pila v una disminucion en las tracciones de la posterior; por ello, los
volimenes en una y otra riostra, en su borde inferior, son diferentes, mayor para la ante-
rior, (figura 33). mientras que en el borde superior son idénticas, debido al equilibrio verti-
cal de fuerzas que debe producirse entre ellas.
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Sin embargo, tambien es posible delinir estos volimenes de tensiones que penetran en
ambas riostras por su borde inferior, en funcion del volamen de tensiones, VP. de la pared
transversal de la pila, mediante las expresiones siguientes, Para el diafragma posterior:

P12 7
“3

Ve v | )
e v, | 042 () +0a5 —-

S C .
siendo u" ¢l espesor de la riostra ficticia maciza que tuviera la misma flexibilidad que la real
aligerada (si no existen aligeramientos, '.': =e)

El del diafragma anterior. se puede calcular en funcion del posterior. V'I’. con la [Hre
mula aprogimada:

3
=

V! = V'I‘ 0.65 (1:)+ i 2 0.06

I l1 cos? o

La diferencia de volimenes de tensiones longitudinales en los extremos superior e infe-
rior de ambas riostras, provoca las tensiones tangenciales que se presentan a lo largo de los
bordes de unidbn con las almas. ¥y que mantienen ¢l equilibrio, Esfas tensiones son priclica-
mente constantes a lo largo de dichos bordes. aunque se presentan valores miaximos en sus
extremos, como consecuencia de los esfuerzos rasantes que aparecen en las intersecciones
con las oftras losus, para que exista ipualdad de deformaciones fransversales en todas ellas.
Prescindiendo de estos valores extremos, una vez conocidos los voliimenes de traccion o
compresion de los diafragmas en sus uniones con las losas superior e infenor, por diferencia
entre ambos, es posible obtener los esfuerzos rasantes totales actuantes en las dos aristas de
contacto con las almas, y a partir de éstos, caleular los valores de la tensidn tangencial me -
dia a lo largo de ellas, equivalente al valor constante de la ley de esta tension,
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3.1.3. Tensiones en lay almas

Por la inclinacion que toman las isostiticas de las almas al atravesar la diagonal A-A7
del rectangulo de alma comin al tablero y a la pila (figura 34), coincidiendo, para todos los
casos, practicamente con dicha diagonal, se puede calcular el volimen de tracciones que la

Lece. L i

atravicsan, Y

v

alm,

trac’

g & W T 12 13 1 18 W 17 8 19 W N 22
Az l“ »
X ¢ A I‘\I o =K i - — —) — — e e e e
r"' i ~ ~ i @ i &
j X E g S R & - ==
r'rt""l.,\l\l| h:l\. & X y iy Wy LY \
L T T S T L e R
o e o e : - \_}(\
O ‘*:q 5 % et ey e _HA
—_— = — e et
2 '\ mepm T s — .
= ai o H\'\ ‘:‘Jr - S ey o
W - - b ‘:}(A"_._q =
5 - - 5 7( |
i i i f H=1
F-3 —= Trage.
e C rmpar
i i [ |
i 1 [ I
' I Fig. 34.
i \ |. 1‘

Este esfuerzo puede determinarse, en funcion del volimen de traccion de
la losa superior, sumindole el que llega por las almas del tablero a la seccion de encuentro,

. restindole la proyeccion horizontal de la suma de los volimenes superiores que se

llevan las dos riostras, P, y proyectando este resultado sobre la direccion media de lus isos-

taticas para lo que se tomard el valor %‘ . Es decir, se tendra:

Por alma:

siendo;

con.

i
‘V'Irnr.,‘._ 2!.': (B - l:,ir + V.‘liﬂl.)
l X
Vami = 2. 2" 19+ %
,‘.{5 a distancia de la fibra superior al ¢. de g, del cajon.
g = tension en la fibra superior del cajon.
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3.2, Hipétesis I11: Torsor constanie

La inclinacion de los diafragmas también provoca, respecto al caso de riostras vertica-
les, diferencias sobre el estado tensional originad o por un momento torsor actuante sobre el
cajon, equilibrado mediante el flector correspondiente sobre la pila. Asi, en la zona en -
tre riostras (figura 35), las tensiones tangenciales de la losa superior disminuian gradualmen-
te entonces, mientras que ahora los valores permanecen casi constantes hasta la seccidn cen-
tral, 9, de unidn con los diafragmas. Lo mismo sucede también con estas tensiones en lasal-
mas, en su borde superior y proximidades de él,

Secc. 4 13 5 7 ] LI [ 1 12 11 15 16 17 1@ 19 20 21 22

. - e TR T ~ -
; e R e XX X X X X X X X X
IR O ©.0.0.9.9.9.9.9.9.9.4
IR D09 P P.0.9.9.9.0-0:0:4
R PSP S99 P 9.9.9.9.9.9

e e et Lok A S R T
' = i = e I SR ™ ) T
1 -'H- ‘.!_.hl'lln:l:nu:ru;;l:;n-:ﬂ ::Pﬂ‘l:l'-' ) ‘ -‘ -— 1-'racl:
i C 0 RPT
Fig. 36.

Por ofro lado, los valores maximos de las tensiones longitudinales, 0., en cada seecion
transversal, que aparecen a lo largo de los bordes libres de los voladizos de la losa superor,
representan para esle nuevo caso, mayor porcentaje cn comparacion con las tangenciales da-
das por la formula de Brent, como se ve en la figura 36, donde se han representado estas
tensiones para los dos casos.

La causa de estas divergencias hay que buscarla en el diferente comportamiento frente
al mecanismo de torsién-flexion que presentan uno y otro empotramiento del cajon en la pi-
la, debido a que, si bien la losa inferior queda empotrada en la seccion 12, la superior no lo
hace hasta la seccidon 9, existiendo por lanto un retraso en el comportamiento de ella, Tam-
bién, la rigidizacién que suponia la riostra anterior a la deformacion en su plano de la seccidn
fransversal del cajon que la contenia, ha perdido eficacia al inclinarse, mientras que aumen-
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ta la coaccion al alabeo del tablero, que antes s6lo estaba impedido por la rigidez a {lexion
del diafragma como losa, v ahora lo estd, ademis, por la rigidez de membrana en su propio
plano,

4. MODELOS DE PILA ABIERTA

S¢ considera ¢l caso de pila constituida por dos soportes verticales (figuras 1.3y 1.4),
de seccion rectangular maciza, de ancho igual al del tablero en su parte inferior, ¥ coinci-
dentes con la losa inferior del cajon en la linea de encuentro de ésta con las riostras. Fsta ti-
pologia, muy empleada en los casos en que se desea rigidez a flexidn en el nudo, pero flexi-
bilidad frente a movimientos horizontales, al no tener las paredes laterales en prolongacion
de lus almas del tablero, determina una distribuciéon tensional sobre el conjunto. bastante di-
ferente de la creada por la pila cajon cerrada, v que se sitiia como caso intermedio entre ésta
y la que aparcce en el caso de apoyos aislad os desdablad os.

La falta de paredes laterales impide el ficil trinsito, a través de ellas, de las tensiones de
los tabiques anterior y posterior a las almas, produciendo fuertes concent raciones de tensio-
nes en la union inferior con los soportes. como se observa en las fipuras 37 v 38, endonde
aparecen representadas las tensiones principales en los nodos de la malla de las almas, para
los modelos de riostras verticales e inclinadas, respectivamente, bajo la solicitacién de cor-
tante constante, Se aprecia en ellas ¢l comportamiento diferente de estos planos en la zona
entre riostras, respecto a la morfologia anterior. Al no existir el paso de las isostaticas hacia
las almas de la pila, ahora la pared posterior de la pila actfia sobre estos planos produciendo
el efecto de una carga vertical.

Por otro lado, al comparar entre si ambas figuras, se aprecia claramente la ventaja del
modelo de diafmgmas inclinados para conducir los esfucrzos de flexion, al ser menores en &l
las tensiones principales en todos los puntos del rectangulo de alma situado entre riostras,
debido a que la mayor parte de las tensiones longitudinales de las losas superior e inferior se
equilibran a través de los dialragmas.

Sin embargo, ¢l paso del axil de la pila a cortante del tablero, es evidente que las rios-
tras verticales lo efectiian mejor, sin producir tan fuertes concentraciones de tensiones en
las zonas de union de las almas con los tabiques de la pila.
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Por ella, la eleccion riostra vertical-riostra inclinada ha de estar regida por ¢l predomi-
nio de uno u otro esfuerzo, axil 6 flector, sobre la pila.

5. CONCLUSIONES

El anflisis de la escasa bibliografia existente hasta el presente sobre el tema tratado,
muestra que, para resolver el problema, es necesario recurrir al auxilio de ensayos sobre mo-
delo, o bien, a estudios mediante programa de elementos finitos,

Debe hacerse notar que si bien en la referencia (1) se da un artificio de cdlculo para el
caso de solicitacion de flexion sobre el tablero soportado por apoyos desdoblados puntuales,
que puede resultar aproximado para este tipo de enlace, no lo es tanto pam los casos de em-
potramiento en la pila, tanto cuando ésta es de seccidn cajon, como si estd constituida por
dos tubiques transversules, independientes, prolongacion de las riostras. Eladmitir este siste-
ma de cileulo conduce a esfuerzos menores que los reales, en algunos casos, como se ha visto
en la referencia 4 para las morfologias consideradas.,

Por ello, y utilizando el mis flexible de los procedimientos de estudio posibles, es de-
cir, mediante el programa de elementos finitos, se analizaron los comportamientos frente a
solicitaciones, no solo de flexion del tablero sino también de cortante v torsion sobre el mis-
mo, para los dos tipos de pila, cerrada y abierta, y para los dos mas (recuentes de riostras,
verticales e inclinadas.
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La primera consecuencia notable que se deriva de todo el estudio realizado, es la vali-
dez de los resultados obtenidos aplicando la teoria elemental de la viga, tanto en el tablero
comao en la pila, hasta zonas muy proximas a su encuentro. Ll electo de éste sobre ¢l esta -
do tensional influye en un entorno, proximo a &1, muy reducido; asi, para el tablero, la zona
de influencia no llega, en ningln caso de los considemdos, a la mitad de su canto: ¥ 1o mis-
mo puede decirse para la pila.

También es de resaltar Ja minima influencia de ls morfologia de la pila sobre el estado
tensional de la losa superior, para las tres diferentes salicitaciones elementales supuestas;
siendo en la l1i|1('11|:5i!¢. de flexitn yde cortante pl‘;in:lic:-mn:nu: idénticas lag distribuciones de
tensiones que se producen en este plano con pila cerrada v abierta. Las diferencias se apre-
cianen la losa inferior y en las zonas bajas de las almas; pero son escasas, en éstas, en las pro-
ximidades a la losa superior,

Dentro de los modelos de riostras verticales, bajo solicitaciones de flexion, ¢l mecanis-
mo de traspaso de las tracciones longitudinales de la losa superior a la pared posterior de la
pila, se efectta mediante ¢l paso de ellas hacia las almas del eajén, para, a través de éstas, en-
trar en la riostra posterior ¥ Hegar asi al plano en que se equilibran. Una pequena parte de es
fos traspasos hacia las almas, se efectiia en la regidn anterior al encuentro, Por ¢llo, los volii-
menes, tanto de la losa supenor como de la pared posterior de la pila. disminuyen ligeramen-
te al legar al empotramiento: al contrario de lo que sucede en el ala inferior del cajon y en
¢l tabique anterior, en los que se produce un aumento del velimen de compresiones.

La entrada en las riostras, de las tensiones longitudinales procedentes de las almas del
tablero, se realiza de forma gradual en sus aristas comunes, mediante esfuerzos rasantes pric-
ticamente constantes; por lo que ¢l aumento del volimen de tensiones es casi lineal.

Al colocar los diafragmas inclinados. formandeo una triangulacion con la losa inferior,
s¢ ubre un nuevo camino para el paso de las tracciones del ala superior hacia la pila, al estar
¢l tablero sometido a esfuerzos de flexion: pere este camino solo es utilizado por parte de
las tracciones de la zona central, pasando el resto de las de esta regidn y las de los voladizos,
por las almas, de idéntica manera a como ocurria en cl caso de riostras verticales: por lo que
no resulla tan eficaz, como podria esperarse, este nuevo mecanismao de paso, legando para los
modelos mas favorables de almas delgadas con diafragmas de gran espesor. a circular por s
tos tan sdlo ¢l 70 por 100 del voliimen total de las tracciones de la losa superior: es decir, el
mecanismo de las almas es suficientemente rigido para necesitar de un gran espesor en las
riostras para que el trabajo de éstas sea eficaz.

Las tracciones en el alma, dentro de la diagonal del rectangulo comin a la pila y al ta-
blero, bajo este tipo de solicitacion, pueden obtenerse como la proyeccion en esa direccion
de la diferencia entre las tracciones del tablero v las que se van por los diafragmas,

También, en estas hipotesis de carga, como los volimenes de tensiones que penetran
par ¢l borde inferior de la riostra provinientes de la pila, son diferentes a los que lo hacen por
¢l borde superior procedentes de este ala puesto gue parte de las tracciones de ¢sta pasan a
través de lasalmas, el equilibrio de los dialfragmas s¢ mantiene mediante esfuerzos rasantes o
lo largo de sus aristas de unidn con las almas: esfucrzos que son practicamente constanies en
todo ¢l borde,

Por otro lado, esta morfologia de riostras inclinadas presenta una mayor rigidez frente
al alabeo torsional del cajon, dando por ello, en general, mayores tensiones longitudinales so-
bre éste, bajo la solicitacion de torsion, que en el caso de diafragmas verticales.

En resumen, para cualquiera de las dos Tormas de pila consideradas, ¢l comportamiento
de uno u otro tipo de arriostramiento transversal es adecuado, siendo mas favorables los dia-
fragmas inclinados parg la transmision de esfuerzos de flexion hacia la pila, en fanto que log
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verticales son mias satisfactorios frente a los cortantes, que suelen ser los esfuerzos dominan-
tes en estas zonas. Esto, unido a la mayor facilidad constructiva de este Gltimo tipo de arrios-
tramiento, puede decidir su eleccién en la mayoria de los casos.
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RESUMEN

En el presente trabajo, se realiza un estudio del ancho eficaz de distintos tipos de sec-
cibnes, El método de analisis utilizado es el de los elementos finitos, usando elementos limi-
na v viga, para modelizar las cabezas v almas, respectivamente. El estudio, pretende identifi -
car los parametros basicos que influyen, de forma relevante, en la determinacion de dicho an-
cho eficaz. Para ello, se ha realizado un estudio paramétrico en régimen lineal elistico, como
consecuencia del cual se proponen unas expresiones sencillas. También se realiza una incur-
sion en ¢l campo del comportamiento no lineal, a fin de definir la direccion de futures estu-
dins, Los resultados obtenidos, se han comparado con otros procedentes de soluciones anali-
ticas (para algunos casos particulares) y experimentales,

1. INTRODUCCION

Conforme a la teoria elemental de Resistencia de Materiales, las tensiones normales en
una pieza trabajando a flexion, se distribuyen proporcionalmente a la distancia a la fibra neu-
tra de la seccion; por lo que las tensiones en las alas de una viga, por ejemplo en T, se dis-
tribuirin uniformemente. Sin embargo, si este ancho es muy grande, las partes del ala mas ale-
jadas del alma o nervio de la viga, contribuirin en menor medida a resistir el momento flec-
tor; por lo que la viga serd menos resistente de lo que la teoria predice,

El hecho de que la distribucion de tensiones longitudinales en las alas no sea uniforme,
se¢ debe ala aparicion de unas tensiones msantes alma-ala de la viga (fig. 1), Dichas tensiones
rasantes serdn tales que compatibilicen los desplazamientos de las alas y del alma. Conside-
rando ¢l ala como un elemento laja, aislado, sometido a esta distribucion de tensiones rasan-
tes, aplicando la teoria de la Elasticidad podemos inferir que, efectivamente, la distribucion
de tensiones normales longitudinales no serd uniforme en el ancho de la pieza,
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Una manera de abordar este problema de forma prictica es suponer una anchura eficaz
de ala, menor que la real, de tal forma que al aplicar la teoria elemental de la flexion de vi-
gas a la nueva seccion ficticia, se obtenga un valor correcto de la resistencia (fig. 2).
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Fig. 2. Anchura eticaz de una seceibn,

La solucion de este problema, fue tratada primeramente por Th. von Karman [1] v,
posteriormente, por Shnadel [2], Reissner [3], Chwalla [4], y Beschkine [5] en vigas en “T"".
5S¢ supuso una viga continua, apoyada sobre un niimero infinito de apoyos equidistantes. El
ancho del ala se suponia infinito y su espesor muy pequeno con respecto a la altura del ner-
vio, de tal forma que se la consideraba como una laja y. por tanto. se¢ la estudiaba en Elastici-
dad bidimensional.

Recientemente, Qi-Gen Song (6), en un interesante trabajo, ha estudiado el problema
del ancho eficaz, utilizando la teoria de las laminas plegadas, realizando asimismo un andlisis
de la convergencia de las series de Fourier utilizadas en dicha teoria.

En el presente trabajo. se ha intentado una aproximacion al estudio de este fendmeno,
mediante elementos finitos, que ha permitido sacar unas primeras conclusiones cuantitativas,
en régimen eldstico, en secciones “T°, “PI7, cajén v *“U" inverlida, asi como unas conclusio-
nes de tipo cualitativo para el régimen no lineal.
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2. PROCEDIMIENTO DE CALCULO UTILIZADO EN ESTE TRABAIO

La solucion del problema del ancho eficaz, puede actualmente, con la ayuda de las téc-
nicas numéricas, resolverse fundamentalmente de tres formas:

— Teoria de las liminas plegadas,
Método de la banda finita.
— Métoda de los elementos finitos,

Se ha escogido la tercern alternativa, mediante un progmma general de laminas, porva-
rias rmzones: En primer lugar, permite tambicn el estudio en régimen no lineal. Asimismo,
permite tener en cuenta la existencia de nervios, con los cuales, como se verd mas adelante,
s¢ han modelado las almas. Ademds, es posible también tener en cuenta la existencia de ar-
maduras en el hormigon, las cuales, si apenas modifican la respuesta en el caleulo elistico li-
neal, si es de fundamental importancia el considerarlas en la alternativa no elastica,

2.1. Madelizacion de la estructura

Fn la modelizacion de la estructura mediante elementos finitos. se han utilizado dos ti-
pos de elementos distintos: para la limina, se ha escogido el elemento isoparamétrico dege-
nerado de nueve nodos de la familia de Ahmad [ 7], con un campo de desplazamientos que se
aproxima mediante funciones de interpolacion lagrangianas (fig. 3).

Superficie Hatia

Fig. 3, Geometi fa del elementa lAmina,

Cadauno de los nodos estd situado en la superficic media, y tiene cinco grados de liber-
tad, tres corrimientos ¥ dos giros, considerados en sus coordenadas locales: mientras que én
coordenadas globales tiene seis, 1o cual permite el analisis de laminas de forma general, inclu-
50 con discontinuidades angulares, Las coordenadas de un punto cualquiera de la ldimina pue
den expresarse como interpolacidn de las coordenad as nod ales:

X L 4¢ [ % 1= A

y|= EN;U:.n)---;,--;?. il FEN G 5 |y

2] R ! B s
= dsup. inf',
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con lo cual:

X ) Hl g, o5
¥y = LNi ¥ + 2 N| - V“
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siendo N (i=1, ..., 9) las funciones de interpolacion del elemento.
El campo de desplazamientos puede expresarse, asimismo, por:

u ui ti s e o
Y xN. Vl +EN1$."(V“—V2'I) !
| 1 2 A

W Wi

Se admite In hipdtesis de que las rectas, normales a la superficie media antes de la de=
formacion, siguen rectas después de producirse &sta, pero no necesariamente normales a la
superficie media deformada; lo cual permite considerar, de una forma bastante aproximada,
la contribucion del esfuerzo cortante a la energia de deformacion. Con ello, es posible el es-
tudia de liminas gruesas, Asimismo se hace la hipotesis habitual de que las tensiones norma-
les a la superficic media de la lamina son despreciables,

La relacion entre deformaciones v desplazamientos, vendra dada por la expresion:

i 1 Ijui_lauh +'E)ui‘ r',lu]}
G st T T

Transversalmente, ¢l espesor se divide en una serie de capas. a fin de poder tener en
cuenta la variacion del estado tenso-deformacional en dicho espesor, en régimen no lineal.
Cada capa se supone sometida a un estado biaxial de tensiones. Asimismo, esta disposicion
en capas permite introducir el armado de forma muy comoda.

La integracion numérica se realiza mediante un esquema muy parecido al de Gauss-Le-
gendre,

En cuanto a las vigas, se discretizan mediante elementos rectos, unidimensionales, con
dos nodos en los extremos, cada uno de ellos con seis grados de libertad, La seccidn transver-
sal se divide en filamentos, en cada uno de los cuales se supone un estado tensional unifor -
me, De esta forma, es posible tener ¢n cuenta la solicitacibn de flexion esviada sobre la viga
(fig. 4).

En cuanto a la respuesia a torsion de la viga en régimen no lineal, se ha maodelizado me-
diante la utilizacion de una rigidez torsional variable en funcion de la solicitacion de torsion,
A tul fin se han supuesto vilidas las hipdtesis habituales de torsion uniforme de Saint-Ve -
nant,

Para ¢l régimen no lineal, se admite en el hormigbn un comportamiento hipoelistico
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[&] a compresion, vy elastico hasta la tension de rotura, a traccion, considerando la colabora-
cién del hormigén entre fisuras. El eriterio de rotura utilizado es el basado en las experien-
cias de Kupfer (fig. 5). Por lo que hace referencia al acero, &ste se ha tratado de acuerdo con
el modelo distribuido, para los elementos limina, y embebido, para los elementos viga[9].
Su ley de comportamiento tenso-deformacional se supone elastoplastica.
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Fig. 4. Elemnento viga.

Fig. 6. Criterio de rotura para el harmigbn,

2.2, Formulacidén por elementos finitos

Puara el analisis general de la estructura, se ha utilizado el método de rigidez, que consis-
te en resolver unos desplazamientos incognitas a partir de unas acciones dadas, y de las pro-
piedades mecinicas y geométricas de la estructura.

La aplicacion, sobre el elemento, del principio de los trabajos virtuales, conduce a la
ecuacién de equilibrio del sélido deformable:

‘B
1
[ 3 83udA ~ [ 1 8aedv
‘Bl:ll By
siendo:
By 85 = 1 Cyp Bregg

ﬂ.j E"RE = Al Gkg' 4= ﬂ.]ﬂkﬂ

du,  dug
24,84" —B‘,‘,; T
du, du
2 Ay = 3'.'1'& Ei‘_z;_
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El subindice a la izquierda, indica la basea la que esta referido (coordenadas), v el superin-
dice a la zquierda, la conliguracion de referencia (inicial o deformada),

La ccuacion de equilibrio, para cads elemento, se reduce @ la expresion:

Kho+Kor=Ri - R

cn donde:

K} ‘ B 1['|j|-:i! Ajepp § 4 & dv Rigidez Elastica

4 ] vy 68y dY Rigidez Geométriea
" "y

R = ] i 81 up dA [Fuerzas Exteriores
: ’ a[‘l 1

Ry J 7y & Ay dV Fuerzas Internas

4y
i Vector de ineognitas nodales

Con ello, para la estructura total diseretizada. el sistema de ecuaciones queda:

IR L=E R
4 ¢

El stmibalo de sumatorio, en este caso, indica engamblaje de elementos,

El efecto de no lincalidad del material, se introduce en la matriz de rigidez, para un nk
vel de cargas determinado, gracias a la discretizacion en capas. o filamenfos para las vigas,
considerando en cada una de ellas ¢l modulo correspondiente al estado del material.

En general, la expresion del sistema de ecuaciones siempre puede reducirse a la forma

Kwr= R

en donde K (1) serd una constante en ¢l ¢aso de elasticidad lineal

3. ESTUDIO DEL ANCHO EFICAZ

En ¢ste apartado se entra propiamente ¢n el analisis del fendémeno, empleand o los pro-
cedimientos de caleulo que se han deserito en los anteriores,

El objetive primordial es identificar los parimetros mas signitivativos y definir su in-
fluencia en la determinacion del ancho eficaz, En funcidn de los resuliados obtenidos, se pro-
ponen unas formulas aproximadas para su uso en dimensionamiento.
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3.1, Seceiones analizndas

El primer caso que se analiza es el correspondiente a un puente recto, biapoyado y de
seceidn en “PI™ (fig. 6). El armado que se le ha dispuesto (fig. 7), es el necesario para resis
tir, sin tener en cuenta cl reparto transversal, las acciones que sefiala la vigente Instruccidn
Espaitola de Puentes, para una luz de 20 metros.
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Fig. 6. Puente con seccidn en Pl analizado, s bl g ) T L AR
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Filg. 7. Detinicibn del puente en Pl analizado

Debido a la doble simetria, s¢ ha estudiado Gnicamente un cuarto de pieza. La discreti-
zacion por elementos finitos utilizada es la que muestm la figura 8. Como puede verse, elal-
ma se ha modelizado como una viga, va que en los tanteos previos que se realizaron, pudo
observarse la similitud de resultados entre ¢l tratamient o como viga y como lamina.

El segundo tipo de viga analizado es una seccidon en *“T7, Se han estudiado dos casos di-
ferentes. El primero parte del esquema de viga biapoyada, con seceion en “PIY, simplemente
variando las condiciones de vinculacion del borde simétrico de la “PI' y dejindolo libre, La
discretizacion, por lo tanto, asi como las propiedades de los materiales, son idénticas.

El segunde caso, también corresponde a un esquema estdtico blapoyado, El tipo de vi-
ga es similar a la tratada por Razagpur y Ghali [10], los cuales ensavaron hasta rotura y mi-
dieron las tensiones en los diferentes puntos.

La definicion geométrica, asi como la disposicion de armaduras en la seccion, y el es-
guema de cargas, puede verse en la figura 9.
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Fig. 8 Discretizacion par elementos finites, : Fig. 9. Viga de Razagpur y Ghali.

La seceion cajon analizada, parte del esquema de seccion en “PI'" anterior, simplemente
situando los nervios en los extremos del tablero v afiadiendo un elemento losa inferior que
cierre la secciom.

Asimismo, se ha estudiado una seccion en U invertida, idéntica a la cajon sin el table-
ro inferior,

3.2. Propiedades de los materiales

Las propiedades de los materiales son las que se indican a continuacion:

Hormigon:
Resistencia a compresion, a los 28 dias 300 kp/em?
— Resistencia a traceion: 50 kp/em?
~ Modulo de Elasticidad: 350.000 kp/em?
— Modulo de Poisson: 0,15
— Peso especifico: 2,5 t/m?
- Deformacidon parm la miaxima resistencia: 0,002
Acero:
—~ Modulo de Elasticidad 2.100.000 kp/em?
— Modulo de endurecimiento: 0 kp/em?
— Tensidn de fluencia: 6.000 kp/em?
~ Deformacion tltima: 0,1

La serie de resultados oblenidos con base a este esquema, provienen de variar las pro -
porciones geométricas de la estructura, v de las distintas hipotesis de carga, a fin de determi-
nar la influencia de los distintos paraimetros que intervienen en el fendmeno,
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3.3, Pardimeiros estudiados

Existen una serle de pariimetros que caracterizan el ancho eficaz, los cuales son funda-
mentalmente de tres tipos: En primer lugar, los parametros geomeétricos, en segundo lugar,
el tipo de cargas, ¥y, por 0ltimo, s propiedades elisticas de los materiales.

D¢ entre los parametros geométricos, s¢ han estudiado:

Relacion cante de la losa/canto total.
Relacion anchofluz.
Anchura de los nervios/anchura de la seccion.

Por lo que hace referencia a las cargas. se ha estudiado ¢l efecto, en el ancho eficaz, de
la carga repartida ¥ de la carga puntual,

Por Gltimo, se ha analizado tambien la influencia del madulo de Poisson en el ancho
eficaz,

4, RESULTADOS OBTENIDOS
4.1. Seccion en “PI7

4.1.1, Pardmetros “h/h" v “B/8,,"
“hefh™:

Manteniendo constante el valor “B/B,,". igual a 10/0.36 = 1 3.8889, se vario el espesor
de la losa: hy=0.2: hy = 0.3: hy= 0.4 Iy = 0.6, Estos valores dan. respectivamente. unus rela -
ciones iy / h=0,1; hy/h =015, hy/h=0.2 y hy /I = 0.3,

"B/Bw™

Manteniendo constante hy/h e igual a 0.20/2 = 0.1, sc varid el ancho delnewvio de tal mar
nera que se obuvieron, para B/Bg,. los valores B/By=10: B/Be=5 vy B/Bw= 2.5

Cada una de estas relaciones de hy/h y B/Besse estudid para tres relaciones B/L distin-
tas, correspondientes a luces de L=20m: L=15my L= 10m. Losresultados obtenidos en
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Fig. 10. Ancho eticaz para distintos valores hy/h. Fig 11, Anehe eficaz para distintos valores B/B ,
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el centro de la luz, para una carga uniformemente repartida, a lo largo de la pieza, de 12,24 tm,
puedenverse en las figuras 10 v 11. Como se observa en ellas, los valores del ancho eficaz son
practicamente independientes de las relaciones hy/h y B/B,,. dentro de los intervalos de va -
rincion considerados.

4.1.2. Relacitn "B/L". Carga uniformemente repartida (v = 0,15)

Este es el parimelro geométrico mas importante en el estudio del ancho eficaz, segin
se desprende de los resultados obtenidos.

Para analizar su influencia, se han estudiado diecisiete casos distintos, partiendo de la
seceldn en “PI™ descrita en el apartado 3.1, variando la distancia entre los apoyos de la vi-
g L=40m; L=24m;L=20m; L=175m; L=15m; L= [2,5m y L=10m.! y el ancho
de la losasuperior: 2B= 10m; 2B= [5m y 2B= 20 m.

Los resultados obtenid os pueden verse en la figura 12,
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Fig, 12, Variacibn del ancho eficaz con B/L.

Como puede observarse, existen dos curvas, una para la losa entre nervios y otra para la
losa en voladizo, Dichas curvas pueden ajustarse mediante las siguientes expresiones expo-
nenciales:

o, {oy = 0.6 exp [-2,5 (B/L) ] + 0,4, losa en voladizo;

o, [oy = 0,6 exp [—1,5 (B/L)? | + 0,4, losa entre nervios;

por lo que el ancho eficaz vale:

a
B, = = B/2
Oy

Estos resultados son vilidos para carga uniformemente repartida v para secciones en
“PI7, con los nervios equidistantes del borde de la seccion y del gje de simetria. No abstan-
te, se ha comprobado que el resultado para la losa en voladizo es aplicable a secciones en
T por lo que para este tipo de secciones se tendri:

Onloy = 0,6 exp [-2,5 (B/L)?*] + 0,4, Sec. “T"
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4. 1.3 Madulo de Poisson en relacian con B/L

La influencia del modulo de Poisson se estudid para distintas relaciones “B/L7, dando
a dicho modulo los valores: » = 0,0; » = 0,15; » = 0,3; v= 045, sabre ¢l esquema de la
viga en “PI7. Los resultados pueden verse en la figura 13,

Como puede observarse, su influencia es mavor conforme aumenta la relacion “B/L";
siendo muy significativa su importancia en las alas de la “PI'" mientras que para la losa en-
tre nervios dicha influencia es bastante menor, Cuando “B/L" tiende a infinito, todas las cur-
vas tienden asintdticamente a un mismo valor,
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Fig. 13 Intluencia del mbdula de Paisson en el ancho eticaz,

4.1.4. Influencia del tipo de carga

A fin de estudiar ¢dmo influye, sobre el valor del ancho eficaz. el tipa de accion aplica-
da sobre la estructura, se analizd también la seccidon en “PI™ bajo las siguientes hipotesis de
carga:

a) Carga uniformemente repartida sobre toda la extension del tablero, correspondiente
al peso propio ms la sobrecarga que especifica la Instruceidn, v una carga puntual de 60 to-
neladas centrada transversalmente y actuando en la seccion centro luz de la pieza.

b) Actuando Gnicamente la carga uniformente repartida de la hipotesisa).

¢) Carga puntual de 60 toneladas,

d) Carga puntual de 120 toneladas en el centro de la pieza, de tal forma que el nivel de
tensiones en la seccion centro-luz sea muy parecido al que se consigue para la hipotesis de
carga b),

Como puede verse en las figuras 14 v 15, el ancho eficaz depende en gran medida del
fipo de accidn sobre la estructura, Para carga uniformemente repartida, este ancho es mayor
que para ¢l caso de carga concentrada; es decir, el ancho eficaz. depende de la existencia e in-
tensidad de discontinuidades en la ley de cortantes de laviga y de la proximidad o lejania a

la seccibn en la cual existe tal discontinuidad. Folic [11] mostrd, de forma empirica, que ta-
les diferencias son mas acusadas para vigas con mayor cuantia de armadura.
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Fig. 14, Ancho eficaz Be;, Losa entre nervios, Fig. 15 Ancho eticaz Buz. Losa en voladizo,

No se da en este trabajo ninguna expresion que cuantifique el efecto de la carga con-
centrada. Se ha constatado, simplemente, que los casos analizados se ajustan satisfactoria =
mente a la tabla recomendada por la Instruccion Espanola del Hormigon, para corregir los
valores del ancho eficaz correspondientes a una carga uniformemente repartida, cuando ac-

i una carga concentrada

4.1.5 Comparaecion con los valores recomendados por la Instruccion Espaitola del

Hormigon. Carga repartida

A fin de hallar la posible correlacion de los valores obtenidos. con los recomendados .

por la Instruccion Espafiola del Hormighn, se representaron dichos valores sobre las curvas

obtenidas para ¢l ancho eficaz, en funcion del parametro B/L. obteniéndose como resultado
el que se representa en la figura 16.
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Fig. 16. Comparacidn de los valoeres obtenidos, con los recomendados
por la Instruccln Espafiola del Hormigbn,
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Varios comentarios pueden hacerse al respecto. En primer lugar, la IEH-82 considera
un parametro, hy /h, que tal y como se observo en el apartado correspondiente, no tiene
una influencia significativa; mientras que para la Norma dicho valor tiene gran importancia,
sobre todo al crecer el parametro B/ L.

En segundo lugar, comao puede apreciarse, la Norma proporciona, ¢n muchos casos, vas
lores del ancho eficaz superiores a los obtenidos en el presente estudio, sobre todo los que
tienen una relacion hy /h alta y pam relaciones B/L pequefias, Andlogas conclusiones pueden
extraerse para el caso de secciones en T maltiples.

4.2, El ancho eficaz para seeciones en “T”, cajon y “U” invertida, en relacion con la
secciom en “PI”

4.2, 1, Anche eficaz en vigas con seccion en "T"

Se considerarin en este apartado, (nicamente, los resultados correspondientes al pri-
mer tipo de viga, con seccidn en T, dejando la viga de Razagpur v Ghali para el estudio en
regimen no lineal. Los resultados, que pueden verse en la figura 17, se adaptan muy biena
las curvas obtenidas en el apartado 4.1 para el caso de seccion en “PI'. Por ello, pueden uti-
lizarse, para ¢l caleulo del anche eficaz, las formulas exponenciales dadas en dicho apartado.
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Fig. 17. Ancho eticaz de una seccidn en T,

El interés en ensayar una seccion de estas caracteristicas, radica en la posibilidad de
comparar el distinto. comportamiento de las secciones en **T"" y en “U™ invertida, que se rea-
liza en el apartado siguiente,

4.2.2. Ancho eficaz en seceiones cafdén v “U" invertida

En este apartado, se estudia el ancho eficaz de un tipo de seccion de uso muy [recuente
en puentes: la seccion cajon.

Dos propdsitos se persiguen: el primero de ellos es analizar si existen diferencias signifi-
cativas respecto al ancho eficaz de la losa superior, en el caso de la seccidn cajon (seceion
cerrada), v de la seccion abierta con guales caraclerisiicas geométricas, mecanicas y de car-
ga, pero que no disponga de la losa inferior, esto es, una seccion en U invertida,

Para ello, se han caleulado dos ejemplos: por una parte, un cajon rectangular y, por
otra, una “U” invertida con idénticas caracteristicas que la seccion “PI'* del apartado 4.1,
pero sin la losa inferior,

i
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Los resultados que se obtienen, no presentan diferencias significativas. La distribucién
de tensiones en la viga con seccion en U™ invertida es mas alta, 16gicamente, por ser su iner-
cia menor; pero la tension maxima, aumenta en la misma medida que la tension media v el
ancho eficaz es sensiblemente igual en ambos casos. Basta comparar los resultados de la viga
cajon de la figura 18 con los correspondientes de la figura 19,

El segundo proposito es comparar los resultados ob tenidos en este andalisis, con los co-
rrespondientes a ol ros autores,

Reissner [ 12], usando el principio de minimo para la energia potencial, obtuvo unas
expresiones considerando el efecto del ancho eficaz para una serie de vigas cajén reetangu -
lares. Dichas expresiones, que parten de suponer una distribucion de tensiones normales en
la seccion de fipe parabblico, son validas para carga uniformemente repartida aplicada sobre
las almas del eajon. Se supone, asimismo, que no cxiste distorsion de la seccion,

Si se comparan los resultados obtenidos en el presente anilisis con el correspondiente a
las formulas de Reissner, se observa que son bastante coincidentes (fig. 18), v que ¢l suponer
que la distribucion de tensiones sigue una ley parabolica, puede dar lugar a resultados muy
acepta bles,

Porabel ica
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Fig. 18, Tensiones en una seccidn cajbn,

5. VARIACION DEL ANCHO EFICAZ, EN FUNCION DE LOS ANCHOS DE LA LOSA
INTERMEDIA Y LA LOSA EN VOLADIZO

En este apartado, se estudian los cinco casos que se muestran en las figuras 17, 19, 20,
21 ¥ 22, representiandose, asimismo, los resultados de la distribucion de tensiones en cada
una de ellos. Como puede verse, para luz constante, a medida que aumenta el ancho de cada
una de las partes de la losa, disminuye ¢lancho eficaz, tal como era de prever. Sin embargo,
no lo hace de acuerdo con las curvas exponenciales obtenidas en 4.1.3, alejindose de dicha
curva conforme nos acercamos a la seccion en “U™ invertida; mientras, que para secciones
en YT o secciones en ““PIV, con los nervios mis o menos cenfrados, estas leyes suponen
unya aproximacion suficiente.

Se hace hincapié en la necesidad de estudiar de una forma mds exhaustiva, como varia
¢l ancho eficaz cuandoe cambiamos la situacion de los nervios, desde los casos limites de la
viga en T y de la viga en “U” invertida,
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Fig. 19. Tensionaes an una U inver tida,
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6. INTRODUCCION AL ESTUDIO NO LINEAL

Para efectuar el analisis no lineal, se ha adoptade la viga de Razagpur v Ghali de la fi-
pura 9. Los resultdos obtenidos pueden verse en las figuras 23, 24 v 25, En ellas, se observa |
en primer ugar, la bondad del ajuste numérico realizado, En segundo lugar, y como era de
esperar, ¢l ancho eficaz aumenta a medida que lo hace el nivel de carga, como consecuencia
de una distribucion mis uniforme de las tensiones normales én la cabeza de compresion.,

nivie! 1M1

fama P lineal i
u??ﬁ J ér Corgn de colgpeo
s

-fl

il

fivial |

-]
secgess BECImEN L
Rapogput v Ghal

0

I T
dewplamammintn wrlical
seccidn | (mm)

Fig. 23, Curva carga/desplazamiento en la
viga de Razagpur v Ghall {andlisis no lineal)
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Fig, 25 Anchos aficaces de la viga de Razagpur v Ghali
{Andlisis no lineal),

7. CONCLUSIONES

A partir de los resultados obtenidos v de su comparacion con los de otros aut ores, se
puede coneluir:

El ancho eficaz, depende de una serie de pardmefros, de los cuales los més importan-
tes pueden clasificarse en tres tipos: Geométricos, cargas sobre la estructura y modulos elas
licos,

— Entre los parimetros geométricos, aparte de los referentes a la tipologia considerada,
el que se manifiesta como mas significativo es la relacion entre ¢l ancho y I luz de la viga, El
ancho eficaz disminuye a medida que aumenta ¢l cociente *B/L7, tendiendo asintdticamen-
te g un determinado limite.

Ol ros pm';’mn.:[m,-; gemn&l‘rir_‘os, tles como la relacian enire el cspesor de la cabeza de
compresion y el canto total (y por tanto de la inercia de la viga), asi como la relacidn entre
el anche del nervio o alma vy el ancho de la losi, no se han manifestado significativos en los
rangos de variacion normales en este tipo de estructuras.

El tipo de cargas influye notablemente en el fendmeno. siendo esta influencia mas
acusada para cargas concentmdas que para cargas repartidas. Asimismo. el ancho eficaz en la
seccion considerada, depende de la distancia de dicha seccidon al punto de aplicacion de las
cargas. La distribucion transversal de dichas cargas. tal como ha demostrado Folic| 11]. no
influye,

— El mbédulo de Poisson es también un parimetro importante,

Los resultados obtenidos, difieren en algunos casos de los valores recomendados por
la Instruccion Espanola del Hormigon, Las discrepancias mas signilicativas son las siguientes:
Los resuliados de la Norma, varian con el parametro “hy /h7, cuando en ¢l presente trabajo
se muestra que ¢l ancho eficaz no depende de diche parimetro. En segundo lugar, muchos
de los valores dados por la Norma dan. bajo las hipotesis lineales, anchos eficaces mayores
que los abtenidos en este trabajo,

APENDICE
NOTACION

L ¢ Luz de la viga biapoyada,
h @ Cantode la seccion (fig. 2).

56
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hy: Espesorde la cabeza de compresion o losa superior (fig. 2)

B Anchode laseccion (fig. 2).

Byt Ancho del alma o nervio (fig. 2).

B. © Ancho eficaz (lig. 2).

Bei @ Ancho eficaz correspondiente a la losa entre nervios (lig. 2).

B.z: Ancho eficaz correspondiente a la losa en voladizo (fig. 2),

NM: Esfuerzo axil maximo, por unidad de longitud, en la cabeza de compresion.

N,.¢ Esfuerzo axil medio, por unidad de longitud, en la cabeza de compresion,
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Convocado el XIV Premio Garcia Cabrerizo
a la invencibn espafiola

Al igual que afios anteriores ha sido convocado el XIV Premio Garcin Cabrerizo a la
Invencién Espafiola que fue creado con el fin de exaltar los valores humanos y cientificos
de cuantos espafioles promueven y realizan innovaciones Tecnoldgicas o de Investigacion
aplicada que en alguna manera favorezcan el desarrollo del Pafs, la Industria o la Economia.

Motivo especial del Premio es despertar en la conciencia de nuestra sociedad el interds
por la invencidn como fuente de desarrollo y como fomento de la industria mediante la
divulgacién de las Patentes de Invencion espafiolas susceptibles de representar un perfec-
cionamiento capaz de mejorar, en cualquier medida, el nivel de vida o ¢l progreso social.

El Tema es completamente libre v tinicamente podrin ser presentadas al Premio las
invenciones industrializables por medios técnicos.

La dotacién del Premio Garcia Cabrerizo a la Invencién Espafiola es de 500,000 pts.
y podrdn concurrir cuantos investigadores, inventores, Centros de Investigacién, Empresas
industriales, equipos Técnicos, etc..., de nacionalidad espaiola, sean autores de una inven-
cién o propietarios de una patente cuyas caracterfsticas cumplan los requisitos citados
anteriormente,

Cuantas personas estén interesadas en esta convocatoria pueden solicitar las Bases en la
sede de la Fundacidon Garein Cabrerizo Cf Vitruvio, 23, 28006 Madrid. El plazo de presen-

tacién de los trabajos finalizard el préximo dia 31 de Julio de 1986,
57
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Simposio sobre “'Estructuras de Hormigon
para el Futuro”

Organizado por la Asociacion Francesa para la Construceidn (A.F.P.C.) y bajo el patro-
cinio de la Asociacion Internacional del Puentes y Estructuras (LA.B.S.E.), el Comité Furo-
Internacional del Hormigdn (C.E.B.) v la Federacion Internacional del Pretensado (F.LP.),
s¢ va a celebrar en Parfs-Versalles, durante los dias 2 al 4 de setiembre del proximo afio 1987,
un Simposio Internucional sobre el tema *Estructuras de hormigén para el futuro®,

El abjetivo de este Simposio es contribuir al desarrollo de las grandes estructuras de
hormighn y mejorar su estética, Se trata de llamar la atencion de los téenicos sobre la perma-
nente necesidad de conseguir ln mejor calidad compatible con la imprescindible econom fa de
todo proyecto, Se intenta ofrecer a los participantes una panordmica general de los altimos
avances conseguidos en este campo de la construceion y darles a conocer lo que las actuales
tendencias hacen prever para el futuro. Se desea llamar especialmente la atencion sobre la ca-
lidad de las actuales estructuras y lus posibilidades que existen para mejorar esta calidad,

El Simposio durard dos dias y medio y estard dividido en cinco Sesiones. Tres de ellas
serdn Plenarias y las otras dos se celebrardn coincidiendo con dos Seminarios sobre temas es-
pecificos, en salus separadas,

El detalle del programa previsto es el siguiente:

Miéreoles 2 de setiembre de 1987

14,30 — 15,00 Sesidn de Apertura

15,00 — 17,30 Calidad v economia de las estruciures

Coordinacidn entre ¢l proyecto v los métados constructivos,
Conlerenciuntes invitados.
Comunicaciones libres.
Tueves 3 de septiembre
9.00 12,30 Utilizaciion de fas estrueliiras

Criterios para ¢l dimensionamiento v norimas de cileulo para conseguir
la mejor utilizacion v durabilidad.

Conlerencianies invilados,
Comunicaciones libres.
Seminarios que se celebrarin simultineamente:
9,00 10,30 Contral de la geomerria de las estrueturas
Comunicaciones libres.,
11,00 — 12,30 Calidad superficial de las estrueturas de hormigon
Comunicaciones libres,
14,00 — 17,30 Proyvecta v conservacion

Detalles constructivos que pueden facilitar In conservacion de las esiruc-
turas (Inspeceidn, mantenimienta, proteceion de armaduras, reparacio -
nes).

Conlerenciantes invitados,
Camunicaciones libres.

Seminarios que se celebraran simultdneamente:
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14,00 — 15,30 Arquitectura actual de las estructuras de hormigon,
- Comunicaciones libres,

16,00 — 17,30 Mesa Redonda sobre la influencia en la calidad de las estructuras, de los
contratos para su proyecto y construccion,

Viernes, 4 de septiembre

9.00 -~ 12,30 Novedades en el campe de las estructuras de hormigdn, Materiales, téc-
nicas y tecnologias, conceptos estructurales, campos de aplicacion de
las estructuras de hormigon.

Conferenciantes invitados.
— Comunicaciones libres.
14,00 — 15,30 Novedades en el campo de las estructuras de hormigon (Continuacion ).
Comunicaciones libres.
16,30 — 17,15 Conferencias finales
Paris en ¢l Siglo XXI.
— Estructuras de hormign para el afio 2000,
17,15 — 17,30 Sesidn de Clausura,

Los participantes que deseen presentar alguna Comunicacion en este Simposio, deberdn
enviar en gjemplar triplicado, un resumen de 300-400 palabras junto con las correspondien-
tes ilustraciones, a la Secretarfa en Zurich de la LA.B.S.E., antes del 30 de junio de 1986.
Deberdn hacer constar su nombre, direceién y la Sesién en la que desean que se incluya su
trabajo,

El Presidente del Comité Cientifico del Simposio, comunicard a los Autores, en octubre
del 86, si su trabajo ha sido o no aceptado. En caso afirmativo, el texto completo de la Co-
municacién deberd ser enviado, a la Secretaria de la LA.B.S.E,, antes del 28 de febrero de
1987, ajustindose exactamente a las normas que al efecto serin dictadas,

Habrd también una Sesién dedicada a la presentacion de ““Posters™,

Al inicio del Simposio, se entregard a los participantes una publicacion en la que s¢ re-
producirdn los textos de todas las Comunicaciones libres presentadas asi como las de los
conferenciantes invitados, También se incluird una fotografia y una pdgina con comentarios,
de cada uno de los “Posters” exhibidos.

Las Comunicaciones podrin presentarse en inglés, francés o alemdn. Su presentacion
oral deberd hacerse en inglés o francés.

Para las Sesiones Plenarins se dispondrd un servicio de traduccion simultdnea inglés-
francés y francés-inglés.

Se tiene previsto un programa de excursiones técnicas post-Simposio y otro de actos so-
ciales para las tardes de los dfas miéreoles y jueves y para los acompafiantes.

Para mayor informaci6n, los interesados deberdn dirigirse a:

IABSE Secretariat Secretariat AFPC

ETH-Honggerberg (Asociacion Francesa para la Construceion)
CH - 8093 Zurich, Suiza 46, Avenue Aristide Briand

Tel. Int. + 411 377 26 47 02223 Bagneux, Francia

Telex: 822 186 IABSCH Tel, Int, + (33) 1 42 31 32 90

Telex: 260 763 SETRA BAGNX F.
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Obtencion de funciones de forma analiticas
para la lamina troncoconica con flexién
axisimétrica y material ortotropo

Faederico J, Bonot
Dr. Ingeniero de Camines, Canales y Puertos
Profesor de Chleulo de Estructuras en la E.T.5.1.C.C.P. de Valanzia

SUMARIO

En este articulo se presenta la solucion analitica de las ecunciones diferenciales que ri-
gen el problema homogéneo de ln deformacidn axisimétrica de una imina de revolucion, de
peneralriz recta, constituida por un material elistico, homogdneo, ortdtropo ¥ con compor-
famiento geométrico lineal.

Dicha solucion se orienta a la generacion de un elemento finito de las caracteristicas
enunciadas, que puede ser implementado en un programa general de andlisis lineal de estruc-
turas laminares axisimétricas, Se presentan giemplos que muestran lo potencia del elemento,
Se comenta la aplicacian de la solucian obtenida, a problemas de asimilacion de bandas de
malla a continuos laminares,

1. INTRODUCCION

El desarrollo alcanzado por los métodos numéricos ha desplazado en gran medida el
empleo de soluciones analfticas. Estas, en general, tienen un campo de aplicacidén mas res
tringido: pero alli donde sean aplicables, ofrecerdn un resultade, si no mids aproximado, sf
mds econdmico ¢n cuanto a s obtencian. Por ello consideramos que se deben agotar las po-
sibilidades de las soluciones analiticas hasta donde sea posible, v tratar de enlazar con los
métodos numéricos a partic de ese punto.

Siguiendo esta idea presentamos la solucidn analitica para una limina cénica, con sime-
tria de revolucibn, con comportamiento geométrico lineal v material elistico v ortdétropo.

Esta selucion, que para el caso isGtropo va se obtuvo en 1917, se formula con una no-
menclaturg orientada a la generacidon de un elemento finite de limina de revelucion, con las
restricciones indicadas, Dicho elemento se puede implementar en la resolucidon de lminas de
revolucion de generatriz cualquicra,

G1
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La aplicacidon del Método de los Elementos Finitos a las liminas de revolucion, se inicid
con la publicacion en la revista del ALLAAL, en 1963, de un art{culo de Grafton y Stro-
me (13, En €&l se discretizaba la lamina en elementos troncaconicos, con funciones de forma
impuestas para los desplazamientos. Posteriormente, v siguiendo diversas vias, se ha tratado
de afinar el elemento mediante funciones de forma mds claboradas.

Con la solucion analitica que aportamos para la limina conica, ¢l elemento es exacto,
sjendo el tnico errar introducido ¢l debidoe a la discretizacion geoméirica en elementos rec-
tos,

A la vista de los ejemplos analizados la precision mejora considerablemente, pudiendo
utilizar elementos de mayvores dimensiones, que denominamos “macroelementos™,

Otra aplicacion de la solucidn presentada es en procesos de asimilacion de bandas de
malla reticulada, a continuos troncocdnicos, dande no hay posibilidad de aplicar una subdi-
vision en elementos finitos convencionales, por los problemas numéricos que genera (4),

2, PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
2.1. Ecunciones ¢inem:iticas

Las ecuaciones cinemdticas adopladas son las correspondientes a la hipdtesis de Love-
Kirchoff. Dadas las condiciones de simetria axial, los tnicos desplazamientos que considera-
remos serdn ¢ v w, sepln las dirccciones stmeridiano) y z(normal), respectivamente. (Figura

7.8
£ =Ry smd = S s

g = R;3+ = —!:-S?

R1=if+: 5“’9*

Fig. 1
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Las ecuaciones C(JI!’USPD!IdiCﬂEBR s0n,

{e}=[C] {d} (1)

(e} = (e, & % %) (a)={,]}

— 0
ds
: 11
(€] — —utgp
5§ 8
i -2
ds?
1 s
L - s " ds

2.2. Ecuaciones de equilibrio interno
Dada la simetria axial, los esfuerzos no nulos son los siguientes, (Figura 2):

I I
N,=[" o, .dz P Nyp=["0, .dz
'i' li

I hy
M, I“l’ o,:Z.dz; My JI“I' R A
i i

I
0 -f“'r_.m.tix

hi

Fig. 2

El esfuerzo cortante Q es un factor puramente estitico que no interviene en la energia
de deformacion (hipatesis de Love-KirchofT).
Las ecuaciones de equilibrio correspondientes para el estado homogéneo (con acciones
unicamente en el contorng) son:
[E] {o}= {0}
{U ]‘l E {NE' Nﬁ Mﬁ M” _I':
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~ 1\ } I-\ 15
[E] cosp (1 45 = ) cos i 0 0

d i? d
0 S0 cosd (2 — +5 — COsd —
2
ds ds ds .

2.3, Ecuaciones constitulivas

Las relaciones constitutivas entre los esfuerzos y deformaciones definidos, y a partir de
las correspondientes a un material eldstico linealmente v homogéneo, con ortatropia cilin-
drica, adoptan la forma:

N, | cC 20 0 0 €,
N, W 1€ 00 cf,‘ (3)
M, 0o 0 D D] x
M, 0 0 vlx b Xp

con lis constantes eldsticas:

Bl
C '
T =—w . ¥y
D= h?
12
Po= 2,
c B _
E, w

3. S5OLUCION
Para la resolucion del sistema de ecunciones diferenciales ordinarias planteado en el
apartado anterior, haremos uso de las variables de Meissner: (2)

R dw

b= T )
a Y =0 .5.colpp

Si expresamos las diversas incognitas en funcion de éstas, s¢ obtiene el sistema:

"E hoe+F (8) = = Ly (y)

\ ',b 1 1 (5}
- L, (p)

|5 l

sienda:

; Co
F, (8)=—r.Eh.cotgg . —
5

i g gy . d e ()J
Li ( )=colg¢ [?i N e o rade r T

C, cs una constante relacionada directamente con la resultante de esfuerzos segiin el
eje de simetria (constante por equilibrio), Despejando las incognitas:

G4
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Eh e 1
L} (W)+ =Y =cotg’ ¢.r.E.h.Cq g=h 6)
2 52
Eh Eh C
a e 3
L (aﬂ)"*'l)tp f Dcmp,qa :

Resolveremos la primera ecuacién. Al ser L, un operador lineal, la solucién general pa-
ra i serd Ia suma de la solucion completa de la ecuacidn homogénea, mds una soluciaon parti-
cular. La ecuacidon homogénea es:

Eh 12 (r—#*)
L} (W)t pm0 == s (1)

que, extendida al campo complejo, se puede expresar como:
(L, +ip2) (L, —=ipg?)y =0
Las soluciones de (L, + iu?) ¢ = 0 son conjugadas de las de (L, — i u®) ¢ = 0. Basta-
rd pues resolver una de ellas, v las partes real e imaginaria de dos soluciones linealmente in-

dependientes serdn las cuatro funciones reales, linealmente independientes, que forman la
solucién completa para .

Resolvamos:
(L, +ip?)¢y=0 (2)
Haciendo el cambio de variable:

no=2AJ/T8 m £/

Moo p? tg
la ecuncidn resulia:
d2y 1 dy 4r
e o L (] = e 0 9
dn? ndn ( 7 A )

Esta ecuacién es de tipo Bessel, de orden p = 24/ 7. La solucién puede ser cualquiera
de las funciones de Bessel, de orden + p, v de primera, segunda o tercera especie (6), Para
asegurar la independencia lineal con cualquier valor de p, adoptaremos como solueién las
funciones de Bessel de tercera especie, o funciones de Hankel, de orden p:

o=y HY () + C L HE () (10)
siendo C') v €', constantes complejas, arbitrarias, que tomaremos ipual a:

{ v = E H.AC =L Cy)
C' = B h.(Cy = 1 C4)

Como solucién particular adoptaremos la solucién de membrana, que corresponde a
momentos flectores y esfuerzo cortante nulo, es decir, §, = 0. Esta solucion es aproximada,
salvo para material isdtropo (r = 1) o para fuerza nula segin el eje (C, = 0); en ambos casos
el término independiente de la ecuacidn se anula y la solucion particular supuesta es exacta,

En otros casos, la aproximaciéon serd tanto mayor cuanto mayor sea la esbeltez, debido
a la presencia del factor h/s?.
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3.1, Desplazamientos

Integrado el sistema diferencial en la variable @, vamos a obtener ¢l campo de desplaza-
mientos referidos a unos gjes generales. (Figura 3),

{v-'_unc# sug | [
W oswd  wd | | W

Fig. 3

Empleando las relaciones cinenuiticas, constitutivas v de equilibrio, se obtienen las ex-
presiones:

., cosg o ndy
W= — (=

En 2 an C VY G EN)

sen p? seng cos? ¢ , Cy P* :
' ; | Bhcirilodht o RO
Wi S D — s Vindn T sen ¢ K G
L, (y) rcotgg
- N o DTSN
Eh § Co

En la obtencidn de w’ aparece una nueva constanie, C. | que representa un movimiento
de conjunto segan el ¢je.

Con ayuda de Formulas recurrentes para la obtencion de las derivadas ¢ integrales de
las funciones de Hanlkel, se obtiene la expresion:

u' = l.I;t"‘|"‘\'l ()] ]m [A; (m)] Re[B, (] ],T, lHr (n)] O -p.cosgp) . [T}

Fi
W= (Re[Ay )] Ly [Ay )] Re [By ()] 1, [By ()] | *5'-];1'”;&“‘ £}, (€} an
¢ = {~Iy[As (] RelAy )] 1, [By ()] Re By ()] 0 “;--]f}. (€}

Av () = cos @[3 HY, (= (5 +0) HY ()
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- S HI ( ) 3.2
Ay () = sen v H () +© _?52_{‘_‘?% (= ! +’n,- HL () = (02) (p4) fo® HL, (n) dn] +

cos? H! .(n
il [aHL, )+ pHE, )+ p (p2) =225+ p (p2) (p4) [ 172 H] 5 () dn]
2seng M P 7 P
Aa (n) = p* H (1)
Las funciones B; (1) son similares a las A, (n) sustituyendo las funciones de Hankel H'
por lag H?,
El vector {C Jengloba las seis constantes de integracion,

3.2. Esfuerzos y fuerzas generalizadas

Siguiendo un proceso similar al anterior, s¢ obtienen las fuerzas generalizadas aplicadas
en una seccion, definidas por, (Figura 4):

X cosgp sen¢g O N, a
Z 2ws.cosg | —sengeosg O Q
M 0 0 I M,-‘?

X' =27 Eh {Re [Hll'l (ml 1, [l-l:, (m)] Re [Hlt, (m] 1, lHi‘; (m] 0 cos*¢p ). {C)
S —sen g i
| Z’=27Eh{ 0 0 0 0 e vt

p* (=)

M= 2w Eh L‘E;E = [ﬂ'l [Aq ()] Re [Ad (ﬂ]] _]m [Bd- (Tf.)] Re IBﬂ ("?)I 0= E; }. {C}

Av ()= T HL, )~ (5 — ) HL @) (1)
Q
zl
N M,
Nl
-
]
X
M
Fig. 4
67

Documento descargado de www.e-ache.com el 15/04/2026



Se comprucha que 7' s constante y relacionado directamente con C, .
La expresion de los esfuerzos es:

|
Ny=—(X'-tege.2'
T Lo Z')

|
= — (igg . X"+ 2’
Q Ens{Hb )
. M
2wscosg

TR |
Ny=2 L-i\/li(*-}l- g e (- Ly [As )] Re [Ag ()] 1, [By ()] Re [B (m] 0 0}{C}

2P% (1 =) . oo
M, = Ehsen ¢ {Re [A, (] 1, [A, ()] Re [B, ()] L, B, (m)] 0 " HC) (13)
H!' (m) P
-], [
Ag (m) nn o Hy ()
2(p—1-w») p(2p p) 1

[ d | {1
Ag (1) H,., () + H )+ H () -

7 i

3.3, Matriz de rigidez

Una vez abtenida la solucidn analitica para la lamina conica en flexidn, podemos obte-
ner, o partir de ella, la matriz de rigidez exacta de un elemento troncocdnico que se¢ adapte a
las restricciones enunciadas en el planteamiento del problema.,

En primer lugar, expresaremos las constantes de integracidn {Clen funcidn de los des-
plazamientos nodales {d* . 5i particularizamos las expresiones (11) en los extremos del cle-

mento,
[ u)
W‘]f
y:
(@) = { g2 » =[PE]. {C} (14)
v
¥

podemos obtener lus constantes de integracion, por inversian de la matriz PE; ésta es no sin-
pular, pues no hay relaciones cinemiticas impuestas entre 1os movimientos de los extremos,

De forma similar podemos expresar las Muerzas generalizadas en los extremos:

{q°} =+ x = [QEI{C}=[QE] [PEF" {d°} (15)

G8
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Por definicion, la matriz de rigidez serd:
[K] = [QE] . [PE] ! (16)
Si se adoptan como fuerzas generalizadas las que hemos definido (resultantes en el pa-

ralelo correspondiente), la matriz de rigidez es simétrica,

La matriz QF, y en consccuencia la matriz de rigidez, son singulares, pues existe una
relacian de equilibrio entre las fuerzas aplicadas al clemento en su contorno,

3.4, Cargas en el interior del elemento

La solucién obtenida corresponde al estado de cargas homogéneo. Para cargas reparti-
das en el elemento, se pueden obtener las fuerzas nodales equivalentes (que mantengan el
equilibrio y anulen los desplazamientos nodales), por aplicacién de principios variacionales,
a partir de la expresion:

{g®}=—], [N]' {b}dV
siendo las cargas masicas:
{b} = (b*" b* b™}
y las funciones de forma [N] las correspondientes a los corrimientos y giro, en funcion de los

desplazamicntos nodales.

Estas funciones son las obtenidas anteriormente y satisfacen las condiciones del prable-
ma; por lo que las fuerzas nodales serin exactas, asi como los desplazamientos nodales obte-
nidos a partir de un método de rigidez.

[as funciones de forma, con nuestra nomenclatura, seran:

u
w'[ = [P] {C}=[P][PE|™" (d°}
¢
[N] = [P} [PE]! (17)
y las cargas nodales:
- {q*}= 2w cos ¢ [PE]'! J-H[P]t [b}sds (18)
J

La integral, asi como las fuerzas nodales, dependen de las cargas actuantes (b), Para al-
gunas leves de carga sencillas, se puede hacer una integracidn analitica; en casos mds comple-
jos se puede recurrir a infegracién numérica, teniendo cuidado con la cuadratura adoptada,
dado el cardcter exponencial de las funciones englobadas en la matriz P.

Para conocer la solucién en el interior de cada elemento, necesitamos una solucién par-
ticular del sistema no homogéneo, para afadir a la solucidn obtenida anteriormente. Esta so-
lucién puede ser la solucién de membrana correspondiente al estado de cargas actuante,

4. EIEMPLOS
A continuacién vamos a realizar unas aplicaciones del elemento desarrollado, emplean-

do la matriz de rigidez deducida anteriormente, en un proceso de elementos finitos.
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Para tener elementos de relerencia, analizaremos los (res casos resueltos en el articulo
de Grafton ¥ Strome {(citado anteriormente), v que han gervido de comparacion con muchaos
de los trabajos posteriores sobre ¢l tema,

4.1

El primer ejemplo corresponde a una esfera, con la clave abierta vy empotrada en la ba-
se, La figura 5, tomada del artfculo de Grafton y Strome, representa la esfera con sus carac-
teristicas geométricas ¥ mecinicas, y con la subdivision en elementos para el andlisis. La fi-
pura 6 representa la variacién del momento flector meridional y del desplazamiento horizon-
tal obtenidos por Grafton v Strome.

Para el andlisis con nuestro elemento, se discretizd la ldmina en 28 elementos (como en
Grafton y Strome), en |4 elementos, en 7 elementos vy en s6lo 2 elementos, Se ha procurado
mantener la densidad relativa de elementos por zonas:

Caso 1 Caso 2 Casnr 3 Caser 4
79.14 el 79 -7 el 79-3 el 159-1 el
79. 7 el 79.3 el 79.2 el 459. 1 el
69- 3el 69 -2 el, 69-1 el

409- 4l 409 -2 ¢l 409-1 el,

o5 { Woos| Spacing
M I-h'— 14 50,3 iniert
# a1 interal

,

3 a6 inwerl

I*I#?nl
e 0,3

Fig. © Hemispherical ehell, propoerties snd nodal hreak-
down,

Para el caso de discretizacién en 28 elementos, los resultados coinciden plenamente con
los de Graftan ¥ Strome (y éstos con el valor tedrico). Mds interesante es observar qué suce-
de cuando desciende el niimero de elementos. Si analizamos los valores del corrimiento hori-
zontal u’ en el borde libre y del momento flector Ms en z = 15, tendremos:

u' % Ms(15) %
28 elem. 1,631390 0 ~0,854100 0
14 elem, 1,629877 0,09 ~0,854059 ~0,004
7 elem. 1.637414 0,37 0,855425 0,16
2 elem, 1677113 2.80 -0,873175 2,23
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shell,

Se aprecia que las diferencias mdximas entre el caso de 28 elementos v el caso extremo
de sdle 2 elementos son de 2,8 por 100 para ¢l desplazamiento horizontal y 2,23 por 100
para el momento flector,

La precision obtenida es muy aceptable, incluso para discretizaciones groseras, no pre-
sentando los problemas que surgen con el empleo de funciones de forma impuestas, Hay que
destacar ademds que los valores son igual de aproximados en el interior del elemento que en
los nudos, dado que la solucion oblenida es exacta para la ldming conica en estado de cargas
hnmngﬁncn: el punto z = 15, para el cual se ha caleulado el momento flector, no correspon-
de a ningin nudo,

4.2.

En la formulacidn del elemento de Fimina de revolucidn can simetria axial v generatriz
recta, hemos incluide las soluciones ya conocidas del cilindro v la placa ortdtropos, para cu-
brir los casos singulares del tronco de cono,

A partir de la selucion del sistema diferencial en ambos casos, la oblencian de la matriz
de rigidez es similar d la del tronco de cone,

Los otros dos ejemplos del articulo de Grafton v Strome, que corresponden a una placa
v un cilindro, se han podido analizar conun solo elemento, va que éste contiene la solucion
analitica para ambos casos, En el articulo citado, con funciones de forma impuestas, se nece-
sitan del orden de 10 a 15 elementas para oblener una precision aceptable,

5. CONCLUSIONES

La solucidn obtenida para la Kmina cénica con comportamiento axisimétrico, junto
con la del cilindro v la placa, permiten abtener un elemento de lamina de revolucidn, de di-
rectriz recta, con funciones de forma “exactas’,
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El andlisis de una ldmina de revolucion de directriz cualquiera, por descomposicién en
clementos de direetriz recta, s6lo introduce errores en la asimilaciéon geométrica de la diree-
triz a una poligonal. La matriz de rigidez v las cargas nodales en cada elemento, satisfacen
todas las condiciones cinemiticas v de equilibrio,

Ello permite el emplea, para una misma precision, de elementos de mayores dimensio-
nes que si se emplean funciones de forma impuestas, Estos “macroelementos™ pueden repre-
sentar un ahorro de cileulo mportante.

Su aplicacidn principal se ¢entra en el andlisis de estructuras laminares, donde las accio-
nes seun predominantemente simétricas, como depositos y recipientes a presidon. Se eslan
realizando estudios para amphar ¢l campo de aplicacion, con la consideracion de acciones no
simétricas, mediante desarrollos ¢n serie polar,

Otra aplicacion importante de la solucion obtenida es en procesos de asimilacion de
una handa de malla monocapa, con simetr{a de revolucidn, a un continue laminar troncheo-
nico ortotropo. Identificando los coeficientes de las matrices de rigidez de la banda de malla
y del continuo (aqui deducida), es posible obtener las constantes canstitutivas de un contis
nua laminar, ortotropo, que tenga la misma energia de deformacion, para un nivel de carga
dado y en régimen lineal, que una malla reticulads monocapa con caracteristicas geomdétricas
y mecinicas delinidas. El sistema de ccuaciones resultante es superabundante, al haber mds
cocficientes de las matrices de rigidez que hay que identificar, que caracteristicas constituti-
vas, Ello es consecuencia de que la ortotropia de la malla no es de tipo material sino geomé-
trico.

La cleccion de los coeficientes que hay que identificar en las matrices de rigidez, v la
solucion del sistemu de ccunciones resultante (no lineal y no explicito). son problemas com-
plejos.

APENDICE — FUNCIONES DE HANKEL Y EXPRESIONES ASINTOTICAS
Las funciones de Hankel. o de Bessel de tercerd especie. se definen como!

1

. Sl sen {E + ip ﬁ) d

A :

g
H, (2) 4

I, e sen (E +ip )
-3 ™

I-I; ()

siendo los caminos de integracion de la variable:

7 +iee w4 o=

il I- -l—r() - JT
1 :
L i &o | oo L,

Su relacion con las Munciones de Bessel de primera v sepunda especie es:

|
I, (1) = ; [I-IL () + E-lf, (2)]
N, (; I H! (; H? (z.
I ((‘-} :il n 'f’) it ?”
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Para argumentos grandes, se pueden emplear diversas expresiones asintoticas. En el ran-
go usual de nuestro problema, y de acuerdo con la precisidon requerida, se ha adoptado la si-
guiente formulacion:

gd . PT @
H () f= e 2 7 ) P2+ Q0 2)

5 pT T
H: (2)m /— @l =5 = 2) (B(p,2)=1.Q(p,2)}
P ma 2 &

siendo:
(=1 u—9) (g —1)(u—9) @25 (p-49)
] Y = - e e i e e et
Plpi2) =1~ "5 4l (82)°
o M=l (- D -9 @ —25)
iy T
0o 4_[-_,1
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SINOPSIS

Es bien conocida la utilidad de la fdrmula de Merchant-Rankine, comao formula empi-
rica simplificada aplicable a los pdrticos metdlicos planos ortogonales, para la estimacion de
la carga ltima de los mismos. El presente trabajo amplia la base de dicha férmula empirica
mediante la prospeccién diversificada de tipologias estructurales mds generales, dentro del
campo de las estructuras metdlicas planas de reticula no ortogonal, Algunos de los gjemplos
expuestos han sido deliberadamente forzados, tanto en su geomelria como en su estado de
cargas, al efecto de contrastar la drmula de Merchant-Rankine en casos extremos, varios
de ellos de {ndole puramente tedrica. Las cargas dltimas obtenidas mediante el andlisis no
lineal de dichas estructuras de prueba, han sido contrastadas con las previstas por la férmu-
la de Merchant-Rankine, apreciindose un ajuste relativamente satisfactorio, que permite de-
fender la extensién de esta férmula aproximada al caso de las estructuras metilicas no orto-
gonales. No obstante, se propenen, como resultado adicional de este trabajo, correceiones
de dicha férmula que, sin perjudicar su sencillez de aplicacion, permiten mejorar su nivel
de fiabilidad.

1, INTRODUCCION

Las referencias favorables a la utilizacion de la formula de Merchant-Rankine para los
porticos metdlicos planos ortogonales son muy numerosas [1], [2], [3], [4], [5], [6], 2],
[10], [11], [15]. El origen de dicha férmula radica en una expresion empirica propuesta por

Rankine en 1866 [12], para la evaluacion aproximada de la capacidad portante de los sopor-
tes metdlicos comprimidos, La significacion y el aleance de dicha férmula originaria, fueron
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ampliados por Merchant, muy posteriormente [11]. La férmula de Rankine generalizada,
o férmula de Merchant-Rankine, se aplica para la estimacién de la carga ultima de los pér-
ticos metdlicos planos ortogonales, traslacionales, de una o varias plantas, en funcién de la
carga critica “ideal™ de pandeo de conjunto de la estructura (determinada bajo la hipatesis
de material de elasticidad indefinida), v la carga limite dada por la feorfa rigido-pldstica de
primer orden (cdlculo pldstico “convencional™), Para la tipologia estructural anteriormente
indicada, la validez aproximada de la férmula de Merchant-Rankine ha sido ampliamente
contrastada, tanto desde bases tedricas [6], [15] como experimentales [8], encontrdndose
que las diferencias con respecto a las cargas ultimas “exactas” son favorables o, en caso
contrario, de minima incidencia en la sepuridad,

La utilidad de la férmula de Merchant-Rankine radica en la simplificacion de un pro-
blema costoso, como es el cileulo de la carga Gltima de los entramados metdlicos de acuer-
do con la teorfa no lineal (“geométrica™ y “mecinicamente™ no lineal), que conlleva ¢l
consumo de importantes tiempos de cdleulo en ordenador y resulta prohibitivo cuando se
consideran estructuras constituidas por gran namero de clementos, La aplicacidn de dicha
férmula reduce el problema a otros dos mds simples, en cada uno de los cuales s6lo una de
lng dos fuentes bisicas del comportamiento no lineal entra en juego. la no linealidad “geo-
métrica™, por un lado, ¥ la no linealidad “mecdnica”™, por otro; es decir, para el tipo de
estructura y de material que se han especificado anteriormente, v en base a hipdtesis gene-
rales sobradamente conocidas, el problema queda reducido a un andlisis de pandeo “*lineali-
zado™ vy un andlisis rigido-pldstico de primer orden; ¢l tiempo de ordenador necesario para
estos cdleulos es considerablemente menor que ¢l correspondiente al prablema general,
Ademids, para pérticos ortogonales “regulares’, existen a su vez métodos simplificados que
permiten la estimacidn aproximada rdpida, ¢ incluso manual, de las cargas eriticas ideales
(método de las “longitudes de pandeo™) v de las cargas limites rigido-pldsticas (estructuras
dimensionadas en basc al teorema estdtico de la Plasticidad), con la cual la utilidad de la
[rmula de Merchant-Rankine en el disefio estructural se ve doblemente potenciada.

Por todo ello, parece claro que la investigacidn acerca de la posible validez de la férmu-
la de Merchant-Rankine para tipologfas estructurales mis generales, ofrece considerable
interés, En este trabajo se expone una prospeccion efectuada por los autores del mismo, en
¢l campo de las estructuras metdlicas planas de reticula no ortogonal, constituidas por
piezas de directriz recta enlazadas rigidamente en los nudos, y suponiendo coartado el posi-
ble pandeo de la estructura o de sus elementos, fuera del plano de la misma, En el Angjo
n® | se resume la formulacidn bisica del programa de ordenador utilizado, el cual permite
el cdleulo no lineal de las estructuras del tipo anteriormente indicado, tanto en las variantes
de andlisis “geométricamente™ no lineal o “mecinicamente’ no lineal, como en el andlisis no
lincal conjunto, con ambas causas de no linealidad integradas en ¢l mismo proceso, El cuer-
po del articulo se dedica a la exposicion de los casos analizados y a la derivacidn de conglu-
siones, En primer lugar, ne obstante, se¢ incluye un resumen o aclaracidn de conceptos ge-
nerales de la moderna teorfa no lineal de estructuras metdlicas, cuya lectura puede resultar
util para el lector no familiarizado con la literatura técnica actual sobre dicho tema. Los
gjemplos expuestos han sido deliberadamente forzados tanto en su geometria como en su
estado de cargas, al efecto de contrastar la aplicacién de la formula de Merchant-Rankine
en casos extremos, varios de ellos de indole puramente tedrica. Ello ha permitido ¢l contras-
te diversificado de dicha férmula v la propuesta de posibles mejoras de la misma, expuestas
en las conclusiones finales de este trabajo,

2, CONCEPTOS GENERALES [1], [2]

Se considera una estructura de acero, plana, constituida por piezas rectas enlazadas ri-

76

Documento descargado de www.e-ache.com el 15/04/2026



gidamente en los nudos, siendo éstos desplazables, v encontrdndose impedido el pandeo tri-
dimensional (fuera del plano medio de la estructura), asf como los fendomenos de inestabili-
dad local de los clementos v olros posibles estados limites altimos (rotura frdgil, ete,).

Se supone que todas las cargas son estdticas y crecen mondtona y proporcionalmente
entre si, siendo representable este proceso mediante un Gnico pardmetro multiplicador, ~,
denominado “lfactor de carga™ o, simplemente, “carga™. No hay inconveniente en inter-
pretar v como un “coeficiente de ponderacién’ que se aplica a una configuracion de accio-
nes de referencia o “servicio™,

El problema que aqui s¢ considera consiste en determinar la “earga Gltima’ (y, ) para
la cual s¢ produce el agotamiento de la estructura, habida cuenta del comportamiento
anelistico del materdal v de los fenémenos de inestabilidad de conjunto. La férmula de
Merchant-Rankine proporciona precisamente un valor aproximado (7, ) de la carga tltima,
Tr = T

Suponiendo, en primer lugar, que ¢l material puede permanecer indefinidamente elds-
tico lineal bajo cualquier rango de tension, pero introduciendo en el andlisis los fendmenaos
de segundo arden en deformaciones, se obtiene un primer modelo tedrico (la Teorfa elds-
tica de segundo orden), que tiene en cuenta, de forma simplificada, los efectos del cambio
de geometria de la estructura debido a la deformacion, sobre ¢l comportamiento de la mis-
ma (no linealidad “geométrica™). Este modelo tedrico predice una “respuesta™ o relacion
carga/desplazamientos (¥ — A) no lineal, siendo ¢l pandeo una posible manifestacion espe-
cinlmente dramitica de esa respuesta no lineal,

Andlogamente a los fenédmenos de inestabilidad de los soportes aislados, ¢l pandeo de
la estructura puede ocurrir por “bifurcacion™ de equilibrio o por “divergencia”™ de equili-
brio. En el primer caso, que ocurre salo si la teoria lineal predice un estado con desplaza-
mientos nulos (en la hipatesis de inextensibilidad de las barras), la estructura abandona
bruscamente dicho estado al alcanzarse una cierta “carga critica ideal™, 5., bajo la cual
aparecen despluzamientos que siguen un determinado perfil o “modo de pandeo™, indeter-
minado salvo uno o varios factores no acotados (dentro de la teoria de segundo orden):
este comportamiento se¢ encuentra idealmente representado por la rama 1 de la figura 1,

Fig. 1. Respuesta no lineal de |as sstructuras matalicas.
Maotacidn:

(0)  Teoria lineal (Teoria elastica de primer orden)

(1) Bifureaeidn de squilibria (Teoria elastica de 2° ordon;
(2]  Divergoncia do equilibric (Tearia elastica de 2° orden)
{3)  Teoria rigida-plistica de primer orden

(4}  Teoria tlastoplistica de primer orden

(5] Teeria rigido-pldstica de sequnde orden

(6]  Teoria elastopldstica de sequndo ordan

{7)  Camportamiento “real”,
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La “carga critica ideal” se determina en ordenador resolviendo un problema atipico
de autovalores, consistente en la anulacién del determinante de la matriz de rigidez no
lineal del sistema (de las multiples raices de dicho problema matemilico, sélo la de menor
valor, v, , tiene gignificacidn fisica). En la formulacidn de este problema, que puede seguirse
en el Anejo |, basado en el “método de las funciones de estabilidad™ [6], [7], [?], [14], in-
tervienen como datos esenciales las rigideces de las barras v los esfuerzos axiles de las mis-
mas, los cuales generalmente se suponen aproximadamente proporcionales a los del estado
lineal (y - N). Determinadas formulaciones, no empleadas en este trabajo por su menor
eficacia a igualdad de mimero global de grados de libertad del sistema, “lincalizan” la ex-
presion de la matriz de rigidez reteniendo sélo los términos lineales de un desarrallo en
serie de potencias de v, ello permite la utilizacién de rutinas standard para problemas li-
neales de autovalores de matrices (“pandeo lincalizado™). Para la resolucidn del problema
de autovalores original (no linealizado) resulta especialmente atil el “método de las per-
turbaciones”, basado en la transformacién del problema de bifurcacién de equilibrio en
uno de “divergencia de equilibrio”, introduciendo un sistema de acciones parisitas o im-
perfecciones geométricas que, aun siendo de pequefio valor, sean capaces de excilar una
cierta componente de deformacién afin al primer modo de pandeo; ello permite reempla-
zar el diffeil problema no lineal de autovalores por un proceso iterativo, en general muy
rapidamente convergente, posteriormente descrito.

En realidad, toda estruclura, ain supuesta eldstica, debido a la existencia de “im-
perfecciones” inevitables o acciones “transversales” mis o menos intensas, experimenta
desplazamientos transversales (A) desde el comienzo del proceso de carga, los cuales pue-
den presentar un crecimiento divergente como resultado de los fendmenos de segundo
orden: este compartamiento se representa idealmente mediante la curva 2 de la figura |,
Si el material fuera capaz de permanecer indefinidamente eldstico, y suponiendo que los
desplazamientos no son tan elevados como para invalidar la teoria de segundo orden, se
produce una fendencia asintética de la curva 2 a la recta 1, para ¥ =7, Siendo 4 ung
clerta norma del vector de desplazamientos (por ejemplo, su valor miximo absoluto) y
Ay su valor segin la teorfa lineal para y = |, asintéticamente para y =+, se cumple: & =
=y - Ag/(1 — 7). Esta expresion es extraordinariamente Gtil para deducir v, [9], a
;‘.n.uljr de A, ¥ und o varias determinaciones de A, p:‘ll‘d dx!urelms ¥ segun la teorfa no li-
neal {generalmente dos evaluaciones de A, una I.IG ‘ensayo” y primera estimacion de v,
v una segunda, o a lo sumo una tercera, de “verificacién™, son suficientes, si se hace una
eleccidn adecuada de las “perturbaciones™ del sistema, en su caso). El conocido método
“P_A", que reproduce también adecuadamente la “divergencia de equilibrio”™, puede
asimismo emplearse para la estimacion de . Y, aunque con menor rigor, pere con aplica-
bilidad “manual”, el “método de las longitudes de pandeo™, en caso de resultar vdlido, per-
mite a su vez una estimacion aproximada, pero muy ripida, de la carga critica,

7, = min® {r* EI/(%§} N)},

siendo ¢, lu longitud de pandeo de cada una de las barras comprimidas, y N el respectivo
esfuerzo axil de compresién, segiin la teorfa lineal, parasy = I, (Para una aplicacion correcta
del método de las longitudes de pandeo, se recomienda tener bien presente las hipotesis en
que dicho método se fundamenta, deseritas en multitud de tratados sobre fendmenos de ines-
tabilidad eldstica, cuya enumeracidn serfa ociosa aqui, y examinar discriminadamente la ve-
rificacion o no de dichas hip6tesis en cada caso concreto),

En contraposicién a la teorfa eldstica de segundo orden y sus diversas variantes, la
“teorfa elastopldstica de primer orden™ constituye un segundo modelo tedrico no lineal, bi-
sico, también incompleto y frecuentemente inadecuado a la evidencia experimental. En este
modelo tedrico se supone vilida la teorfa de primer orden (ignorando los efectos del cam-
bio de la peometria sobre la propia respuesta estructural), pero se introduce en cambio el
comportamiento aneldstico del material. Con las condiciones de validez que pueden con-
sultarse en la normativa v bibliografia corrientes sobre cdleulo de estructuras metilicas,
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este modelo bidsico puede reducirse a la introduccion de “rotulas pldsticas™ localizadas
en las secciones que alcanzan un valor determinado del momento (momento plistico, Ml1 ),
que puede depender del resto de esfuerzos concomitantes en la misma seccidn, Suponiendo
pricticamente ilimitada la capacidad de rotacién de las rotulas plisticas, la estructura co-
lapsa para un determinado factor de carga, v, (carga “rigido-plistica™ o “plistica™) para
la cual la estructura como conjunto, o una cierta subestructura, se transforma en un me-
canismo, En la figura 1 se indican esquemiticamente el comportamiento rigido-plistico
(rama 3), para el cual la carga pldstica se supone alcanzada sin deformacion previa alguna,
v el comportamiente elastoplistico (poligonal 4), tal como puede evaluarse mediante la
transformacién progresiva de la estructura por la aparicién de lag sucesivas rétulas plisticas
a lo largo del proceso.

La determinacidn directa de Yoo sin necesidad de seguir todo el proceso de carga,
puede efectuarse aplicando los teoremas del andlisis Ifmite de la Teoria de la Plasticidad,
Ello permite reducir la obtencidén de v, a un problema matemitico de “programacion
lincal”, resoluble mediante ¢l bien conocido algoritmo del “simplex™: de esta forma, la
determinacién de Yp e ordenador resulta sencilla ¥ rdpida para una estructura dada, pre-
viamenie conocida. (Este procedimiento admite aplicaciones de mayor alcance, en el campo
del dimensionamiento dptimo de estructuras, que no son consideradas en este trabajo).
Por altimo, manualmente, al menos cuando se manejan tipologias convencionales de com-
portamiento bien conocide, resulta frecuentemente Ficil estimar, mediante (érmulas o aba-
cog, ¢l valor de 7, , o dimensionar la estructura de modo que una cierta carga plistica quede
garantizada por exceso,

Cuando las dos fuentes de comportamiento no lineal {efectos de segundo orden y fe-
nomenos elastopldsticos) se reunen en un mismo modelo tedrico (teorfa elastoplistica de
segundo orden), el anidlisis se encarece considerablemente. Aunque han sido propuestos mé-
todos que eluden ¢l seguimiento progresive del proceso de aparicion de rétulas plisticas, el
tiempe de cdleulo en ordenador resulta prohibitive si el namero de grados de libertad ¢
hiperestatismo son considerables, La respuesta de la estructura se describe en la figura |
tcurva 6) ¥ admite Ia siguiente interpretacion; la formacion de la primera rétula plistic
produce un deterioro de la rigidez global de la estructura, lo eual provoca una reduccion
de Ia carga critica (y) ¥ la consiguiente transformacion de la curva 2 (curva 27): de nuevo,
la segunda rotula plistica genera otra transformacion {7;‘, 27 vy este procesn continia
hasta que Ia aparicion de una clerta rotula plistica adicional produce la pérdida del carde-
ter definide positive de la matriz de rigidez “deteriorada™ o “residual™, hecho que carac-
teriza una situacién de inestabilidad, Ello sucede, normalmente, con un nimero de rétu-
las menor que las que aparecen en el proceso descrito por la curva 4, pudiendo ademis no
existir coincidencia en el orden y/o situacion de las mismas. La sucesion y, =y =y =
= 4" & @y, permite la interpretacion de y, como carga critica “deteriorada™ del sis-
tema, atin cuando las cargas criticas intermedias v, ¥7, ete,, no llegan a calcularse expli-
citamente, sino que vy, se determina directamente como ¢l valor limite de v alcanzado en
el proceso descrito por la curva 6,

Finalmente, cuando se tiene ademis en cuenta la extension finita de las zonas plas-
tificadas, asi{ como las tensiones residuales de laminacidn, soldadura, etc., las inevitables
imperfecciones peométricas a nivel de seccién, pieza y estructura, el endurecimiento del
material para deformaciones elevadas, etc., se obtenen modelos tedricos aun mis sofis-
ticudos, susceptibles de representar todavia mejor el comportamienio “real”™ (curva 7).
En el presente estudio, no obstante, se identifica ¥, como el mdximo de la curva 6, con las
salvedades va indicadas,
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3. LA FORMULA DE MERCHANT-RANKINE

La férmuly de Merchant-Rankine proporciona un valor aproximado (v ) de la carga
ultima {7y, ), a partir de la carga critica ideal (7,) y de la carga plistica (y, ):

1 | I ¥
diri _Seloely pialol TI{ — _._.l.‘. e

" T Y bty Ja,

Aun cuando su justificacion es fundamentalmente empirica, admite ciertas explica-
ciones tedricas, simplistas, para modelos de un solo grado de libertad, y para modelos de
mids de un grado de libertad cuvas rotulas plisticas se formen todas simultineamente (para
¥ = ¥p )i en este hipotético caso, en el cileulo elastoplistico de primer orden, las solicita-
ciones coinciden con las de la teorfa lineal ¢y - M) para 0 <y = Yoo ¥ aleanzan los valores
plisticos Tp * M M, simultineamente en tadas las secciones criticas. Entonces, admi-
tiendo 1/(1 ¥/¥.) como factor de amplificacion aproximado por efectos de segundo
orden, se tendri;

Tu M d
LIRS, . S M,
a0 — 7, /%) P =7p
de donde:
Lo i3 L

Verdadernmente, esto dista mucho de ser una justificacion minimamente rigurosa de la
férmula, pero apunta ciertas caracteristicas de la mismu, cmpiricamente observadas, como
la de que su precision es tanto mejor cuanto mds semejantes sean entre sf ¢l primer modo
de pandeo y la deformada del mecanismo de colapso plistico [6], ya que en tal situacidn
cabe esperar, razonablemente, una buena aproximacion del factor de amplificacion, 1/(1

— ¥/ ). de las solicitaciones primarias,

Otra posible explicacion de la fdrmula de Merchant-Rankine s¢ obtiene admitiendo
la hipdtesis (ciertamente gratuita) de que 5, coincide aproximadamente con la ordenada
de la curva 2 de la figura 1, correspondiente a un desplazamiento de valor: & = ¥, - Ay (")
(desplazamiento correspondiente, segtin la teoria lincal, para v = "r},}. Entrando con A -
e i A, en la expresion asintdtica & = v - A /{1 — /v, ). se despeja el valor indicado
{7y ). Otras posibles estimaciones aproximadas de la carga Gltima, en base a este tipo de
consideraciones simplistas, se discuten en [9].

Para los porticos ortogonales, la justificaciéon empirica de la férmula de Merchant-
Rankine procede de ensavos en modelos reducidos v ensavos simulados por procedimientos
numéricos [6], [8], [15]. cuyos resultados se resumen en las figuras 2, 3 y 4, De entre las
diferencias contrarias a la seguridad, las pésimas observadas son del orden del 12 por 100,
Estas diferencias desfavorables tienden a localizarse para valores reducidos de vy, /v, , segun
se aprecia en dichas figuras, También Majid [9] senala pequenas diferencias, contrarias a
la seguridad, para valores bajos de vy, /y,., en determinados casos particulares,

La férmula de Merchant-Rankine puede considerarse como la expresion de un dia-
grama de interaccion, particularmente simple, en el plano x -y (figura 2), o la de una
“eurva de pandeo™ v (M) muy simple (Tiguras 3 v 4), en dichas figuras se denomina 5 € ¥

(¥} A, =desplazamiento, segiin la 1eoria lineal, para ¥ = [,
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Fig. 2. Cargas de rotura de estructuras de pisos, ensayadas par Low [Ref, 8).
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Fig. 3. (Ref, 6, 10, 15}

Notacion:
Iy Carga critica eldstica, _
Y, = Carga de colapso rigido-pldstica,
vy, = Cargade ruina,
Merchant-Rankine: la —1 X

Tu Yo Y

81



o LD
NSRBI
m, . i (]
b v .;'..* i - —
i a = ¢
aii k;:q & uﬂ“unﬂ A - g
k “'*‘tih.,_' ; ’ Fig. 4. {Ref, 2)
Ll g Motagidn:
oo RE-—...; Ye = Carga critica eldstica,
J- @_'}"--.. p o = Carga de colapso rigida-plastica.
el 7 Yu = Carga de ratura.
(53] = 2a a4 tn on an
[z Lios sl ea Merchant-Rankine: 3=l +-1—
CD = Ta @ RAMHRIHE ..1_ --.‘. + i ‘YU .Tp T‘-

T VR

a las magnitudes relativas: X = v, /7., ¥ = ¥,/%,- A= V"yphrr es la “esbeltez reducida ge-
neralizada”™ (generalizacion de la magnitud X = A/, con A, = 7 V E/f,, empleada en las
“curvas europeas” de pandeo de soportes) yi y = v, /v, ¢s el “coeficiente de pandeo gene-
ralizado”, o fuctor reductor de la carga plistica,

Puede tener cierto interds la comparacion formal de estas expresiones con las deduci-
das mediante ajuste de formulaciones de Ayrton-Perry-Robertson a las “curvas de pandeo”
de los soportes metilicos | 13]:

y+n. =1
] =X

siendo: p = 1 (A), una magnitud adimensional denominada “imperfeceién generalizada™,
que se determina por ajuste a los coeficientes de pandeo tedrico<experimentales. Asi, para
n = 0,3 . (A)* se obtienen cocficientes de pandeo y equivalentes (¥ = 1/w) a los propuestos
en las normas espafiolas “em 62" y “MV 103" (Dutheil), Y con expresiones del tipo n =
= p - (A — Ay), Rondal v Maquoi [13] ajustan, con notable precision, las ¢inco curvas de
pandeo europeas (CECM=1977) v las tres de las recomendaciones americanas (8SRC-=1976).

En términos de “diagramas de interaccion”, puede proponerse una expresion general
del tipo siguiente, de la cual resultan, por particularizacion, los diversos criterios citados:

f(x,y)=(ax +by) —pxy +p. Vxy=1("

en donde:
Merchant-Rankine:a=b= 1, u=p=0(..x+y=1).
— Dutheil:a=13;b=1l;p=1;p=0(..13x+y-xy= 1)
~ Rondal-Maquoi:a = 1:b=1-02p,u=1:p=0,125,0206,0339,0489, 0,756
(curvas CECM a,.a, b, c.d) (x+ (1 =02 p)Xx —xy + p - /Xy = 1),

La transformacion del “diagrama de interaceién™ (x—y) en “curva de pandeo™ (v — N
se realiza de manera trivial, efectuando ¢l cambio de variables x = ()\.)2 sy, v =y oy despe-
jando ¥ en funcion de A. §i g # 0, resulta de esta forma la siguienie expresion:

(*)  La incorporacion de dos términos adicionales ex?® + dy® mantendrin una de las ventajus esenciales
de esta férmula, la de poder despejar ¥ explicitamente en funcion de A, generando asi “eocficientes
de pandea”™ de manegjo cdmado. Mo obstante, ¢sos términes cuadrdticos adicionales no son necesarios

para reproducir los diversos criterios arriba mencionados,
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— 1 b b :
T ot A+ —=+p) - l/ A+=+p)P -4
¥ SR ’i(a 5 g) (a z £) nj

En cambio, para gy = 0 = p,a = | = b (Merchant-Rankine), se obtiene:

"R = —1 . sendo T ™ L

R = =
I+ (A)* Tp

Las diferencias, tanto formales como numéricas, de ambas expresiones y (M) son con-
siderables, lo cual pone de manificsto, entre otras consideraciones, la conocida inadecua-
cion de la férmula de Merchant-Rankine para los soportes aislados. Pero, evidentemente,
la expresidn “general”  (x, ¥) = ]| puede servir de base de partida para la basqueda de
posibles formulas de interaccion alternativas,

4. DESCRIPCION DE LOS CASOS ANALIZADOS

Se han analizado, en total, sicte casos de estructuras no ortogonales, de diversas tipo-
logias ¥ con distintos estados de carpas. Las caracteristicas esenciales de dichos casos aparc-
cen resumidas en la Tabla n® 1, Las figuras 5, 6,7 v &, describen de manera grifica algunos
de los resultados mas significativos de cuatro de los siete casos analizados, En la Tabla n® 2
se recogen, para la totalidad de los casos, los resultados finales que interesan o efectos de
establecer el contraste de la férmula de Merchant-Rankine objeto de este estudio, En la
misma tabla se recogen otros siete casos descritos en la ref® n® 9, correspondientes a estruc-
turas no ortogonales, pero dentro de una tipologia limitada (pérticos a dos aguas, simétricos,
con carga vertical uniformemente repartida). Finalmente, las figuras 9 y 10 incluyen la to-
talidad de los ¢asos, v sirven de base para las conclusiones finales expuestas en el aparta-
do 5°,

Los casos analizados se han elegido de manera que varfen ampliamente la geometria
y estados de carga posibles, legando incluso a situaciones deliberadamente forzadas, como
las de los casos 5, 6 ¥ 7. Las diversas configuraciones estudiadas generan estados de solicita-
ciones de compresion y de flexién, combinadas con incidencias muy diversas, de manera
que varfa ampliamente la proporeidn ’)'pf'ﬂ: o su equivalente, ¢l pardmetro A = "V/'Ypf"h-
(esheltez relativa generalizada),

Todos los casos se han analizado en base a cuatro modelos de comportamiento dife-
rentes, que aparecen en las figuras con las siglas siguientes:

El: andlisis elistico, segan la teorfa de primer orden (cdleulo lineal),
E2:  anilisis eldstico, segan la teoria de segundo orden.

EP1: andlisis elastoplistico, segn la teorfa de primer orden,

EP2: andlisis elastopldstico, segun la teoria de segundo orden.,

La carga Ifmite segin este dltimo modelo tedrico, se adopta como estimador fiable
de la carga ultima de la estructura; mientras que los dos modelos anteriores, E2 v EPI,
proporcionan los pardmetros y, ¥ Tp: réspectivamente.
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Fig. 8. Resultades eorrespondientes al caso n® 5,
Motas: Los casos 6 v 7 son andlogos, con diferentes estados de cargas,

Se representa Unicamente la evolucion de los momentos en las secciones correspondientes a la prime-
ray Gltima rotulas plisticas,
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TARBLA 1

Deseripeidn de log cados analizados

CASO 1

PORTICO A DOS AGUAS, BIARTICULADO, ASIMETRICO, DE UN VANG,
Carpga vertical, vana 2, 3: uniforme, 0,85 t/ml.

Carga horizontal, nudo 2; puntual, 1L

Supuesto arriostrada en la direceidn transversal,

lgual seceidn en todas lag barras,

Dimensiones: las de la figura 5.

CASO 2 (Figura 5)

IDEM PORTICO ANTERIOR, SALVO ESTADO DE CARGAS.
Carga vertical, vana 2, 3: uniforme, 085 t/ml.

Carga puntual, nudos 2 v 4 puntual, 15 t.

Carga horizontal, nudo 2; 0251,

CASO 3 (Figura 6)
ARCO EMPOTRADO-ARTICULADO, CON CARGA ASIMETRICA.,
Rebajado, esbelio y arviostrado transversalmente,
Directriz parabalica,
Seceion constante,
Dimensiones: las de la figura,
Cargas verticoles: nudos 1 al 6, uniforme, 0,6 tyml,
nudos Gal L1, uniforme, 1,2 t/ml,

CASO 4 (Figura 7)
PORTICO ESBELTO.
Rebajada, arriosirado transversalmente, Seccidn variable,
Carga asimétricn; intervale 1.2.3-7-8-9 uniforme, 4 t/ml.
nude 7! puntual, 60 @
intervalo 9-13-14: uniforme, 2 t/ml.

CASO 5 (Figura 8)

ESTRUCTURA NO ORTOGONAL TEORICA,

Grado de hiperestatismo elevado, Cargas ligeramente asimétricas.

Carpa vertical en vanos 2.4, 33, 6.8 y 79! uniforme, g = 1 t/ml.

Cargas puntuales en todos los nudos, en direceidn al centro del hexigono: P = 35 1.
lgual seceidn en todas las barras,

Supuesto arriostrado en direccion transversal.

CASO 6

IDEM ESTRUCTURA ANTERIOR, SALVO ESTADO DE CARGAS,
Carga vertical: uniforme ¢ = 0.4 t/ml.

Cargas punll,i;de::: Pm52 ¢,

CAS0 7

IDEM ESTRUCTURA 5, SALVO ESTADG DE CARGAS.
{'.‘mgu vertical: unilforme, q 0,2 t/iml,

Cargas puntuales: P =521t,
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TABLA 2

Resumen de resultados

Caso X y Y% A b Tr e
%
| 0043 0,942 0,044 0,211 0.962 0,957 + s
2 0827 0436 | H97 1,377 0,436 0,345 + 209
3 0.,430 (0,535 0,805 0,897 0.535 0,534 3.6
4 0218 0.824 0,245 0.513 0,824 0,791 + 40
5 0,239 0.602 0,397 0,630 0,602 0,716 189
§] 0,524 (0,366 |.430 1,196 (1,366 0411 - 123
7 0,649 0,242 1852 1.689 0,242 0,260 74
8 0111 (0,858 0,129 0,359 0.858 0,585 3,
4 0,097 0,846 0,115 0,339 0,846 {0,894 — 6,1
10 0,138 0,790 0,175 0418 0,790 0.851] 7.0
I 0082 0.89] 0,092 0,303 0,891 0915 .
12 0,183 0,766 0,238 (), 488 0,766 0,807 54
13 0,133 0.87] 0,153 0,391 0,871 0866 + 06
14 0,113 (852 0,133 0,365 0,852 0,883 30
y=di. yaliag, Y= VTP‘
T Tp Ye
;M — S _l — , = T__‘Yi (ﬂn fﬂ,}
4+ (A)? L
Nota: Los casos 8,9, ..., 14 se toman de la referencia [9], y corresponden a porticos a

dos aguas, esbeltos, simétricos, con carga vertical uniformemente repartida.
5, CONCLUSIONES

La tabla n” 2 v las figuras nameros 9 v 10, confeccionadas en base a los diversos casos
considerados, permiten establecer las siguientes conclusiones:

a) El criterio de Merchunt-Rankine podria extenderse a las estructuras metilicas de
reticula no ortogonal objeto de este trabajo o, por lo menos, no puede afirmarse
radicalmente lo contrario en base a los valores oblenidos. Salvo en dos de los ca-
torce casos, las diferencias desfavorables (¢ < 0) no exceden de —10 por 100; la
diferencia pésima observada es —18.9 por 100; v la diferencia media, —3,1 por 100,
Mo obstante, los resultados obtenidos no son tan favorables coma los recogidos en
elapartado 3 de este articulo, correspondientes a los pdriicos ortogonales.

b)Una sencilla correccién del coeficiente de Merchant-Rankine, v, = I/[1 + (AP,
puede realizarse en la forma:

YR =R 05 (R P¥ 405 -G (M

Este “coeficiente de pandeo™ modificado, reduce la diferencia pésima, para el con-
junto de casos considerados, a —6 8 por 100, con lo cual se mejora razonabilemente
la seguridad de la férmula, manteniendo su sencillez de aplicacién, En términos de
“diagrama de interaccion”, el criterio modificado anterior es pricticamente equiva-
lente a la expresidon:

(*)  El “diagrama de interaccion™ correspondiente o este “coeficiente de pandeo™ adopta una expresién
algo complicada: [x} + y* + 1.5 xy]/}(x+ y)"‘ = 1 pero es pricticamente equivalente a ln formula
mis simple que al final del parrafo b) se indica.

B4
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fx,y)=x+v+05xy=1(*)

¢) La quinta curva de pandeo (d) de los soportes metdlicos, segin la Convencion Euro-
pea de la Construccién Metdlica (CECM-1977), aplicada en funcién de la esbeltez
reducida generalizada (M) de la estructura, arroja valores intermedios (salvo en inter-
valos muy locales) entre los dos “coeficientes de pandeo™ v v 7}, por lo cual su
nivel de fabilidad es también intermedio entre los de dichos coeficientes, Sepin
Rondal v Maquoi [13], dicha curva (d) puede ajustarse con suficiente exactitud
mediante una formula explicita del tipo indicado en el apartado 3° de este trabajo,
cona=|,b=0849 p=1,p =0]756,siendo pues de aplicacion sencilla ¢ inme-
diata.

Salvo las modificaciones que han quedado propuestas, el eriterio de Merchani-Rankine
puede, ¢n definitiva, mantenerse (o adaptarse) para su aplicacién a las estructuras estudia-
das en el presente trabajo, manteniéndose pues la disponibilidad de un criterio simplificado,
cuyo interés prictico ha quedado va suficientemente resaltado en los apartados iniciales de
este artfculo.

ANEJO 1: FORMULACION (6), (7), (9), (14)

(I)  Matriz de rigidez de la barra recta, segtin el método de las “funciones de estabilidad™,
(Hipotesis: teoria de sepundo orden en deformaciones; material eldstico lineal; ausen-
cia de deformacion de cortante; seccidon v esfuerzo axil constantes a lo largo de la

barra);
g o Gl
“I:‘_ B oy % g o= '-’t 0 .0 W)
l'ziFEI »,, & El 1o, 0o . - ]il_l @, . 'E"LI;I by, | (v)
- - L
4{[ b, 0 . bl !;.I o, ;.[]J o, @)
K= 2 =
l'_: il
A% o, 0 (uy)
(SIMETRICA) 'liu' Mo, | Ol'..['*] ®, | (vy)
4 ILl ip 3 (@2 )

(*) Esta férmula de interaccién responde a la expresién mds general indicada en el apartado 3°, particu-
larizada paraa =b = |, = — 05, p =0, El “coeficiente de pandea™ correspondiente es:

o LETERE

A pesar de la gran diferencia formal con el coeficiente yj, antes indicado, los valores numéricos
pricticamente ¢oinciden (mdxima diferencia, en valor absoluto, entre ambos; 2,7 por 100},

BO
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V;F \1'2
E } 1
r‘\lpl Ir \\92
——= l3
e o T
¥ db = u,, v, 0.0,
a) SiN< O:
=1r_z£‘ ='..1.\f‘. ﬂ'\/ . = plEo

Ny 2 - N G ik g
_o-(@+p-af) _a—ftef

| —wf . a+f-af?

: . 3 ¢
l.lll = L{TL) C;_ y (bt m (]G‘!’E‘_) : cl'l-._,‘ = % : {]Jﬂ = 2

b)SIN=0:
l.' = N[q_ - m" = Tzr V’r-' 3 ‘3' = (Cth n{‘
I
O 6 0 O . 5. il
| -’ ’ o —f +a'p?
i (1 +¢ 8, -5C

tplzs_lﬁ-li-{-qj_; Ellnzh{.{)..._.); t|:|]=l.4_‘ P, e 3

(11} Esfuerzos de empotramiento perfecto (pg )

Curga uniformemente repartida extendida a toda la longitud de la barra: los momentos
de empotramiento de la teoria lineal se ven afectados del factor 1/®,, permaneciendo
malterados, en ese caso, los cortantes en los extremos empotirados. Para otros casos de

carpa, viéase ref. 6. En general, puede admitirse que
e =< 0,25,
(1) Articulaciones yv/o rd(ulas plisticas:

Transformacién de la ecuacion de respuesta de la barra,

esta correccion es omitible si

p=kd+pe,encaso de apa-

ricion de una rotula plistica (M = M) en la seccidn x = X, « (M, con su signo corres-
pondiente. En caso de tratarse de una “verdadera™ articulacion, el algoritmo siguiente

es aplicable con M, = 0),

Siendo M, el momento “isostatico™ en la seceion X = X,

X
M; —pa +(ps +ph}f-’-=Mp. luego: a' .2=M1’*;.

, 5@ tiene:

. -
siendo: M¥ =M, —M,, a'= Lu, 0, _(. L"ﬂ) 0.0, ""f]
Se define asimismo b=fka t= “t{h (= q‘ ka), p= I? I',‘ - glﬁLq)

a0
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Siendo @ la rotacion de la rotula, cond = d* + @ a sc obtiene:

Bl e ey gy & dN e R Rty

Lpta

Ml=dalp=bld*+i0+ad'p . 0=p i 4

p=Kd* - Lbbd*tubtp i lugo p=k*d*+pr,

I
Y

siendo: K* =K : b pf=p . tub

Este algoritmo de transformacion de la matriz de rigidez y de los esfuerzos de empotra-
miento perfecto, puede aplicarse de nuevo sobre la misma barra, en caso de aparecer
una segunda rdtula plistica en un instante posterior del proceso de carga.

En ¢l caso particular de la barra articulada en ambos extremos (x, = 0, X, = L), la ma-
triz de rigidez transformada, puede expresarse mds sencillamente de forma directa:

EA" 5 o, JEAY g 0
L L
! M
. . s mta
L. 0 8 £

K’-ﬁ

Eat
. : 0 0
L
(SIMETRICA) :\l ; 0
|
0

(1V) Imperfecciones geomélricas.

Al mienos en el caso de o bafra articulada en ambos extremos, resulta conveniente esta-
A

blecer los coeficientes de rigidez + L . en base a un drea “efectiva™ A% < A, Para la
barra biarticulada, con una preflecha sinusoidal de amplitud n « € (n = 1/500), s¢
determina:
A :

A =. e , slendo N

n* Afr

] oy A
41 —rp

L N
e, T (0T
VI/A N

La existencia de desplomes de los soportes ¢ imperfecciones andlogas, puede general-
mente introducirse, de forma equivalente, mediante cargas transversales ficticias apli-
cadas en los nudos de la estructura, adoptando la configuracion mis desfavorable (de
manera de excitar ¢l primer modo de pandeo). En el caso de pariicos orfogonales, una
regla adecuada puede ser la de introducir cargas horizontales no inferiores a 1/200 de

£l
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las cargas verticales de cada planta, bien entendido que todo el andlisis estructural sub-
siguiente se efectiia con los criterios de segundo orden expresados en este Anejo.

ANEJO 2. NOTACION

A ¢ Areade la seccion transversal de la barra,
AY 0 Area equivalente.
a . Parametro del diagrama de interaccion,

a@ . Matriz columna; incluye los giros extremos de la barra, asociados a un giro unitario
de una rotula pldstica, en una seccion arbitraria,

b Pardmetro del disgrama de interaceion.
b ¢ Producto K- @,
C o Sepunda funcion de estabilidad,

d © Matriz columna, de desplazamicntos y giros extremos de la barra.
d™ . Matriz columna, de desplazamientos y giros transformados.

E . Mdadulo de Young,

f (%, y): Funcion de interaccion,

I . Momento de inercia de la seccién transversal de la barra,
K ¢ Matriz de rigidez de la barra.
K™ ¢ Matriz de rigidez, transformada por aparicion de una rotula plastica,

L Longitud de la barra,

M : Momento flector,

M,, : Momento plistico.

M* : Dilerencia M, — M,.

My : Momento “isostitico™ en la seccion de abscisa x5 (momento flector en la hipOtesis
de estar la pieza simplemente apovada en ambos extremos, sin momentos aplicados
en los mismaos, v supuestas actuantes las posibles cargas intermedias de In barra),

N Esfuerzo axil.

Np ¢ Carga eritica de Euler de la barra biarticulada.

n : Cociente preflecha/longitud de la barra.

I, i Matriz columna, de esfuerzos de extremo de la barra.

py, ¢ Esfuerzos de empotramiento perfecto de la barra.

Pt Esfuerzos de empotramiento perfecto, modificados por la aparicion de una rdtula

plistica,

r : En valor absoluto, relacion entre el esfuerzo axil, supuesto de compresion, y el axil
eritica N .

i . ldem, para esfuerzo axil de traccién.

5 : Primera funcion de estabilidad.

t . Producto a'h (=o' K a).

u;, u, : Desplazamicentos longitudinales de los extremos de la barra.
Vi, Vs : Desplazamientos transversales de los extremos de la barra,

x ¢ Abscisa de la barra, en ¢jes locales de la misma (0= x = L).

x  Cociente ¥, [v.

Xg ¢ Abscisa de la seccidon donde aparece una rotula plastica,

y 1 Cociente v, /v,.

e, &', B, f" Parametros auxiliares para la formulacion de las funciones de estabilidad de la
barra,

¥ Coeficiente o factor de carga,

¥. © Factor de carga que determina la pérdida del cardcter definido, positive, de la matriz

de rigidez de la estructura, dentro de la teoria de 2° orden eldstica (abreviadamente:
“carga critica’).
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Factor de carga correspondiente al colapso, segiin la teorfa elastoplistica de primer
orden (abreviadamente: “carga plastica’).

Aproximacién a «,, segtin la formula de Merchant-Rankine,

Factor de carga correspondiente al colapso, segtin la teoria elastoplistica de segundo
orden (abreviadamente: “carga Gltima’’).

“Cocficiente de pandeo™ (relacion vy, /v, ).

Aproximacién a %, segiin el criterio de Merchant-Rankine (cociente vy [¥p).
Cocficiente 7, modificado.

Desplazamiento mdximo o representativo de la estructura,

Valor de Asegin la teoria lineal, paray = 1,

Imperfeccion adimensional, generalizada, segin Maquoi v Rondal,

Error relativo (v — ¥ )/¥, en %,

93 1 Giros de los extremos de la barra.

Esbeltez de la barra biarticulada,
. . , = 1/
Esbeltez relativa, generalizada, de la estructura, A = |/ 20
Yo
i Pardmetro del diagrama de interaceion.
Pardmetro auxiliar para la formulacién de p*,
i Pardmetro del diagrama de interaceion.
Giro de una rdtula pldstica, en una seccién arbitraria de la barra.

by, by, by, Py, 0 Funciones de estabilidad.
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Publicaciones especiales de la A.T.E.P.

Manual H,P, 5-79 " Recomeandaciones para la disposicibdn vy colocacién de armaduras”

Dentro de la serie de Manuales que, desde hace afios, viene editando la Asociacion Téc-
nica Espafiola del Pretensado, v en los que se recogen lus recomendaciones relativas a las
diferentes etapas del proceso general de gjecucion de las construcciones pretensadas, se ha
publicado el Manual H.P, 53-79 en ¢l que, bajo ¢l titulo “Recomendaciones para la disposi-
cidn y colocacion de armaduras™, se han recopilado todas aquellas normas que la prictica
ha demostrado deben tenerse en cuenta para obtener una adecuada disposicion de las arma-
duras en los elementos pretensados, tanto si se trata de armaduras pretesas como postesas,
incluyéndose asi mismo las armaduras pasivas que suelen acompahar a las activas,

Por la fntima relaciéon existente entre tales armaduras v oftra serie de dispositivos y
piezas tales como los anclajes, empalmes, vainas, separadores, etc,, se recogen también en
este Manual las recomendaciones correspondientes a su colocacion.,

En todos los casoes, se tratan por separado las fases de proyecto, gjecucidn y control.

El interés del tema elegido resulta evidente si se tiene en cuenta que el estado tensio-
nal ¢reado por las armaduras activas en todo ¢lemento pretensado, debe ser tal que per-
mita a éste cumplir, con las necesarias garantias de seguridad v durabilidad, la funcidn a que
va destinado. ¥ como dicho estado tensional depende, no sélo de la magnitud sino también
del punto de aplicacién de la resultante de las fuerzas de pretensado introducidas, se com-
prende que la disposicion de las armaduras en este tipo de piczas adquiere una importancia
primordial; por lo gue su colocacion debe ser cuidadosamente realizada en obra,

A la consecucion de esie objetivo se estima que pueden contribuir, de modo impor-
tante, las recomendaciones de este Manual,

El Manual H.P. 579, con 87 pdginas y varias figuras, estd a la venta al precio de 300 -
ptas el ejemplar (seis délares USA para el extranjero). Para los Miembros de la ATEP s¢ ha
establecido el precio especial de 200 - ptas (cuatro délares USA para el extranjero).

Manual H.P. 6-83 " Recomendaciones para |a conservacion de obras pretensadas’”

Continuando con la serie de Manuales que esta Asociacion viene publicando con las
recomendaciones que se consideran idoneas para conseguir una adecuada realizacion de las
construcciones pretensadas v su buen comportamiento a lo large de su vida de servicio, se
ha editado el Manual H.P. 6-83 ¢n ¢l que, bajo el titulo “*Recomendaciones para la conser-
vacion de obras pretensadas”, se recogen las directrices que deben seguirse para mantener
en buen estado las estructuras pretensadas, salvando asi las lagunas hasta ahora existentes en
la normativa oficial en relacion con este problema tan de actualidad v que tanto preocupa
en todos los palses,

Por otra parte, se ha estimado también interesante incluir en este Manual las oportunas
recomendaciones para la mejor aplicacion de la téenica del pretensado en la realizacion de
reparaciones v refuerzos de estructuras.

Debe subrayarse que, en realidad, el titulo de esta publicacién resulta algo restrictivo,
puesto gue los principios sobre conservacion que en ella se establecen para las obras pretens
sadas son de aplicacién mucho mds amplia; casi podria asegurarse que son de aplicacidn
general a todo tipo de construcciones.

El Manual H.P. 6-83, con 110 pdginas y numerosas fotografias, figuras y tablas, estd
a la venta al precio de 600~ ptas ¢l gjemplar (sicte y medio dalares USA, para ¢l extranjero).
Para los Miembros de la ATEP se ha establecido el precio especial de 400,- ptas cada gjem-
plar (cinco délares USA para el extranjero),

Los interesados en la adquisicion de estos manuales deberdn dirigir sus pedidos a;

ASOCIACION TECNICA ESPANOLA DEL PRETENSADO

Apartado 19,002

28080 MADRID
Telf.: 202 04 40.
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Entorno del andlisis no lineal de
estructuras de hormigdn pretensado

Juan Murgia
E.T.5.L.C.C.P.
u.P.C

INTRODUCCION

Abardar el anilisis de estructuras lineales o de barras de hormigén prefensado de
manera general y rigurosa, eén consecuencia, tanto en ¢l dmbito de la no linealidad co-
mo en la amplitud de tal tipologfa (estructuras reficulares en general), no parece ser toda-
via algo trillado, cuando si lo es bastante para otras estructuras.

Es posible que una de las razones profundas de ello resida en, como pasa en muchos
otros campos de la actividad humana, la tendencia persistente a extrapolar lo conocide;
en lo que nos atafie, el andlisis de estructuras de un solo material (acero, por ejemplo, o,
en abstracto, con un comportamiento ideal supuesto) y, sobre todo, ya en los materiales
compuestos, las del propio hormigén armado.

Pero muchas veces la via de la extrapolacién inmediata no resulta fructifera. Es
precise profundizar en el nuevo campo y sacar conclusiones propias del mismo.

Con la técnica del hormigbn pretensado (nos cefiiremos a la de armaduras tesas)
parece que continuamente ocurre ésto. Aunque dicha téenica nacié en contraposicion
al hormigén armado en aspectos importantes, no supuso un replanteamiento de muchos
otros aspectos desde bases nuevas, o, al menos, este replanteamiento se ha venido ha-
ciendo parcialmente y a golpes, por aspectos separados, no globalmente, En el andlisis
estructural todavfa no parcce haberse realizado del todo (1); es cierto que la forma de
cidleulo, respecto a la utilizada en hormigon armado, es distinta; pero las bases, en buena
medida, son las mismas.

81 s¢ hubiese llevado de manera radical, en este campo, la idea de que estibamos ante
un nuevo material estructural, separdndose por completo del hormigén armado, posible-
mente las cosas serfan diferentes. Igual habria ocurrido tal vez, si se hubiera planteado la
idea, casi contraria, de que el hormigén pretensado era algo en continuidad con el hor-
migén armado (hormigén v armaduras de acero), pero con ¢l importantisimo y definitivo
matiz de que este ultimo podia ser considerado ¢como un caso particular del hormigon pre-
tensado, con P20 (10); con esta idea, no tenfa sentido extrapolar mecinicamente: habia
que profundizar en los aspectos de la nueva técnica, replantear, concluir ¥, ¢n todo caso,
comprobar, para el caso particular del hormigén armado, perfectamente conocido. Muy
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probablemente, no obstante, la linea original hubiese conducido, con el tiempo, a este
sepundo v tardio planteamiento, que si bien fue ¢nunciado por obvio, hace mucho
tiempo, no pasé de enunciado de algo que, siendo cierto, resultaba de buen tono acadé-
mico. Asf, podria pensarse que si una linea de pensamiento no ha sido lo suficientemente
radical en relacién a lo que su enunciado demandaba, la otra no ha sabido explotar la
enorme radicalidad inmersa en su contenido; pero lo importante, mds alld de considera-
ciones formales, aparentes paradojas o conjeturas, ¢s la conviceion de que no 56lo ambas
concepeiones son compatibles sino que la segunda es una fraduccion o version de la primera
en un lenguaje mds preciso. Con todo lo que esto lleva consigo.,

En lo que sigue, se efectuard un estudio del andlisis general instantineo de las estructu-
ras lineales de hormigén pretensado, en primer orden, mediante armaduras activas adheren-
tes, Se incidird especialmente en algunos aspectos importantes, como los relacionados con la
existencia o no de adherencia entre el hormigdén v las armaduras activas,

Se realizard, en primer lugar, un andlisis somero de la seccién, que resulta totalmente
imprescindible, no selamente porque es un paso necesario para el andlisis de la estructura,
sino porque no resulta extrapolable (a no ser, mediante artificios que no son generales y que,
a la larga, precisamente por suponer extrapolaciones, conviene abandonar) del realizado
para el hormigdn armado,

A continuacion, se entrard en el andlisis estructural, planteande su metodologia general
para ¢l hormigbn pretensado,

Finalmente, se apuntarin algunas conclusiones de cara a la prictica, haciendo referen
cia también a los aspectos diferidos del andlisis, por retraccion y fluencia del hormigén ().

ANALISIS DE LAS SECCIONES
Proceso general

Recordemos brevemente como se aborda, de manera general, el andlisis de una seccibn,
lo que conduce a la obtencidn de relaciones esfuerzos-deformaciones de la misma, necesarias
para el andlisis de la estructura, Prescindiremos de la consideracion de interacciones tales co-
mo flexidn-cortante o flexion-torsibn, no incluyendo mis que deformaciones normales.

Es bien conocido que, con la hipotesis de deformacion plana, para el caso general de
seccion en flexion recta, hay que estudiar las relaciones momento-axil -curvatura-clongacion
(M-N-c-¢), puesto que no solo existen los evidentes acoplamientos momento-curvatura (M-¢)
y axil-clongacion (N-€) sino que también el esfuerzo axil puede influir en la curvatura v el
momento en la elongacion, habiendo por tanto lo que se entiende por acoplamientos cruza-
dos (que no existen en el caso lineal).

Antes de seguir, ha de tenerse en cuenta la forma de las relaciones tenso-deformaciona-
les de los materiales estructurales usuales (¢ = o, univocas, pero g, — € no necesaria-
mente) y considerar también que, en una seccidn, dadas sus deformaciones (¢, €), se conoce
de forma inmediata (en términos geométricos) la deformacion en cualquier punto de la mis-
ma; pero dados sus esfuerzos (M, N) no es inmediato conocer la distribuciéon de tensiones.

Por ¢llo, el proceso 16gico que se debe seguir es el siguiente:

- Tomar un punto de referencia en la secciébn, para los momentos v las deformaciones
cye.

- Dar sucesivos valores a las variables ¢ y e, cubriendo sus respectivos rangos de valores
que interesan.

{(*) La notacién empleada s 1o habitual en la literatura ¥ normativa sobre la materin. Los variables e representan en las fipu-
rag, en prineipio, con sug signos positivos (excepta en algln coso las tensiones, para las que se supone positiva la (raceidn),
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Para un determinado par (¢, €), se conoce la ley de deformaciones en la seccion, a
partir de la cual, y mediante los diagramas o, — ¢ del material (0 materiales), se
puede pasar a conocer la ley de tensiones y, por integracion, el correspondiente par
(M, N).

Evidentemente, este proceso significa tener que emplear un mimero de pares (¢, €) y
calcular sus correspondientes (M, N). Teniendo presente que, en la prictica, el valor de los
esfuerzos axiles en lus piezas se puede mover dentro de un rango relativamente pequefio que,
dada una estructura v sus acciones, puede determinarse a priori, y atin mds si no se consi-
deran en el andlisis de dicha estructura lns deformaciones axiales, resulfa mis prictico obte-
ner la relacion momento-axil-curvatura (que es una superficic en el correspondiente espacio
de tres dimensiones), restringida a ese pequetio rango de valores del esfuerzo axil,

En este caso ¢l proceso seria:
Suponer diversos valores de N, dentro del rango considerado,

Pura un valor concreto de N, dar sucesivos valores a la variable ¢, de manera que para
cada uno de ellos, se ajuste la ley de deformaciones anadiendo la deformacion axial
¢ tal que, al pasar a tensiones mediante los diagramas o, — ¢, la resultante de las
mismas en la seecion sea precisamente N: calculandeo Minalmente el momento M,

Se obtiene asi una serie de relaciones M-¢, para un conjunto de valores de N, que se
pueden representar en forma de diagramas (curvas de nivel de la superficie M — N —c).

NiN3

4

Por supuesto, si se desea, también se puede retener el valor de la deformucion e final-
mente introducida que ajusta en cada caso el valor de la resultante de tensiones al axil N,
asocidndolo por tanto al correspondiente par (¢, N) o, expresado griaficamente, al punto de
abscisa ¢ dentro de la curva para axil N; e, incluso. representar también lag curvas de nivel
de ¢ (correspondientes a la superficie M - ¢ - €).

Lo anterior se refiere, segin se ha dicho, a la construccion de las relaciones esfucrzos-
deformaciones de la seccién, que nos interesan en el andlisis y que, ya s¢ ha visto, admiten
una representacion grifica en dos dimensiones (o en tres, si se quisiera, con curvas alabeadas
de nivel, sobre la superficie, para la cuarta variable) que nos suministra una informaciéon muy
valiosa y global, precisamente por ser grifica, del comportamiento mecinico-geométrico de
la seccidn.

Pero es claro que, en el anidlisis de la estructura, no resulta siempre necesario tener que
construir, ni tada la superficic (o diagrama, en su ¢aso) ni mucho menos tener que hacer sim-
plificaciones no considerando alghn pardmetro. Puede arbitrarse un proceso de andlisis tal
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que, para cada seccién, se caleule en cada momento solo el par (M, N) para la situacién
(¢, €) concreta que se tiene (11), (13).

Por altimo, se ha de indicar que, por brevedad, no se entra en la consideracion de otros
l'ﬂt:mﬂ.:s, tales como los efectos no pmpiﬂmcmc seccionales sing zonales: asl, ¢l que propor-
ciona el hormigdn traccionado entre fisuras (“'tension stiffening™), cuya inclusion en los dia-
gramas M-c ¢5 bien conocida,

Secciones de hormigdn pretensado

En ¢l hormigdn pretensado (con armaduras activas adherentes) el procedimiento gene-
ral se aplica teniendo en cuenta que la deformacion del acero de pretensado nunca coineide
con la que tiene ¢l hormigdn en su misma fibra, va que desde el principio, en ¢l momento
del tesado de la armadura, aparece una diferencia precisamente por el hecho de preten-
sar. Sea A e tal diferencia de deformaciones en el instante de estublecer la adherencia entre
acero y hormipdn.

Esto hay que tenerlo en cuenta al construir la superficie M-N-¢ o los diagramas M-c,
de manera que, sioen la seccion existe ung curvatura ¢ y una deformacion axial €, en el acero
de pretensado es ¢, = ¢., + A ¢, siendo ¢, la deformacion que corresponde al hormigon
en la fibra del acero, para dichas cllc.:l":m'nuciuncs en la seccién (¢ y e), y Ae, la dilferencia ini-
cial ya mencionada, .

y L ; b . .
En el caso de armaduras pretesas, dicha diferencia es Aep, = e , siendo Py, preci-
L H

samente, la fuerza en bancada, puesto que las deformaciones del hormigén son nulas cuando
aparece la adherencia al endurecer el hormigaon,

En ¢l caso de armaduras postesas (adherentes), tal diferencia hay que establecerla cuan-
do se ha realizado ¢l tesado e inmediatamente antes de realizar la inyeccion y. por tanto, so-
bre la seccidn neta de hormigon (incluidas en ella, homogencizando, las armaduras pasivis v,
si hace al caso, las activas adherentes de Tases de pretensado anteriores).

suponiendo, en principio, que existe linealidad de tensiones y que no se produce fisura-
cin (trabaja toda la seccioén de hormigon), se tiene:
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Ahora bien, en la técnica de armaduras postesas, al pretensar pueden aparecer, en su ca-
50, esfuerzos hiperestiticos. Por otra parte, ademds del pretensado, en esta etapa pueden
existir otras acciones que generen esfuerzos sobre la seccion (asi, normalmente, es el peso
propio, o parte del mismo, el que se moviliza automiticamente como accion en el momento
de pretensar, al despegarse la pieza en cuestion, o parte de ella, de su encofrado; al mismo
tiempo, pueden aparecer acclones correspondientes a otras cargas gravitatorias aplicadas so-
bre la estructura al pretensar). Todo ello, que corresponde a la etapa previa a la inyeccion,
influye en el valor de Ae,,.

También es posible la existencia de acciones de tipo geométrico (deformaciones o des-
plazamientos), en esta etapa anterior a la inyeccion, cuyo efecto sobre la seceidn habri de
ser también tenido en cuenta, si ello incide en Ag .

Fs importante remarcar aqui que, de resultas de todo lo anterior, puede no siempre re-
sultar indiferente, para el valor de A gy, una secuencia temporal inyeccidn-desencofrado o
viceversa,

Es asf que hay que considerar, en ¢l cdlculo de Ae,, la solicitacion debida a las acciones
que con el pretensado son efectivas en esta etapa, incluyendo en ella, en su caso, los esfuer-
zos hiperestiticos de pretensado; naturalmente, habri que tomar la existente en el instante
mismo de la inveccidn, momento en que se determina AEI,.

Supongamos que dicha solicitacion es, para simplificar, un momento M v un esfuerzo
axil NF'

En estas condiciones, por supuesto, se suele reforzar la adecuacion a lu realidad, de la
hipéotesis de que no se produce fisuracidn y, por tanto, trabaja toda la seccibn. Ahora, siem-
pre dentro de la hipbtesis de tensiones lineales, se tiene:

[ \
¢ \
- \
- 4
. y
p I F.e, M M
- \x ™ g e e L 208 COECLY
,‘ / Np A, ]c A, [I_.
o |
ofinegativa) [ \‘ i
ke J|| Eoy 'L,Py
" . '| i

1 N e? M
= - : Rl ) Ly it i i
AP.E,,““ Ap L £ i {1 +520])

: b ;
Conviene advertir que, en la expresion anterior, ﬁle resulta normalmente negativo ya

que M, y P.e suelen ser momentos de signo contrario (por lo que al dar valores, si My, es po-
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sitivo, como en la figura, ¢ es negativo; y viceversa). De ello que, para una misma seccion e
ipual pretensade, Ae, disminuya al aumentar MP‘ como es 16gico en esas condiciones.

Veamos ahora lo que ocurre al construir el diagrama M-c de una seccion de hormigdn
pretensado, en la que ya se ha establecido adherencia, de drea A e inercia [ (seceibn homoge-
neizada). Tomaremos como eje de referencia el baricentro de dicha seccién,

Hay que indicar, previamente, que el pretensado (entendido como la traceién P de la
armacdura activa, que introduce, a la altura de la misma, una compresion P sobre el hormi-
£0n, esto es, en condiciones de isostatismo) origina un sistema de tensiones, en la seccion
que ahora se considera, cuya resultante es nula, Por ello, si al introducir una curvatura c apa-
rece un momento M, ese momento no incluye el efecto debido al pretensado en configura-
cidn isostitica sobre seccidn neta de hormigdén (momento isostdtico de pretensado),

En efecto, si se supone N=0, al aumentar ¢ y erecer el valor de M desde 0, representan-
do las resultantes de lus tensiones sobre ¢l hormigon por C y en el acero por T, se tendrfa, in-
ternamente, lo siguiente:

o
-—
= EP. — e P =
oy
@ o o
c | T o
—— - = —_—
CaTceP T =P C*aT"=T's C'
M=0 M=H'=0 M=M"= M’

correspondiendo, precisamente, la situacién de pretensado (isostitico) sin otras acciones a
M=,

Analicemos a continuacion algunos puntos del disgrama. Continuaremos tomando, pa-
ra simplificar, N=0.

Asl, para c=0, suponiendo en principio e=0, resulta que E‘JV:D ¥, por tanto, €, = Ae,.
De ello se sigue que N#0; es preciso que exista una e tal que ek A=-— AEP.HF ,Ap; con lo
que N serd ya nulo. Se tiene asi,

7 ! i
€, WE= A‘:E-KI-MD-AP- = — Aeg .n.Ap
i d EiiA PTTA

Es claro que las tensiones debidas a € no producen momento respecto al baricentro de
la seccibn: por lo que, si ¢' es fa excentricidad de la armadura activa (¢’ # e, ya que los bari-
ceniros de las seeciones homogeneizada v neta no coinciden) resultn
M= - EI‘.]":F.AI,.Q' = A '3,."3], ..-\F.u' # 0 (siempre que ¢ %= 0)

Por tanto, para ¢=0, M#0: lo que indica que el diagrama M-¢ no pasa por el origen. Ello
no tiene nada de extrafio pueslo que, por ¢jemplo, ya se ha visto que M=0 corresponde a la
situacion de pretensado (isostitico) y, entonces, la curvatura nunca es nula (salvo si el pre-
tensado estd centrado sobre la seccion),
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Asf, para una seccidn comao la de la figura (e’ negativo), el momento para ¢=0¢s M =
= - &ED.E" .Ap.e’ = 0; siendo, evidentemente, ¢ < 0 cuando M=0,

H
e
fr— cal
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=
ok i A
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- Py Pr: @
K . ¥,
< /
8

Si la armadura activa es postesa, v tomando va valores absolutos para ¢ y ¢, resulta:

| N e? M
2 o) =t i !} i il . e = 1 "*
M= Aey By Ay € =P {140, Ay [r- (1 =D+l L)} e =P, e
: I Nyi e M
siendo Pn:p{l'l'n‘AﬂI-Ac“ -..i’l.]+-l—L:(l -ﬁl-u}]}

La fuerza P, se denomina fuerza de neutralizacidn, porque aplicada como solicitacion
sobre la seccion al nivel de la armadura activa, anula las tensiones sobre toda la seccion de
hormigén (no, claro estd, en el acero de pretensado), lo cual es inmediate comprobar, visto
todo lo que antecede (4). Para esta solicitacién corresponde, entonces, una curvatura ¢ = 0;
pero lambién € = 0, ya que ¢l momento M = P, . ¢' es ¢l mismo que en el caso anterior, si
bien ahora existe ademds una traccién N = P

Pn
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51 la armadura activa es prefesa, para ¢ = 0, tomando el valor abseluto de ¢, se tiene:

15)l=:5.l£“.13.[1 A =Py e

lo que representa idéntico resultado, puesto que la fuerza de neutralizacion, P, es evidente-
mente, en este caso, la fuerza en bancada Py,

Por supuesto, en el caso de armaduras postesas, lu situacion que corresponde al cambio
de seccidn neta a seccidn homogeneizada, el instante de la inyeccidn, se puede reflejar sobre
el diagrama M-c de la seccidn (el correspondiente, entonces, a un esfuerzo axil de valor N )
camo ¢l punto del mismo de ardenada M - Por cierto que, el diagrama M-n, al variar sepln
sea el valor de A ¢, depende tanto de M, como de N, puesto que A g es funcidn de am-
bos (9).

Examinemos brevemente los diagramas M=c que se obtienen para distintos valores de
M;, suponiendo, para simplificar, que Ny = 0, asi como la situacién sobre ellos del punto
que representa, en cada caso, el instante de la inyeccidn.

® Inyeccidn

o A
Ton Al B2 )] BE g
AR nPlA;*-Ic” -

Al crecer M, desde 0, los puntos representativos de la inyeccion se encuentran en las
intersecciones de los diferentes disgramas M-c que se van obteniendo (con pendientes E, . |
en esa zona, si ¢l comportamiento es lineal) con una recta de pendiente E; - 1, algo me-

INnor.
En efecto,
~ para Mll = 0, dicho punto corresponde a un momento M = 0 v a una curvatura
e
Cm =
I-"*.? v IG
— para Mp = P.e, dicho punto corresponde a un momento M = P.e y a una curvatura
nula; eso significa que su correspondiente diagrama M-c corta precisamente al gje
de momentos por el punto de ordenada M = P.e, por lo que segun lo visto ante-
riormente, deberd ser P, - ¢" = P - e, En efecto, en este caso (2)
A A!‘ A‘L‘ A Al:
P, .¢'=P.(1+n-E),e’=P.(l+n=-L) e, -2=P, = e, —==Pe
” A, RN Y RRRE
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ANALISIS DE LA ESTRUCTURA
Proceso general

Al igual que en el andlisis de las secciones, vamos a recordar brevemente como se puede
abordar, de una forma general, el andlisis no lineal en estas estructuras,

Consideremos una seccién genérica de la estructura y trabajemos sobre su diagrama M-c
(para ¢l esfuerzo axil que se tenga, o suponga, en la misma). En estas condiciones es posible
encontrar la solucién mediante la superposicion de soluciones (parciales) equilibradas y coms-
patibles (obtenidas normalmente mediante anilisis lineal) hasta llegar a un punto que, cums-
pliendo también estos requisitos, alcance el diagrama M-c de todas las secciones de la estruc-
lura, con lo que se cumplirdn todas las condiciones del andlisis (5).

Para ello puede procederse de diversas maneras, a partir de una solucién. iniclal equili-
brada y compatible, representada en tales coordenadas M-c, para esta seccién genérica, por
el punto 1. Este podria ser la solucién de un andlisis lineal, para una rigidez ficticia K, , te6-
ricamente con un valor cualquiera.

Existen diversas posibilidades, relativas a otros tantos procesos, de ir encontrando solu-
ciones equilibradas y compatibles, tendentes stempre a acercarse al diagrama M-c o gréfica
de comportamiento real de la seccion. En todos los casos, como se verd, resulta un pro-
ceso iterativo,

Veamos una primera, que se denomina método de las deformaciones impuestas (7), (8),

L

Consiste en, moviendose en horizontal paralelamente al eje de curvaturas, hasta el pun-
to de corte con el diagrama M-c, imponer una accidon geométrica pura, correspondiente al sis-
tema de curvaturas ¢, (segin se representa en la figura para la seccion genérica) en todas las
secciones (puntos) de la estructura. No siendo, en general, compatible dicho sistema, se pro-
ducirin unos esfuerzos (hiperestaticos) en la misma, cuyo cilculo se puede realizar suponien-
do de nuevo comportamiento lineal, con una cierta rigidez K, (igual o distinta de K;);
llevando estos esfuerzos a partir del punto anterior sobre la curva, con la rigidez tomada,
s¢ alcanza ¢l punto 2. Lo importante de este punto es que representa de nuevo una solucion
equilibrada v compatible de la estructura con sus acciones reales, ya que se ha superpuesio a
la inicial | una solucion autoequilibrada ¥ compatible (5),
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Desplazindose otra vez en horizontal desde el punto 2 hasta cortar de nuevo al diagra-
ma M- se introduce el sistema de curvaturas €, Coma accion en la estructura, cuya respues-
ta, calculindola mediante la rigidez K4, en forma de un segmento con dicha pendiente, nos
conduce al punto 3 que representa otra solucion parcial equilibrada y compatible,

Y asf sucesivamente hasta llegar a un punto similar sobre la curva, con lo que se cumpli-
ran todas las condiciones del andlisis, Hegdndose a la solucién exacta,

Veamos un segundo camino, llamado método de transferencia de esfuerzos o de esfuer-
zog impuestos (11), (IB},

Cp

R

Consiste en, desplazindose en vertical paralelamente al eje de momentos, hasta el pun-
to de corte con el diagrama M-c, modificar para cada seccion, en el valor M, , el sistema de
momentos (segln s¢ muestra en la figura para la seccion genérica) de la estructura. Al hacer
&sto, en general, se pierde la situacién de equilibrio que se da en el punto 1, manteniéndose
la compatibilidad, va que no se alteran las curvaturas. Una forma muy sencilla de restablecer
¢l equilibrio ¢s imponer en la estructura un sistema de momentos, de valor absoluto M, pero
de signo contrario a los primeros; ello supone introducir en la estructura unas curvaturas co-
rrespondientes, ¢, , cuyo valor viene fijado a través de la rigidez K, que se considere, llegin-
dose asi a un punto que es equilibrado de nuevo, pero en general no compatible; se produ-
cen unos esfuerzos (hiperestiticos) con sus correspondientes curvaturas ligadas a ellos a tra-
vés de la rigidez supuesta K, (podria suponerse incluso otra rigidez distinta para calcular es-
ta respuesta a las curvaturas ¢;, como se vio en ¢l método anterior): con lo que se llega al
punto 2 donde, sin modificarse la situacion de equilibrio (por el autoequilibrio de los hiper-
estiticos), se recupera la compatibilidad.

Desplazdndose de nuevo en vertical desde el punto 2 hasta cortar a la curva, se vuelve a
iniciar otro ciclo similar al anterior, hasta alcanzar finalmente un punto equilibrado y com-
patible sobre ¢l diagrama M-c; lo que significa llegar a la solucién exacta.

Una tercera posibilidad, que podria denominarse méiodo mixto, se representa en la fi-
gura gue aparece a continuacion.
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Consiste en alcanzar la curva oblicuamente, con lo que s¢ pierde, en general, tanto el
equilibrio como la compatibilidad. Al restablecer el equilibrio imponiendo unos esfuerzos
M, con rigideces K, , se han introducido ¢n total las curvaturas ¢, cuya compatibilizacién
(que, como en el método anterior, puede hacerse con la rigidez K, o con otra), sin romper el
equilibrio, hace alcanzar el punto 2, el cual representa una selucidn parcial equilibrada y
compatible. Y asi sucesivamente hasta llegar a una solucién de este tipo sobre ¢l diagrama
M-c. En principio, la forma de acercarse al diagrama M-c desde las soluciones parciales, pue-
de ser cualquiera; no obstante, parece razonable hacerlo a través de la normal a la curva des-

de cada uno de tales puntos.

Hagamos ahora algunos comentarios sobre los métodos anteriores,

En primer lugar, puede indicarse que todos ellos se reducen, finalmente, a introducir en
la estructura sucesivos sistemas de curvatura ¢;, a partir de soluciones parciales equilibradas y
compatibles representadas por puntos i (al moverse en horizontal desde los mismos, no mo-
dificando la situacibn anterior de equilibrio, se procede tnicamente a la compatibilizacian
de las ¢;). En definitiva, pueden ser considerados, en Gltimeo término, como de deformacio-
nes impuestas. Y ello, en el fondo, tampoco tiene nada de extrafio. Debe advertirse que si se
trabaja con esfuerzos v deformaciones de seccién, como es ahora el caso, solo las deforma-
clones tienen auténtico cardcter de acciones sobre la estructura (5), (12)

Puede decirse, por tanto, que se trata de un mismo método con diferentes procesos de
acercamiento al dingrama M-¢ real, a través de sucesivas soluciones parciales equilibradas y
compatibles, para lo cual, como se sabe, existen infinitas posibilidades, Por supuesto, enton-
ces, la eleccitn de uno u otro proceso estd ligada a factores operativos de tipo prictico.

En este sentido, por no extender mas la exposicién, no se ha entrado en la considera-
cién de aspectos pricticos muy importantes, relativos, por gjemplo, a qué proceso seguir, a
si se utilizan rigideces constantes o variables, diagramas M-c explicitos o no, y otros factores
relevantes de cara a la eficacia v coste del andlisis. Tampoco se han comentado los métodos

concretos de cdleulo aplicables en cada paso del proceso iterativo, si bien normalmente ¢on-
vendrid un método de rigidez, mids general,

Es evidente que, cualguicra que fuese el proceso adoptado, habria que ir corrigiendo el
diagrama M=c en la medida en que, en su caso, se modificara durante el mismo ¢l esfuerzo
axil inicialmente tomado.

Documento descargado de www.e-ache.com el 15/04/2026



Estructuras de hormigén pretensado

Es sabido que el pretensado, como accidn sobre las estructuras, puede ser introducido
en el andlisis de éstas a través de sus cargas, o bien de sus esfuerzos lsostiticos (1), (12). En
cualquier caso, siempre es preciso conocer la fuerza P en la armadura activa o de pretensado,

Ya se ha indicado que, en lag estructuras de hormigbn pretensado con armaduras poste-
sas, separndas por la discontinuidad que, en lo que respecta al andlisis, representa la inyec-
cidon con productos adherentes, existen dos situaciones clarnmente diferenciadas:

Antes de inyectar, al no existir adherencia entre ¢l acero v el hormighn, es preciso
trabajar sobre seccidon neta de hormighn,

Después de invectar, v una vez establecida la adherencia, se ha de trabajar sobre sec-
cion hormigdén-acero, lo que se sucle hacer obteniendo la seccidn homogeneizada,

Estudiaremos, en lo que sigue, este caso, haciendo referencia, en su momento, al de ar-
maduras pretesas, donde siempre existe adherencia a estos efectos,

Otras peculiaridades, no todas intrinsecas al pretensado, pero si frecuentemente asocia-
das al mismo, son las (que se refieren a la necesidad de considerar distintas etapas en el edleu-
lo, ademis de las dos que se acaban de indicar, debido a:

Introduccitn del pretensado en diversas lases (para cada una de las cunles habria, en
principio, que considerar las dos etapas anteriores),

Modificacion de la configuracion de las estructuras durante la construceion (ligando,
precisamente mediante pretensado, en muchas ocasiones, lus diferentes partes), tanto
transversal (seccién) como longitudinalmente (estructura, en sentido restringido).

Etdpa previa a la inyveccion

Dentro de esta etapa suele realizarse, en la practica, un andlisis lineal, ¢l cual se ajusta
bien, generalmente, a la situacion real. Como ya se indicd, hay que tomar las rigideces co-
rrespondientes a las secclones netas de hormigon, Ademas, es posible calcular la estructura,
separadamente, para el pretensado y para las demads acciones coexistentes en esta fase, y su-
perponer los resultados.

Si el pretensado se caleula a través de los esfuerzos, el esquema de cileulo es, en la for-
ma griafica habitual en términos del diagrama M-, el que s¢ representa a continuacion para
una seccidn genérica: obtencidn de los esfuerzos totales de pretensado, mediante la compa-
tibilizacion de lag deformaciones de los isostiticos,

4
—
M
hipar.
M isoat, o
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En ¢l caso de que fuera necesario un andlisis no fineal en esta etapa (lo que puede ocu-
rrir, por ejemplo, si el hormigdn estd sometido a compresiones relativamente importantes),
s¢ procederia de la forma general ya mencionada, teniendo en cuenta que, no siendo vilida
la superposicion, hay que considerar conjuntamente ¢l andlisis para las diferentes acciones, o
bien, actuando mediante “fasesde carga™, tomar el origen del andlisis para una acciéon sobre
el resultado del efectuado para la accidn anterior.

Estos dos caminos que se acaban de indicar vienen representados a continuacién en sen-
dos esquemas,

En ¢l primer caso, Mlmﬂ representa una solucion equilibrada para el conjunto de las
acciones (sumando los isostdticos de pretensado a los similares para ¢l resto de las acciones)
(12)., Compatibilizando sus curvaturas ¢, se llega a la solucién parcial representada por ¢l
punto 1, a partir del cual se aplica el procedimiento general.

La segunda via puede consistir, por ¢jemplo, en partir del punto 0, solucidn para las ac-
ciones distintas al pretensadeo v, tomidndolo come origen, repetir el proceso de la {igura ante-
rior, después de introducir los esfucerzos isostiticos de pretensado, M;, ., (en la figura, al ser
genérica, no se tiene en cuenta que éstos, normalmente, serdn de signo contrario a los inicia-
les del punto 0, tomados como positivos),

Miggsi,
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Ya se aprecia que aqui, como s¢ combinan en general momentos de distinto signo, pue-
de darse el caso de tener que considerar el diagrama M-¢ en dos cuadrantes, Por ofra parte, al
no haber lincalidad v existir otras acciones distintas del pretensado, no ez posible, como se
sabe, delimitar los esfuerzos hiperestaticos de pretensado,

Si el pretensado se calcula a fravés de las cargas, se emplea el proceso general de andli-
sis.

De cualguier modo, sea lineal o no el andlisis, se considere el pretensado a través de es-
fuerzos o de cargas, al final de esta etapa, justamente antes de la inyeceidn, se habri llegado
4 una situacion en la seccibn que hay que calcular, reteniendo especialmente el valor de
A e, diferencia de deformaciones entre acero v hormigon en la fibra de la armadura activa,
El valor de Ae,, para ¢l caso lineal, ¢s ¢l ya conocido del apartado anterior.

serd, precisamente, con el valor de A g, caleulado, con ¢l que se procederd a construir
el diagrama M-c¢ de la seccibn definitiva (hormigén-acero) de la manera asimismo indicada en
dicho apartado.

Finalmente, hay que indicar que no siempre es posible llegar a los valores de M, y N,
necesarios para la obtencion de A ey, en la forma que subyace a su definicion en el apartado
que precede, En efecto, es preciso remarear gue no siempre se obtienen de forma explicita
los esfuerzos hiperestiticos de pretensado (bien porque no tenga sentido, si no hay lineali-
dad, al existir otras acciones, o bien porque s calcule a través de las cargas de pretensado);
pero ademds, es posible, incluso en andlisis lineal, que se calcule de forma tal que lleve ala
abtencién global de los esfuerzos de las distintas acciones, sin distincién por fanto,

En tales casos, evidentemente, los valores de MF y Np se pueden obtener a partir de los
esfuerzos globales, M v N, desglosando de ellos los esfuerzos isostiticos de prctcnﬂadu, inme-
diatos a partir de la fuerza P, la cual se conoce, y del trazado.

M,=M-P.e cosa
N, =N+P.cosa

Etapa postertor a la inyeccion

Como preambulo, conviene quizd insistir en que los diagramas M-c para esti etapa y pa-
ra la anterior, v en particular sus origenes, no tienen nada que ver. Alli, el pretensado ¢s una
solicitacion exterior: el diagrama M-c pasa por el origen. Ahora, ¢l pretensado va estd intro-
ducido, a través de Ae,, de manera interna en la seccién, constituyendo solicitacidn exterior
solamente los hiperestiticos, puesto que el efecto directo de la fuerza P (lo que anses cran
csfuerzos isostiaticos sobre el hormicdn) se autoequilibra en ¢l conjunto hormigdn-acero que
es la actual seccidn.

;1 Qué punto o fibra de referencia debe tomarse para el diagrama M-c en esta etapa?

En el anidlisis de una estructura, tomar un punto o libra de referencia en la seccién ge-
nérica equivale a definir la directriz de las diferentes piezas o barras, sobre la cual se va a tra-
bajar después longitudinalmente, El conjunto de esas directrices nos fija va la geometria ori-
ginal de la estructura, lo que se refiere tanto a la de las propias barras como a la posicidn de
los nudos, Por tanto, si se foman de hecho unas directrices para las piezas en una primera
ctapa del andlisis (antes de la inveccidn) deberin mantenerse en las que siguen.
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En la prictica, se puede tomar como referencia el baricentro de la seccién neta de hor-
migon o, lo que suele ser mds comodo v habitual (a base de introducir en la primera ctapa, si
no se hace la correccibn, un cierto error, muy pequefio en general, pero que siempre se pue-
de calibrar), el baricentro de la seccién bruta de hormigén (no descontando los orificios co-
rrespondientes a los conductos de las armaduras activas postesas). Con la misma referencia,
¢ntonees, se construye el diagrama M-c para la segunda ctapa.

En estas condiciones se aplica ya el procedimiento general de andlisis no lineal, con los
diagramas M-c obtenidos.

Ne Nn

Al aplicar dicho procedimiento general de anilisis en esta etapa, debe tomarse, como
origen en cada seccibn, el punto que corresponde a la inyeccibn; esto ¢s, el punto del diagra-
ma M-c (para el axil N=N_) de ordenada M. En efecto, este punto representa una solucién
equilibrada y compatible de la estructura en el instante de la discontinuidad de secciones
(neta -+ homogeneizada) y se encuentra sobre el diagrama M-c actual: es la solucién, si no
sobrevienen otras acciones. En consecuencia, se realiza el andlisis de la estructura, para to-
das las acciones posteriores a la inyeccion, partiendo de dicho punto,

Veamos ahora lo que ocurre en el caso de armaduras prelesds.

Como existe adherencia siempre, es vilido como referencia lo que se acaba de indicar,
para la etapa posterior a la inyeccidn, en el caso de postesas. Aunque, como ya s¢ expu-
50, el valor de A e, que se toma para la construccidn del diagrama M-c, se deduce directa-
mente de la fuerza de pretensado en bancada, P,

La relacion existente entre la fuerza Py y Ia fuerza P después de destesar, cuando la pie-
za queda pretensada, se deduce facilmente de la expresion general que relaciona Ae, v P (ac-
tuando sblo el pretensado), vista en el apartado anterior:

A MR R, +ei)1
E pel — £l ikl P,
P EP‘AP P Ag I¢

Como
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resulta:

l uﬂ)
P, =p[1+n-A,,(A—+-i_—.1.

¢ v

expresion que se hubiera podido también plantear directamente, sabiendo que aqui P, esla
fuerza de neutralizacién,

En este caso no existe problema de origen, Es preciso encontrar una solucién equilibra-
da v compatible, sobre el diagrama M-c, empezando por compatibilizar el pretensado (repre-
sentado por ¢l punto de corte del diagrama con M=0, pero con ¢#0). Ahora bien, en la prie-
tica esta (éenica corresponde a piezas isostdticas, que en todo ¢aso entran posteriormente a
formar parte de estructuras hiperestiticas; por tanto, en esta primera fase isostdtica, no serd
necesario compatibilizar nada, bastando con conocer las acciones actuantes, ademds del pre-
tensado, y situar sobre los diagramas M-¢ los puntos cuyas ordenadas son sus correspondien-
fes momentos,

Lo anterior da pie para entroncar con una problemdtica general, ya aludida mds arriba,
relativa a la consideracion de otras diferentes etapas de cileulo, ligadas en general a un pro-
ceso evolutivo en la construccion,

Esta problemdtica podria dar lugar a una amplia casuistica, Por ello, trataremos de in-
dicar los aspectos generales mds importantes, La clave estd, al igual que ocurre al efectuarse
la inyececidn con productos adherentes (operacidn que, a estos efectos, supone siempre, en
tales estructuras, un minimo proceso evolutivo en la construceidn), en ¢l adecuado trata-
miento de las situaciones de discontinuidad.

Si la evolucion corresponde a las secciones (pretensado e inyeccidn por fases, secciones
compuestas, ete.), es preciso determinar la situacion tenso-deformacional en que queda la
seccidn en cada fase, para construir a partir de ellas el diagrama M-c de la siguiente, fijando
va sabre éste dicha situacion (en la discontinuidad}, la cual se toma como origen del analisis
en la nueva fase, Es conveniente recordar aqui que los diagramas M-c se deben construir, en
general, partiendo de lag deformaciones, por lo que no es ningtin problema la evolucién de la
seceibn (en el caso de fases de pretensado e inyeccion, se toman sucesivos A €, en el de
secciones compuestas, se parte de la ley de deformaciones en el instante de la transicion, pa-
ra lo zona de seccion de la fase anterior, y una ley nula, para la zona nueva, manteniendo
siempre la diferencia A e, en la discontinuidad fisica).

Si la evolucién corresponde a la estructura (voladizos sucesivos, prefabricacién de pie-
zas v continuidad in situ, efc.), es preciso determinar, sobre el diagrama M-c, el punto que
marca la discontinuidad, tomdndolo como origen para el andlisis de la nueva estructura,
Mientras ésta permanece isostitica, todo se reduce de hecho a una simple superposicion de
esfuerzos (y de las deformaciones que resultan de los diagramas M-c).

Generalmente, en la realidad se producen ambas evoluciones, por lo que es preciso
combinar los dos procesos de manera ordenada.

Resumen y simplificaciones

Para centrar ideas de cara a la aplicacién de lo que antecede, no parece ocioso realizar
un resumen del caso general con armaduras postesas analizado, sin considerar variaciones ni
en seccibn ni en estructura,

— Etapa previa a inyeccion:

— Andlisis de la estructura sobre secciones netas de hormigdn, lineal normalmente
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(rigideces E{;'lur ¥ EL\.A‘_ ), para pretensado v otras acciones de esta etapa (referidas
todas al instante de la inyeccidn),

— Determinacion de M, y N, en cada seceion:

— esfuerzos hiperestdticos pretensado + esfuerzas otras acciones,
- esfuerzos totales — esfuerzos isostiticos pretensado,

Obtencion de Ae, en funcidonde P, M, y N, en cada seccion.
— Etapa posterior a inyeccion.

Construceion del diagrama M-¢ (para N=N_), teniendo en cuenta que e, = ¢, +
+ /_\.EI,, en cada seccién (hormigdn-acero).

Andlisis de la estructura, mediante el procedimiento general, en base a los anterio-
res diagramas M-¢, tomando en ellos como origen los puntos de ordenada M, . para
las acciones de esta etapa.

Hablemos, por altimo y de forma somera, de posibles simplificactones aproximadas,
Evidentemente, ln mads ¢lara podria consistir en considerar sélo una fase, suponicndo com-
portamientao Gnico para las secciones (hormigén-acero), Asi, los pasos podrian ser los
siguientes:

— Obtencion de los Ae (en funcién de P Gnicamente),
~ Construccién de los diagramas M-¢, con los valores de Ae, .

— Anilisis de la estructura en base a los anteriores diagramas, mediante el procedimian-
to general, tomando en ellos como origen ¢l punte de abscisa e=0, El pretensado se
puede tratar bien a través de sus cargas (las que resultarfan sobre la estructura de sec-
ciones netas de hormigdn) o a través de sus esfuerzos, tomando éstos como exterio-
res a la seccion, con valor P, ¢’ (donde P, de compresion, se considera al igual que
P, siempre positiva),y comenzando por compatibilizarlos. (8i se calcula a través de
las cargas, es mds correcto oblener éstas a partir del valor de P, en lugar de P).

Lo que de hecho se realiza en el proceso anterior es tomar comao referencia el estado de
neutralizacién (4), artificio que, en este caso de seccidon no evolutiva, es posible; ello signifi-
ca tomar, en el diagrama o, —€, del acero de pretensado, el origen en el punto de neutraliza-
cién, esto es, en la ordenada o, = Ae, « E; = Py/A; (y, por tanto, abscisa e, = Aep). De
esta forma, automdticamente, se toma como origen del andlisis el punto del diagrama M-c
de abscisa ¢ = 0, valorde la curvatura gque, como s¢ ha visto, corresponde a neutralizacion,

CONCLUSION

Se ha estudindo hasta aqui cdmao es posible plantear el anilisis general de las estructuras
lineales de harmigdn pretensado, en el imbito instantineo, en sus escalones de seccion y de es
tructura. Por supuesto, particularizando para P = 0 (Ae, ¥ 0) se tiene un caso que corres-
ponde al hormigdn armado. No obstante, existe la cuestion de cdmo abordar el andlisis de
forma global, esto es, considerando el dmbito diferido, en razén de la retraccién y, sobre
todo, la fluencia del hormigén, vertiente que en estas estructuras sicmpre debe ser tratada,
aungue sea de forma muy simplificada.

De manera rigurosa, en un planteamiento general resulta pridcticamente obligado reali-
Zar un proceso paso a pasoen ¢l tiempo, de anidlisis no lineal, cubriendo en principio desde
t=t, hasta t = ee(]13).
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Mo obstante, cabe obviar ésto en muchas ocasiones, En este sentido, debe recordarse
que son las acciones con cardeter de permanencia las que, en su caso, generan fluencia en el
hormigén; si dichas acciones representun una parte de las totales de manera que no se produ-
cen en la estructura grandes tensiones (relativamente a £, y £, ), se dan con buena aproxima-
ciom las condiciones para la linealidad (instantinea v diferida), particularmente en estas es-
fructuras de hormigdn pretensado,

Asi, en estas condiciones, parece muy razonable realizar las siguientes fases en el andli-
sis:
Anilisis no lineal instantaneo inicial, t=t, (instante tedrico que, en ¢l caso del hor-
migdn pretensado con armaduras postesas, serfa el de la inyecgion), para la combina-
citn o combinaciones mids desfavorables de las acciones posibles en esa etapa inicial.

— Anilisis lineal diferido, entre ty ¥ 1 - o=, para las acciones con cardcter de perma-
nencia que, segin las circunstancias, requeritd O no un proceso paso a paso en el
tiempo (3). .

Si las condiciones son cercanas a las de ciertos casos elementales (6), es posible obviar
este proceso paso a paso, al igual evidentemente que siempre que la estructura sea isostiti-
ca. Bn todo caso, este andlisis puede quedar reducido, anicamente, al cileulo de las pérdidas
diferidas de pretensade; lo que significa realizar un analisis mas o menos simplificado de las
secciones, sin entrar en el de la estructura,

— Andlisis o lneal instanidneo final, t = = (eventualmente, algln otro instante que
pueda interesar), considerando los resultados finales del anilisis anterior (t =+ =0
bien otro tiempa), para la combinacién o combinaciones mids desfavorables de las
acciones posibles en esta etapa final.

Para calcular los diagramas M-c de esta dltima fase, habria que utilizar el valor de
A e, caleulado, en principio, con la expresion conocida en funcion de P, M, ¥ Ny 1o =
mados con sus valores finales anteriores, Es evidente que, en realidad, el valor de A e, pre-
cisamente por existir adherencia, no habrda cambiado desde la inyeccion; pero a efectos
del andlisis, v sabiendo que la seccidn neta de hormigdn no se comporta en el tiempo como
la de acero, la forma mas sencilla de pasar del andlisis diferido al instantineo, teniendo en
cuenta que debe haber continuidad entre ambos, consiste en suponer M, = M; y N, = Ny,
valores finales de los esfuerzos para el primero. Por ello, y para considerar también los re -
sultados de tipo geoméirico, debe partirse siempre del punto de ordenada M = M; en este
andlisls instantdneo, introducir los incrementos de las acciones respecto al andlisis diferido,
realizar el proceso de andlisis no lincal y superponer los resultados de las deformaciones so-
bre sus valores finales del andlisis anterior; lo que equivale a fijar el diagrama M-¢ de manera
que para M = Mg, ¢ = ¢, valor final anterior de la curvatura.

Con independencia de los casos a los que se ajuste bien el proceso anterior de andlisis,
pueden existir otros en que las acciones con caricter de permanencia conduzcan a situacio-
nes en las que las tensiones no permitan ya un andligis lineal diferido. Aquf serd ya preciso
abordar un andlisis no lineal diferido, desde t, a t = oo, tal como se indicaba mis arriba.
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““Calculo, construccion y patologia de
forjados de edificacion” 32 Edicibn

Par J, CALAVERA
Prof, Dr, Ingeniero de Caminos

Aparece ahora la Tercera Edicidon de este libro, que ha estado agotado durante cuatro
afios, debido a otros (rabajos de su Autor en oLros temas,

La nueva edicidn, como las anteriores, constituye un tratado, sin duda ¢l mds comple-
to existente, del tema de Forjados, tanto desde el punto de vista del Cilculo como desde los
de Construceion, Control y Patologia, Se contemplan los forjados tanto armados como pre-
tensados, en sus versiones de prul‘ahrimldus ¢ in situ.

La edicion ha supuesto una revision completa del libro, siendo de destacar las amplia-
ciones realizadas en los temas de esfuerzo cortante, flechas, forjados sin vigas, transmisién
de cargas en el cimbrado de plantas consecutivas, criterios de descinbrado, gjecucion v
patologia,

Un tema gue, aungue ya figuraba en ediciones anteriores, ha sido en ésta considerable-
mente ampliado, es el de los detalles constructivos, de los que se incluye una coleccion muy
completa,
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V1112 Conferencia Europea de
Ingenieria Sismica

Durante los dias 7 a 12 de setiembre del presente ano 1986 se celebrard, en ¢l Labora-
torio Macional de Ingenieria Civil de Lisboa, la VI Conferencia BEuropea de Ingenierfa Sis-
mica organizada por la Asociacion Europea de Ingenieria Sismica y la Sociedad Portuguesa
de Ingenierfa Sismica, Se espera que en la misma participen cerca de 40 paises y se presen-
ten méas de 400 Comunicaciones distribufdas en los siguientes temas:

Trabajos desarrollados para la unificacidn de las normas sismicas de los distintos pai-
ek CUTrOpeos,

Sismicidad, analisis de riesgo sismico v fabilidad,

Vibraciones sismicas de los terrenos,

Valoracién de los danos ocasionados por sismos anteriores,
Microzonas, dindmica de los suelos ¢ ingenieria de las cimentaciones.
Respuesta de las estructuras,

Ensayos sismicos de modelos. componentes y estructuras a escala real.
Proyecto v construccion de estructuris ¢n zonas sismicas,
Construcciones ruriales en 2onas s(smicas.

Frabilidad de las mfracstructuras basicas,

Reparacion v refuerzo de estructuras normales y monumentos,
Optimizacioén en ingenierfa sismica,

Ensenanza de la mgenieria sismica,

Coordinacion de ly investigacion,

Ipualimente, en esta Conferencia se expondrin las actividades desarrolladas por los dife-
rentes Grupos de Trabujo de lo Asocioeidn BEuropea de Ingenieria Sismica (E A EE),

Para mids informacidn sobre esta Conferencia. dirigirse o

Comision Organizadory de la VI Conterencia Europea de Ingenierfa Sismicy,

C/0 Laboratorio Nacional de Ingenieria Civil,

Av. de Brasil, 101

1799 LISBOA CODEX

Tfho. 88 21 31 (Lisboa)

Telex: 16670 LNEC P
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Métodos numéricos de célculo dinamico de
autovalores y autovectores en las vibraciones
mecanicas de elementos resistentes

Manual Vieco
Ingeniero Industrial

1. INTRODUCCION: METODOS NUMERICOS

Los métodos numéricos permiten el cileulo aproximado de autovalores v aulavectores
en sistemas de n grados de libertad. En general, los métodos no numéricos suponen largos y
tediosos desarrollos matemdticos, especialmente cuando el nimero de grados de libertad
es elevado, Hoy dfa, sin embargo, mediante la utilizacién de toda clase de ordenadores, la
resolucion de los n sistemas planteados, v por tanto la cuentiffcacion de autovalores v
aurovectores, es inmediata, Modernamente, el empleo de ordenadores para el cileulo estrue-
tural, tanto dindmico como estitico, e¢s de uso corriente. No obstante ello, resulta de gran
interés la exposicion de métodos numéricos clisicos, por cuanto representan muchas veces
en sf propios, sustanciales ventajas en la programacién de los problemas que vayan a resol-
verse mediante caleuladoras digitales.

Los métodos numéricos son “aproximados’, pero puede controlarse en ellos el grado
de aproximacidn formal deseada, con la suficiente precision v celeridad, para que resulte de
interés su extenso campo de aplicacion. Por otra parte, no se puede olvidar que el concepto
de “aproximacion™ a los valores exactos, implica en este caso una mera intencion teorica-
mente rigorista, pero de relativo valor practico. La mavorfa de las veces, los valores tearicos
obtenidos no sirven sino para ofrecer un orden de magnitud, una idea muy general del com-
portamiento dindmico de las estructuras sometidas a temblor, Los madulos de elasticidad
de los hormigones, la ley de discretizacion de masas v sus cuantificaciones, el compaorta-
miento ultrarrigido supuesto en dinteles y placas de entrepiso, la disposicion de cargas
en los forjados antes v durante el fendmeno sismico, la plastificacién de sus miembros
durante la mocién ¥ un largo eteétera de condicionantes, hacen que el empleo de los mé-
todos llamados “aproximados™ esté mis que justificado, No ha de olvidarse que ninguna
solucion puede ser mis exacta de 1o que son los datos confeccionados para el andlisis del
prablema,

En modelos dindmicos tedricos, tales como los que se van a estudiar, ¢l control del
grado de aproximacién formal a los valores exactos del problema, puede dar una clara idea
de la validez de cuanto se ha expuesto.
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1.1, Ieracidon matricial

En los métodos matriciales empleados para la resolucion del problema de vibraciones
libres, se han aplicado a las masas, desplazamientos o fuerzas segin los casos, El efecto en
cadena que se origina con tal motivo en ¢l sistema eldstico, conduce al planteamienta de
las ecuaciones de movimiento y a la consiguiente obtencidn de valores propilos v vectores
modales,

El método de iteracidn matricial se basa en el hecho de que tados los valores propios
son positivos, reales v distintos:

wf <wh <<l <o)
(r=1,2..n — modos)
P R e

Para la aplicaciéon del método puede partirse de las ecuaciones caracteristicas del sis-
tema, bajo cualquiera de sus formas, Sean, por ejemplo, estas formas,

le] {x}= h:: (x}=[e] {x}=1 {x} o bien [x}= L le] {x)

l [1]
[H] {x}= w?® {x}=[H] {x}= E{M o bien {x}= ¢ [H] {x}
donde,
[¢] - matriz dindmica
{x} = vector columna modal
[H] = [¢]~! = matriz dindmica inversa
cualquicra de cuyas igualdades se sabe son satisfechas por todo vector propio, X', al que
: 1
corresponda un valor propio, g’ = @

Pero mediante la iteracion, lo que se ve buseanda es precisamente hallar los autovalo-
res (g, wl por ello no entrardn nunca explicitamente ¢stos en las expresiones matriciales
de partida, aunque evidentemente si estdn implicitamentc ocultos en {x}.

El proceso iterativo mediante el cual se “extrae” de {x} el coelicienle que caracterice
el autovalor buscado, puede [icilmente comprenderse si se razona el problema en sentido
inverso. En efecto; se considera un vector cualquiera, {x7, al que se premultiplica por la
matriz dindmica [¢]. Bvidentemente, resulta entonces una fransformacion lineal que carac-
teriza a otro veetor lineal {x}® tal que:

[e] {x}f = {x}*

Ahora bien. si {x)}' coincide con el vector propio {x} dado por cualquiera de las expresio-
nes [ 1], el vector {x}* serd proporcional a dicho awrovector, Pero si no se conocen los auto-
valores ni los autovectores, la determinacién de {x}* puede hacerse mediante aproximacios
nes sucesivas, dando valores arbitrarios a {x}", hasta que {x}* arroje los mismos valores
atribuidos a {x}', con lo cual se consigue una proporcionalidad entre ambos, En la constan-
te de proporcionalidad que les /iga entrard, naturalmente, el valor propio w? 6 ¢, segin
sea la expresion de partida, [c] recibird, en este caso, ¢l nombre de Matriz de Transfor-
macion.
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El proceso iterativo (o de premultiplicacién por [¢]) se ve, por tanto, que converge
al primer vector modal o al Gltimo, segin interese en el planteamiento. Sin embargo, ¢l
grade dec convergencia iterativo puede verse muy influenciado, cuando los valores de w
sean similares. La convergencia pierde normalmente entonces exactitud,

Los modos intermedios deben, consecutivamente, hallarse en base a su condicidn
de ortogonalidad con los inmediatamente superiores ¢ inferiores recién hallados, En efce-
lo, una vez obtenida la configuracidn del primer modo (por ejemplo, reiterando la norma-
lizacion del desplazamiento v el desarrollo de la matriz, hasta repetir ¢l modo con apro-
ximacién suficiente), se puede hacer uso del principio de ortogonalidad:

i=n

z mX] Xj=0

is]

donde:

I s son los modos principales consecutivos
Xi amplitud del modo 1.
1 masas del sistema,

con el fin de obtener una nueva ecuacién matricial, independiente, de cualguier modo de .
orden superior a los dos primeros. De nuevo, la iteracion conducird a modos superiores,

1.2, Método Vianello-Stodola

Se trata de un método iferativo cuyo proceso de aproximaciones sucesivas conduce al
cileulo de autovalores y modos principales de sistemas no amortiguados, sin necesidad de
recurrir a las ecuaciones generales de equilibrio, Supone, para ello, que la fuerza de inercia
generada en cada nivel es mdxima en el instante que my aleanza su mdxima deflexion. Ello
quiere decir que se interpreta la carga dindmica como la fuerza de inercia en cada nivel,
Por tanto, cuando el sistema vibre segiin su modo fundamental, se comportard como si
actuase bajo la accidn exclusiva de sus fuerzas de inercia, Para un movimiento del tipo
senoidal, las fuerzas estdticas equivalentes serin.

I, = w? my & (&= deflexion estdtica) [2]

Si el sisterna inicial, se supone bajo la accidn también estitica de las fuerzas Ij aplica-
das en los grados de libertad, la nueva configuracidn serd tal que sus nuevas deflexiones,
Xx;, resultan w?® mayores que las primitivas. Comparando ambos resultados se puede esta-
blecer, para la pulsacion propia fundamental, un valor 1al que:

b
w = (3]
X
p—
m"- ""A-;.
MY
My, s
-'?E',L;l:
[r=
ms ml}*
—
"y ™
T Ferr, ooad Detarmacion
Sistema - Elastica canvens ondl
inicial

1"z
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Si se conociera la deformada correspondiente al modo principal, es evidente que su
pulsacién propia se obtendria directamente al aplicar la anterior relacién sobre cualquicra
de los grados de libertad del sistema, sin necesidad de iteracidn, Dado que en la mayoria
de casos no ocurre asf, s¢ supone inicialmente la configuracidon de un modo principal, y se
calculan sus correspondientes fuerzas de inercia y elisticas, Se determinan las deflexiones
de iy en base a estas fuerzas eldsticas; deflexiones que se {omardn como punto de partida
para la siguiente iteracidn, Si las deflexiones supucstas son diferentes de las correspon-
dientes a un modo principal, serdn diferentes a las supuestas en principio, ¥ la iteracion debe
continuar hasta la convergencia de ambos valores, en cuyo momento linaliza. La configura-
cion correspondiente coincidird con un modo principal de vibracidn del sistema,

En la practica, al comenzar el proceso, se desconoce la delormacion dindmica mixima
que el sistema es susceptible de experimentar. La deformada inicial de partida debe ser,
en todo momento, compaltible can las ligaduras del sistema,

Suele partirse por ello de la eldstica del sistema; pero cuando ¢l ndmero de grados de
libertad es elevada, el aileulo de la deformada estitica presenta dificultades, 5S¢ recomien-
da, en todos los casos, ¢l empleo de coeficientes de influencia para establecer los despla-
zamientos &, El siguiente paso se obtendrd mediante ¢l cilculo de la deflexién X, produ-
cida por la carga convencional m;8;; comparando ambas deflexiones, se obtiene w, con lo
que finaliza la primera etapa,

La scgunda etapa se comienza carpando el sistema con mix;, lo que produce ofra
nueva deflexion x|, Compuarando las deflexiones de esta etapa (x]) y la anterior (N[).
se obtendrd la pulsacian propia, ¢, de esta sepunda aproximacion, v asi sucesivamente,

Se contintia la iteracién de etapas hasta que la w de la etapa n coincida sensible-
mente con la w de la n=1. Esta aproximacién se estima vilida cuando las w de dos etapas
consecutivas no difieren en un valor superior al 5 por 100,

A medida que el proceso iterativo avanza, la deformada final coincidird mis exac-
tamente con la configuracion real de la forma propia del sistema, Si bien hasta ahora s ha
hablado de deflexiones, lo cierto es que tal concepto s¢ puede hacer extensivo a cualquier
dimensian estitica, tales como pgiros, esfuerzos corfanies, axiles, monientos flectores, elc.

Como s¢ ha dicho, este método es aplicable para la obtencidén de cualquier modo
principal de vibraciones de un sistema cualquiera, Todo sistema, incluso continue, puede
ser discretizado convenientemente, de forma que su resolucion sea viable medianie este
método, No abstante ello, v en general, la mayor parte de sus aplicaciones a sistemas con N
grados de libertad, van encaminadas a obtener la configuracion del modo Tundamental, Parg
los modos superiores se aplica el Principio de Ortogonalidad, con lo que se van eliminando
los inferiores. Una vez obienido las x; del 2% modo de vibracion, las operaciones del edleulo
para obtener y ajustar su correspondiente w son idénticas a las empleadas en el 19, Tiene,
sin embargo, el inconveniente de que, a medida que el modo aumenta su orden, la conver-
gencia es mds lenta, Suele combinarse, por ¢llo, en este caso, con otros métodos,

1.3. Método Holzer

El método Holzer puede ser demostrado aplicando el método de la Matriz de Rigidez.
Se trata de un método tabular mediante cuya aplicacién se obtienen las frecuencias angula-
res naturales de sistemas con o sin amortiguacion, En contraste con el método de Stodola-
Vianello, las aproximaciones sucesivas de cada etapa se hacen en basc a las pulsaciones, y
no a los corrimientos, Cada una de las « supuestas, congruente con las condiciones de so-
porte del sistema, se cuantifica segin el residuo de contorno obtenido en la etapa anterior,
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Presenta, respecto a los métodos de iteracidn, la ventaja de oblener directamente las w
de los modos, de lforma tal que cada etapa aproximativa de «w resulta independiente de las
demids. De esta manera, no se arrastra a la etapa siguiente cualquier posible error cometido
en el proceso,

Las expresiones generales o fdrmulas de recurrencia que se obticnen por el presente
método, dependen de las condiciones de contorno del modelo eldstico en cuestion, Exis-
tirdn, por consiguiente, tantas férmulas de recurrencia como modelos dindmicos equiva-
lentes se presenten. En la practica de calculo sismorresistente, todas las situaciones pueden
encuadrarse en uno de los tres casos gencrales siguientes:

sistemas con dos extremos fijos.
gistemas con un extremo fijo y otro libre,
— sistemas con dos extremos libres,

Los sistemas reales que se presentan c¢n la practica, pueden identificarse, bien en sus
parfes © e¢n su conjunto, con cualquiera de los casos citados, En general, los dos primeros
encuentran su réplica real en estructuras u drganos cstructurales sometidos a solicitacidon
dindmica, vertical u horizontal, (vigas, voladizos, chimeneas, pasarelas, puentes, edificios,
ete.). El tercer caso es propio de sistemas sometidos a solicitacién dindmica horizontal
(cimentaciones superficiales, estructuras articuladas por niveles, ete,),

A continuacién se estudia, analfticamente, la férmula de recurrencia para sistemas
con un extremo fijo y otro libre (tipo voladizo) que en sismorresistencia presenta, quizds, ¢l
mayor nimero de casos,

'"rl.
9
m;
m A T- -
¥ Lolon Jo. o,
™., e ,“-."Il'lx.‘ Tt -"T\'c
&.'-',‘,\ A AR
i ok - b riprh
L I i I T jam =
Maodelo Fusrzas de inercia Corrimientas
dindmico y solicitagiones de nivel de nivel

Sea el modelo dindmico representado en la figura adjunta, Durante las oscilaciones ex-
perimentadas por el sistema eldstico bajo cualquiera de sus formas principales, se producen
en sus niveles ciertos desplazamientos de la forma = x; = A sen wt. Si se carga cada nivel con
las correspondientes Tuerzas maximas en ellos desarrolladas, ya se ha visto que el corrimien-
to resultante puede ser igual a la amplitud dindmica del sistema en vibracion, La relacidn
entre dos desplazamientos maximos sucesivos serd, por tanto:

F
ﬂi - I'cli

donde:

F;  Solicitacion de nivel.

K; Constante de resorte relativa, o rigidez relativa, entre dos niveles consecutivos, Equivale
o la fuerza convencional que, aplicada segan la direccidn del correspondiente grado de li-
bertad en ¢l nivel i, produce en dicho nivel un desplazamiento unitario,
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El valor del desplazamiento en un nivel cualquiera, se puede obtener a partir del
acaecido en el nivel anterior (o siguiente), v la relacion eldstica que ligue ¢l desplazamien-
to relativo de ambos niveles. La férmula de recurrencia obtenida en este caso serd, por
Lanto:

2 ni
wl -
Xl = X Z mxf [4]
i=] | I{I I i
Andlogamente, para sisiemas con ambos extremos [ijos, seria;
n
¥ =

X =X - [K; %} —w? Z m;x])

I
IIRi i

y pari sisiemas con ambos exiremos libres,

Xy = x} w B m; x;
o am kL SR P g M
i1 i Ki i LEn
donde:

X = desplazamiento o deflexion en ¢l nivel £

w = pulsacién propia,

my = masa individual de nivel,

Ki = constante de resorte ( Rigidez) de nivel,

Andlogamente se¢ podia haber argumentado en ¢l caso de sistemas con ambos extremos [ijos
o libres.

Mediante este tipe de férmulas de recurrencia, pueden calcularse, por aproximaciones
sucesivas, la pulsacidn v forma propias de cualquicr modo de vibracion, Siose considera X
= | v dilerentes valores para w, s¢ pueden oblener los corrimientos en 1odos los niveles,
para cada pulsacion considerada.

En la prictica, el método se aplica pase a paso, de acuerdo con las premisas estableci-
das. En efecto: para un w cualquiera, supuesto en un primer tanteo, y comenzando por ¢l
nivel n, se asigna a este desplazamiento un valor, X = |, que equivale a suponer, en dicho

punto, el corrimiente relative del mismo (=X = Xl:-l ). A partir de dichos valores (w,
Xn

X}, = 1) se van hallando, sucesivamente, la mdxima fuerza de inercia que corresponde al

desplazamiento y pulsacion supuestos, asi como sus correspondientes solicitacion de nivel y

corrimiento del grado de libertad. Este corrimiento n=simo, juntamente con la solicitacion de

nivel correspondiente al n-simo grado, serdn los datos que requiere la formula de recurrencia

para fijar el corrimiento relativo del nivel yuxtapuesto.

Una vez caleulado ¢l corrimiento de este segundo nivel inmediato, el proceso s¢ repi-
te, La mecdanica del proceso se tabula para los # grados de libertad, de acuerdo con el plan
previsto, andlogo para los sucesivos tanteos.

En sistemas con un extremo fijo v el otro libre, la deflexién final deducida para la
base, ha de ser X = 0, Evidentemente, en su punto de arranque el sistema no puede ex-
perimentar corrimiento alguno. Bs este un dato valioso, por cuanto en ¢l momento que
tal precisidn se cumpla, es sefial evidente que la w elegida coincide con una de las pulsa-
ciones propias del sistema oscilante,
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En sistemas con ambos extremos fijos, tal condicién ha de cumplirse en los dos nudos
extremos (X, = 0, X} = ). De esta forma, la circunstancia que acuse tal particularidad, es
indicativa de gue la w tanteada s precisamente una de las w propias del sistema, En el caso
de sistemas con los dos extremos libres, la condicién de coincidencia entre la w real y la
supuesta se establece para ¥ [ = 0. Los demas valores (X, 1) representardn, en la sucesion
de casos tanteados, los valores residuales de Xj, 6 [, en funcidn de una w no representativa
de autovalor.

Graficando por puntos la funcidn Xj = f (w) o bien I = [7 (w), las a intersceciones
de la curva representativa, con el gje de abeisas, cuantifican otras tantas pulsaciones. Estas
cuantificaciones de « asf halladas, representan los autovalores de los modos naturales de
vibracién, Llevando los autovalores e a las formulas de recurrencia, se obtendrdn final-

mente los autovectores.

1.4. Método de Rayleigh

La Ley de la conservacion de la energfa, aplicada al caso de vibraciones, es la base
del presente método cuya principal aplicacion se centra en el cdleulo de la pulsacidn pro-
pia fundamental, de sistemas con nimero finito o infinito de grados de libertad,

El fenameno dindmico de vaivén a uno y otro lados de su posicidon estdtica de equi-
librio, hace de la energfa potencial un médximo (velocidad nula) cuando el sistema alcanza
su midxima deformada; en tanto que la energia cindtica mdxima (mixima velocidad) serd
alcanzada a su paso por la posicidn estdtica (desplazamiento nula), En el primer caso (ener-
gfa potencial mdxima), la energia cinética es nula: en el segundo (energia cinética midxima),
¢s nula la energia potencial. Segin Rayleigh, ¢l sistema bdsico es conservativo (sin roza-
miento) y en consecucncia:

E; + Ep = EroraL

La transformacién continua de energia cinética en potencial, hace vilida, en los casos
limites planteados, la presente igualdad, de forma que al anularse alternativamente una de
las dos energias se cumplen, evidentemente, para ellos, que:

lE'\'J"Jlmix - IHI"“ llmi.\. 3 LI"“JTKH.

Para determinar Ey, v E,q es preciso suponer, en ¢l modelo dindmico, una deter-
minada eldstica. Esta configuracién ha de ser congruente con las ligaduras del sistema
(condiciones de contorno), Si la deformada supuesta coineide con la forma real del modo
principal de vibracion, la e, oblenida serd exacta, Sin embargo, en la prictica del méto-
do, no se conoce previamente la configuracion dindmica real, Una aproximacién satisfac-
toria de partida podria ser ln obtenida a partir de su deformada estdtica. Evidentemente,
cuanto mds proxima sea esta deflexion a la dindmica, tanto mis proximo serd el valor de
w calceulado, al real,

En estas condiciones, suponiendo ¢l madelo dindmico representado on la figura ad-
junta, si se cargan con q; = g-m; los niveles del sistema en la direccion de sus grados de
libertad (tipo ménsula), se obtendrd una eldstica, ¥ = [ (x), cuyos corrimientos de nivel
serdn tales que X, Xs ... X . Xy

Estos valores son evidentemente distintos de los corrimientos dindmicos maximos,
experimentados por el sistema bajo su modo fundamental de vibracion: Xj, X5 ... X] ...
X, cuya deformada serd Y' = f (X").
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Igualando las energias potencial v cinética a partir de los corrimientos estiticos, se
cumple que para todo desplazamiento de nivel tal que x; = x; - sen wt, el valor de la pul-
sacion propia viene dado por:

i=n
IEI m; X
1 2 5
RE Ty (5]
my x}
i B
siendo;
@y = pulsacién propia fundamental de Rayleigh,
m; = masas especificas de nivel.
X, = corrimiento estitico equivalente de nivel,
%, = velocidad en los nudos
g = constante de la gravedad.

Partiendo del valor de referencia EJ,, (para «w = 1) de la energia cinética, la expresion
anterior tomard la forma:

o = Erotni
s [Et:j.n ],-,-“i‘,i

Si cada vecror propio fundamental, X], difiere una cierta cantidad I de la correspondiente
deflexidn estdtica, X, el autovalor wp tendrd un error de orden IL. El error de partida (I)
puede ser, tedricamente, por exceso o defecto.

En la prictica sismorresisiente, el error siempre serd por defecto, en base a una ace-
leracién horizental fraccién de la de gravedad (1 10 por 100), pese a que la rigidez ins-
tantinen es menor que la diferida (E estitico ~ 1,2 E dinamico) a iguales condicionanies
formales, Para hacer coincidir la deformada estdtica y dindmica, serd preciso introducir una
ligacira suplementaria que evite ¢l exceso de corrimiento lateral del sistema, Este artifi-
cio equivale a una rigidizacion del modelo dindmico, cuya consecuencia es un aumento
del autovalor caleulado, sobre el real,

Es decir:

r"')!{ } ""’c:r. netn
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Desde el punto de vista prictico, el error cometido no suele superar el 5 por 100 de
la pulsacidn exacta; por cuya razén puede admilirse la aproximacion sin reservas, a la
vez que su cuantificacién marca un recho para la frecuencia angular fundamental del sis-
tema,

1.5, Método Dunkerley

Permite este método determinar la pulsacidn propia fundamental, en sistemas finitos
con n grados de libertad, mediante el establecimiento de una férmula de recurrencia. El
valor de w obtenido es aproximado ¢ inferior al exacto, acercdndose tanto mds a la pulsa-
cidn real, cuanto mayor sea ¢l valor de las pulsaciones propias de orden superior respecto
del primero,

Para hallar la formula de recurrencia, se parte de la equiparacidn entre la forma exac-
ta v la razonada por Dunkerley, En la primera de ¢llas, se sabe que la ecuacion caracter(s-
tica, expresada en su conocida forma polinomial, da para el coeficiente de ™! el valor:

IR LR SRR S (6]

donde @), @y .. Wy .. 63y, representan las pulsaciones reales (exactas) del sistema con »
grados de libertad. Pero si se considera que las pulsaciones propias de orden superior al pri-
mero son mucho mayores que |, s¢ podrd poner de, acuerdo con Dunkerley, que:

o “I Ay S
Fi
WI')

de donde, evidentemente, se deduce que w Dunkerley < iy, exacta,

Por otra parte, si se desarrollase ¢l determinante A (g) = 0, expresado en funcién de
los coeficientes de influencia, &5, se obtendrta, para el coeficiente de ¢" ! ¢l valor:

~ay =my & +my §y + o+ my by +oemy &,

de forma que, comparando la expresion de Dunkerley con ésta, se obiendria finalmente la

fdrmual de recurrencia:
—
wp = I/ 7]
L X
1

donde:

wp = pulsacidn propia de Dunkerley.

g = aceleracion de la gravedad.

x; = desplazamientos estdticos de nivel.

Para sistemas con un solo grado de libertad.

|

wh=2 wh=2%,
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siendo wy, en general, la pulsacidn propia que posee el sistema real cuando del modelo di-
ndmico correspondiente quedan suprimidas todas las masas excepto la my,

Evidentemente, si w, #= w,, crece el grado de aproximacidn, siendo precisamente
entonces cuando resulla decisiva la importancia del modo fundamental. En los casos nor-
males de edificacién, el error cometido al aplicar el presente método suele estar compren-
dido entre el 10 v el 25 por 100,

En contraste con ¢l método de Rayleigh, wp establece un Himite inferior para la pul-

sacion fundamental, de tal forma que,

Ly < Wexaets = WR

1.6. Método de Geiger

En caso de estructuras tipo miénswée ¢s evidente que en la farmula de Dunkerley, la
il

expresion £ X representard el mdximo desplazamiento producido por la accion lateral
1

de las fuerzas gravitacionales, Bajo este supuesto, Gelger propuso la formula:

_ SRR
Wi = T
\/ x‘llliia\
donde:

wp; = pulsacion propia de Geiger,
g aceleracion de la gravedad.
Ximiy = corrimiento mdximao, o deflexién en el extremo de la ménsula,

El periodo fundamental serd ¢ntonces,

T{; D2 '\f}{-;n;ix

Se trata de férmulas de aproximacién, solamente vilidas en tanteos previos,
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0. INTRODUCCION

El edleula de la longitud necesaria de un anclaje, responde a una formulacibn matemati-
ca sencilla, sise admite la hipotesis de que las tensiones de adherencia movilizadas son cons-
tantes, La combinacion de lo anterior con el estudio experimental del fendmeno, da origen a
la formulacibn que en la actualidad predomina en las Normativas de cileulo de diferentes
paises. Esta claro que un método o unos valores numéricos, pueden resultar vilidos para un
pafs v no para ofros (el acero y hormigbn que se emplean son un poco diferentes segin el
pafs de que se trate); no obstante, vamos a efectuar una comparacion entre las farmulacios
nes mis importantes para el cileulo de longitudes de anclaje en prolongacién recta, para ba-
rrag de acero laminadas de alta adherencia, con ¢l fin de que el téenico tenga mis herramien-
tas a la hora de efectuar su trabajo.

1, LONGITUD BASICA DE ANCLAJE
1.1, Concepto
Entendemos por longitud bdsica de anclaje aquélla que responde al caso de una barra

sometida o traceion, a su limite elistico de cileulo, y situada en condiciones de buena adhe-
rengia,

En general, las normativas suelen recoger esta longitud como la principal de cileulo,
afectindola de coeficientes sepin nos apurtemos de las condiciones en que se ha definido,
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1.2, Tratamiento segin CEB-FIP 1978

El concepto de longitud bisica de anclaje, para este Codigo, es el mismo que figura en
los comentarios de lus Normas Espafiolas. La define a partir de la consideracion de equilibrio
de la barra embebida en el hormigon, legando a una expresion:

g = ?Lya
5 4 ﬁ,d

donde [, es el valor limite de la tensidén de adherencia, cuyo valor resulta:
— Barras lisas:
. 1ild
fha = -/ f., » enKp/em?
Te
— Barras de alta adherencia:

2,35 1 0,05

f =
b e
donde:
ok 0,08 = 0459/ 12, en Kp/em?
ik 00s = valor de la resistencia a traceion del hormigon, asociado a un nivel de confianza

del 95 por 100,

1.3, Tratamiento segin ACI-318-83

El concepto de longitud bdsica de anclaje, ha variade a lo largo de las diferentes edicio-
nes de la Norma Americana. Hasta 1971, su cdleulo era funcién de las tensiones medias de
adherencia, en parecida linea a como lo estudia el Codigo Medelo del CEB-FIP, siendo, a
partir de csa fecha, consecuencia directa de ensayos de laboratorio, a partir de los cuales s¢
han ebtenido formulas experimentales, La propia Norma justifica este cambio por la falta de
precision de los cileulos tedricos, al considerar tensiones medias v no las miximas. particu-
larmente las que se producen en las proximidades de las fisuras.

Las formulas que propone la edicidon actual de la Norma, dan valores de la longitud bi-
sica de anclaje, en funcion de las resistencias del hormigdn v del acero, para distintos didme-

tros.
— Barras corrugadas con ¢ = 36 mm:
; f
Acero f,, <4220, &, = 0,06 A, __f_?':k 40,006 fy; ¢
; f 4220 4220
Acero f,, >4220, 1y =006 A, Y% (2 - 2Zy40.006 ¢ Bl
— Barras corrugadas con ¢ = 43 mm:
Aoerot,, <4230, T meomeatt
CCro vk 2(,]' I Vf'r;
Acero f,, >4220, g, = 2820k (p 4220
\/ Ti'-k 17y']-:.
(Unidades en Kp y cm)
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Barras corrugadas con ¢ = 57,3 mm;

Acero fy, <4220, @ = l—']-.rﬁiﬂ.

o

11 2
Acero f,, >4220, &, vk (2 _ _20 )

1.4, Tratamiento segan CP-110-1980

El concepto de longitud basica de anclaje, coincide en su formulacién con el del CEB-
FIP, aunque con algunas matizaciones. En primer lugar, utiliza valores de tension ultima de
adherencia en anclaje, diferentes de los que se utilizan como limite en la comprobacion de
adherencia, de forima andloga a como se hace en la EH-82. En segundo lugar, incluye la dife-
renciacion importante entre el anclaje de una barra trabajando a traceidn o a compresion,
admitiendo tensiones de adherencia en anclaje en compresion, del orden de un 25 por 100
superiores a las correspondientes al de traccion; lo que en consecuencid, da lugar a menores
longitudes de anclaje en compresion,

De lo especificado en la norma, se deduce gue:

kh " 4 Ty

Los valores de 7,4, en kp/em? | se indican en la tabla siguiente:

fop (Kp/em?®)

Tipo de barra (*) Esfuerzo 200 250 300 400
Deformada en frio Traceldn 17 19 22 20
Deformada en frio Compresion 21 2 27 2
Duresa natural Traceion 22 25 29 34
Dureza natural Compresion 27 31 35 42

{*) La diferenciacion entre acero estivndo en trio y de dureza natural, puede ser dobida a diferencias en el corrugado.

Coma regla simplificada, incluye el valor: ¢, = 42 ¢.

1.5, Tratamiento segiin DIN-1045-1978

Andlogamente a las Normas Europeas, la dlemana da una expresion de la longitud bdsi-
ca de anelaje, basada en el equilibrio tensional (unidades en Kp y cm)h

ot ':‘b l.'_y d
¥ 4v Tl adm
donde:
u : coeficiente de valor 1,75
7|, gaw ¢ valor limite de la tension media de adherencia en anclaje (véase la tabla siguiente,
para un tipo de acero semejante a los utilizados en Espana).
o (Kp/em?) 150 230 350 450 550
71, pam (Kp/em? ) 14 18 22 26 30
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Una matizacién impaortante que introduce esta norma es la modificacidn de la tension
de adherencia en anclaje, segin el tiempo de duracidn de las cargas:
— Para cargas no predominantemente en reposo, segin lo especificado en DIN 1045,
los valores de la tabla pueden multiplicarse por un coeficiente de minoracion de
0,85,
- Para cargas moviles, en sucesion frecuente, se minorarin los valores de la tabla por
un coeliciente:
Ao | =05

Ao 1 =0 =
aﬂ.m“l ‘:0'85

1.6, Tratamiento segliin BAEL-83

La Norma Francesa tipifica dos métodos, uno general y otro simplificado, para el aileu-
lo de la longitud bidsica de anclaje. El método general estd basade en las condiciones de equi-
librio v da un valor de la longitud bdsica de anclaje £, igual a (unidades en Kp y cm):

g F
47,

siendo:
tension de adherencia = 0,6 3 f};

q
P
Il

¥, = coeficiente que depende del tipo de acero, de valor:
— 1, para barras lisas.
valor que corresponde al de la ficha de identificacion, para las barras corruga-
das.
Ftj = resistencia a traccion del hormigdn, a j dias.

Tomando un valor medio de y, (y, = 1,5) y {5 para el hormigdn, esta Norma da los
valores siguientes para 7, (Kp/em? ):

’ f.ys (Kp/cm?) 200 250 300 350

| n 24 28 32 36

El método simplificado, da los siguientes valores para la longitud de anclaje:

40 ¢ para aceros de alta adherencia (Y, = 1,5) y {,,, = 4000 Kp/em?,
50 ¢ para aceros de alta adherencia (Y, = 1,5) y f,, = 5000 Kp/em?,
50 ¢ para aceros lisos de f, |, = 2200 Kp/em? y f, |, = 2400 Kp/em?.

1.7. Tratamiento segin EH-82

El concepto de longitud hidsica de anclaje, no figura como tal en la actual edicién de la
Nerma. Dentro de sus comentarios, establece el concepto de longitud de anclaje recto (con
la misma formulacién que la vista en ¢l Codigo del CEB-FIP) v, va dentro de su articulado,

el de longitud prictica de anclaje. La propia Norma comenta gue este altimo conecepto se
basa en la experimentacidn realizada con motivo de la homologacién de las caracteristicas
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adherentes de las barras de acero fabricadas en Espafa. No existe una formulacion de estas
longitudes; en la edicion de 1972 existia una tabulacién, pero en el comentario se aportaban
farmulas pricticas para la obtencién de los valores, aungue en la actualidad va no sirven por
haberse modificado algunos valores.

La Norma da una tabla de coeficientes m, en funcion de las caracteristicas resistentes
del ncero y del hormigdn, que aplicados a la férmula (unidades en Kp v em):

f, =m¢? '-t;*"olb ¢4 15 cm

nos dan los valores de las longitudes practicas de anclaje en prolongacian recta,

Los valores de m son los siguientes:

i
Hormigon
AEH-400 AEH-500 AEH-600

H-150 18 -
H-175 16 21 -
H-200 14 19 23
H.225 13 17 3l
H-250 12 15 19
H-300 10 13 17
H-350 9 12 16
H-400 4 11 15
H-500 7 10 14

1.5, Longitud minima de anclaje

A los valores de las longitudes bdsicas de anclaje se les afecta de unos coeflicientes de
mavoraciébn o minoracion, funcion de los factores que influyen en la longitud real de anclaje
y que veremos posteriormente. La longitud final tiene que cumplir unas condiciones de mi-
nima, que es contemplado por las diferentes normas de la siguiente manera:

1.8 1 CEB-FIP-1978

barras a traccién 0,3 ¢, 4 10¢ <€ 10 cm

% min barras a compresion 0,6 ¢, € 104 < 10 cm

.82 ACT 318-83
O iy 305 em <L 12¢ < d, para barras a traccion
Uy min £203cem €12 ¢ d, para barras a compresion

1.8.3. CP-110-1950

QIJ
J'!I,: min - l?rﬁ
h

129

Documento descargado de www.e-ache.com el 15/04/2026



1.84. DIN-1045-1978

10 ¢

Q|.: min < 0.3 Hl'.l

1.8.5. BAEL-83

lell min + ]0¢’

1.86, EH-82

0,3 ¢,
len I-n't 10 ¢'
15 em

sicndo:

§, ¢ longitud bisica de anclaje
I ¢odidmetre de la barra
b i ancho de la seccion

d »ocanto dtil de la seecidn,

2. FACTORES QUE DETERMINAN LA LONGITUD REAL DE ANCLAJE
2.1. Posicion de las barras

La normativa existente sobre este tema es, en general. coincidente,

La influencia de este factor estd relacionada con ¢l espesor v posicion de las armaduras
dentro de las piezas. En el case de una barra horizontal, una capa Tormada por una mezcla
débil de cemento, aire y agua, tiende a depositarse bajo la barra, en especial si ésta estd en la
parte alta de la pieza hormigonada. El efecto es mucho menos importante cn barras que al
ser hormigonadas estaban a mucha profundidad bajo la superficie del hormigdn fresco, Tam-
bién investigaciones recientes parecen indicar que este clecto es menos importante, cuando
debajo de la barra considerada hay otras horizontales, asi como en ¢l caso de barras vertica-
les, En el caso de una barra vertical, bayo los resaltos se producird una segrepacion de aire y
agua, andloga al de una barra horizontal: aungue es muy distinta al caso de estar harizontal,

Veamos lo que estipulan las diferentes normas.

2.1.1. CEB-FIP-1978
Una barra estd en posicion de buena adherencia:
— Cuando ¢l espesor de la picza, en ¢l sentido del hormigonado, es menor de 25 cm.

Cuando siendo el espesor mayvor de 25 em, se encuentra en ln mitad inferior o a mis
de 30 cm de la cara superior,

— Cuando su inclinacidn con respecto a la horizontal, en ¢l momento del hormigonado,
esté comprendida entre 45° v 909,
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Cuando se cumpla lo anterior, no hay que modificar la longitud de anclaje, En caso
contrario, la Norma toma como longitud de anclaje. g, 4:

£
sali il =0.%
212 ACF315-83

FEsta norma incluye un coeficiente de mayoracidon de la longitud de anclaje, cuando la
barra dista mds de 30,5 em de la superficie de hormigonado, En este caso:
¢ =g .14

bl b

Obsérvese que este valor es andlogo al que estipula el Codigo Modelo Europeo, pues:

1.4*(]'?

213, CR110-1980

Mo tipifica nada en este sentido,

2.1.4. DIN [045-1978

La disposicidon es andloga a la del Codigh Modelo del CEB, aunque matiza algo mis:
Los 30 cm deben referirse a cada capa de hormigonado,

- Se debe mavorar siempre la longitud de anclaje de barras horizontales hormigonadas
con encofrado deslizante,

El coeficienie v mavoracidon que emplea esigual a dos, Barras en posicion mala de ad-
herencia: 8,4 = 2 &,,.
2.1.5 BAEL-83

No tipifica nada en este sentidao,

2.1.6. EH-82
La normativa es andloga a la del CEB-FIP, aunque el coeficiente de mayoracion ¢s 1,4
(va hemos visto que 1 = 1 4),
0.7
2,2, Empleo de ganchos o patillas

2.2.1. CEB-FIP-1978
Afecta a la longitud bisica de anclaje, de un coeficiente reductor, 0,7, que no excluye

al resto de coeficientes:
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lz'I:I(.l. pancha = 017 Eh
pa il

Ademis, especifica que para barras corrugadas no es aconsejable el empleo de gancho.
Sin dar reglas, se tipifica la no proximidad de este sistema de anclaje a los paramentos,
asi como el evitar la concentracién de varios, También incluve reglas referentes a la ar-
madura transversal y recuerda la necesidad de comprobar la rotura por hendimiento del hor-
migdn, en ¢l plano de anclaje,

2,22 ACE318-83

La normativa sobre este factor es nueva en la edicién actual de la Norma Americana.
Las ediciones anteriores daban reglas para modificar factores que luego entraban en la [6r-
mula de la longitud bidsica. Actualmente, el uso de este sistema de anclaje implica el empleo
de nuevas Grmulas y coeficientes, Como no pretendemos hacer una exposicion exhaustiva
de los métodos de cileulo, baste indicar que la férmula para determinar la longitud es ln si-

guiente:

f
= vk
g, = 0,08 ¢ 7z
ck

con coeficientes que la modifican segun los recubrimientos, presencia de estribos, empleo de

drea de acero excesiva o el empleo de hormigdn de dridos ligeros; existiendo un valor mini-
mode8 ¢<£ 1524 cm,

Finalmente, es conveniente indicar que esta norma tampoco considera ¢l empleo de es-
te sistema de anclaje en compresion,

223 CR11ID-1980
Esta norma tipifica, para el uso del anclaje por medio de ganchos o codos (segtin Nor-
ma BS 4466), unas longitudes equivalentes de anclaje recto:

— Para un gancho: Min (24 ¢ ; 8 R).
— Para un codo de 90°: Min (24 ¢ ; 4 R),

admitiéndose para R (radio de curvatura del sistema de anclaje):

R = 2 ¢ para un acero dulee;
K = 3 ¢ para un acero de alto limite elistico,

La disposicion anterior se complementa con la limitacién de que la presién sobre el
hormigén, en el punto medio de la curva de doblado, no supere un valor que tipifica esta
Norma,

224, DIN 1045-1978

El tratamiento de este aspecto se ha modificado en la actual edicion de esta Norma,
En la anterior se daban unas longitudes equivalentes de anclaje recto.,

Actualmente aplica un coeficiente reductor, no vilido para barras comprimidas, de va-
lor 0,7, pero con unas determinadas condiciones, no obligatoriamente simultdneas:
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— Cuando el recubrimiento, segin un plano normal al del anclaje, es = 3 ¢,
- Cuando hay compresiones transversales al anclaje,

— Cuando hay armaduras transversales que aseguren el cosido del plano de anclaje.

2.2.5 BAEL-83

De la misma manera que otras normas anterjores, el uso de ganchos de anclaje lleva
consigo una reduccién de la longitud de anclaje recto, considerdndose un valor de 0.4 €, pa-
ra nceros AEH-400 6 AEH-500, siendo €, la longitud bdsica de anclaje.

Como la Norma Inglesa, presenta, ademds, varias limitaciones al diametro del gancho,
con ¢l fin de no crear tensiones excesivas sobre el hormigdn, Los ganchos u otre tipo de an-
claje curvo, no son utilizables para el anclaje de barras comprimidas,

2.2.6, EH-82
Afecta a la longitud basica de anclaje de un coeficiente, 0,7, que és simultdnes con ¢l

resto de coeficientes, Ademds, incluye unos valores minimos:

10 ¢ < 15 em

v la reduccidn se entiende para barras traccionadas. Las caracteristicas geométricas del gan-
cho s¢ encuentran normalizadas,

2.3, Influencia del recubrimiento
231, CEB-FIP-1978

Esie codigo no hace referencia a este aspecto, salvo en ¢l caso de barras con ¢ = 32
mm, para las que exige un espesor minimo de pieza. En cuanto al anclaje curvo, ¢l recubri-
mienfo actiua solamente en cuestiones de comprobacion de compresiones excesivas sobre el
hormigon, en puntos de la curva de anclaje,

232 ACF3 1883

Para las barras sometidas a traccion, esta Norma permiie la reduccion de la longitud de
anclaje en los casos sipuientes:
] B 2562 cm _+?.|5.'1{'- Jl_i

I.Ei ® Distancia entre 2 barras gue
' : e anclen olg ver

El coeliciente de reduccidn es 0,8 y actia simultineamente con el resto de coeficientes,
Sin embargo, no actaa para el caso de barras comprimidas,

Si se truta de un anclaje por gancho, como hemos dicho anteriormente, cambia la ex-
presion de la longitud bisica, actuando un coeficiente:

0.7 para el caso de ganchos con un recubrimiento lateral superior a 6,35 cm.

0,7 para el caso de patilla {(codo de 90) con recubrimiento lateral superior a 6,35 em
y frontal superior a 5,1 cm,
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233 CP-110-1980

El recubrimiento s6lo influye en el cdleulo de las compresiones, producidas por el em-
pleo de ganchos o anclajes curvos, sobre el hormigdn,

2.3.4. DIN 1045-1978

Cuando existe un recubrimiento, en todas las direcciones, mayor de 10 ¢, esta Norma
permite reducir las longitudes de anclaje a los 2/3 de su valor, salvo en el easo de anclajes en
apoyvos y en los solapes:

1

2
bd = ||5'Qil =z k

X 3

Este coeficiente es simultdneo con los otros que corresponda utilizar,

2.3.5. BAEL-83

Al igual que en la Norma Inglesa, ¢l recubrimiento se tiene en cuenta en el cileulo de
las compresiones sobre el hormigan, producidas por el empleo de ganchos o anclajes curvos,

236 EH-82
Con relacion al recubrimiento, ln Norma Espanola no hace referencia en cuestiones de

anclaje. En su comentario sefiala la conveniencia de que, cuando se ancle por gancho o pati-
lla, ¢ésta se incline hacia el interior del hormigan, con el fin de que quede mds embebida,

2.4. Influencia del signo del esfuerzo
241, CEB-FIP-1978

Salvo en algunas matizaciones que ahora veremos, este Codigo no distingue entre el an-
claje de una barra truccionada v el de una barra comprimida. Los aspectos en que se diferen-
cia son:

— Los ganchos y patillas no actiian como sistema de anclaje en barras comprimidas.

— La longitud minima de anclaje, una vez aplicados todos los coeficientes, es:

¢ =068 L1044 10cm

min

242 ACK318-83
Tal v como ocurria para el caso de anclaje curvo, si la barra estd comprimida la Norma

Amer'ic;mu Lipifica nuevos valores para la longitud bdsica de anclaje, usl como log coeficien-
tes que pueden actuar sobre ella,

Como longitud bisica, se da la expresion:
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¢ 1y
£, = 0,08 —== < 0,004 f,
Vo s
siendo la correlacion, con los valores correspondientes a una barra traceionada, funcién del
¢, F‘\i Kk y rq_'h_'

2.4.3 CP-110-1980

Pura las barras en compresion, esta Norma admite valores de la tensién de adherencia
enanclaje, un 25 por 100 superiores con respecto a las barras traccionadas, Ademds, como el
valor Iimite de la tensién de compresion en una barra es 0,72 1 vk todo ello nos lleva a unas
longitudes de anclaje de barras comprimidas, del 68 por 100 de los valores correspondientes
a barras traccionacas,

24.4. DIN 1045-1978

Hsta Norma no intraduce cambios en la longitud bdsica de anclaje para el uso de barras
comprimidas. Hace constar la no posibilidad de emplear ganchos cuando se anclan barrasa
compresian,

245 BAEL-83

La longitud bisica de anclaje correspondiente a una barra comprimida es el 60 por 100
de la correspondiente a una barra traceionada,

240 EH-82

En ediciones anteriores de la Norma se hacin referencia a barras permanentemente
comprimidas, En la actualidad no considera el signo del esfuerzo que actia, en relacion al
anclaje.
2.5, Influencia del exceso de cuantia de acero

Con relacion a este factor, el tratamiento, segin lo mayorfa de las normativas, es anialo-
go. La influencia queda determinada por un coefliciente:

'A"\. viil
A, Lr
siendo: s el
A, g ¢ Seccion de armaduras estrictamente requerida por el cidleulo,
w.of Seccion de armaduras efectivamente prevista.

Este factor figura en todas ks Norinas que estamos estudiando, salvo en la CP-110-
1950,

3. RESUMEN Y COMENTARIOS

Se han expuesto con anterioridad los métodos para caleular las longitudes de anclaje,
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en prolongacién recta, de barras de acero corrugado, segin el Codigo Modelo del CERB (Co-
mité Buropeo del Hormigdn) v las Normas BAEL, DIN, CP, ACI v EH-E2.

El tratamiento del tema en todos ellos es similar; se especifica una lengitud bdsica de
anclaje de la barra, en funcién del didmetro y resistencia del hormigdn (calculada mediante
maodelos tedrico-empiricos o totalmente empiricos) ¥ luego se contemplan variaciones de ¢s-
ta longitud, en funcion de diversas condiciones. Algunos de estos Cédigos estudian otras con-
diciones, como la existencia de esfuerzos normales a las armaduras, ete. No se ha tratado
tampoco el anclaje de los paquetes de barras, mallas electrosoldadas v otros asuntos, por sa-
lirse del tema de este trabajo.

En las figuras nims, | ¥ 2 se ha representado la longitud bdsica de anclaje dada por los
codigos estudiados, en funcion del didmetro de la barra, para diversas calidades del harmigén
(*) v en las figuras nims. 3 a § se ha representado la longitud bisica de anclaje, en funci6n
de la calidad del hormigon, para diferentes didmetros (%),

Ip (em}
£H-B2 —
400 1 ACI=-310-83 (— —)
CEB R S,
CP-L1@ { s —)
DIN e
: PREL-83 vt et
a2
Fyk = 4108 Kp/e b
Fok = 175 ¥ P
240 "l
=
‘ﬁ#ﬁ,.-'"..‘
-
160 e =
80
&} g 4] 18 20 5 10 15 00 a% 50
o tmm)

Fig. 1. Lengitud basica de anclaje en funcién del didmatro de la barra.

* La influencia de la variacidn del limite elistico del acero, en cuanto a la comparacion de las Normas, es pe-
queiia,
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Fig, 3, Longitud bdsica de anclaje en funcidn de la resistencia del hormigbn,

137

Documento descargado de www.e-ache.com el 15/04/2026



A Ih (em) EH-B2 { E——)
y "
[ ACI-318-83 (—— —)
CER e = ——}
CP-110 e —}
DIM [ (S |
BAEL-A3 ——
120 o
Fyk = 418@ ¥p/om
"4 = 20 fim
T
LI =
Em‘\%ﬁ.
e N
y a
K "‘-.,,fﬁh.‘_h
60 B, T e,
= e ol =1
== T ~USwe,
— e ST
— B -_—"'l——-.._,,
i 4
O —L. . ) ! 2 E 7 J
a 186 100 750 100 150 400 450 500 550 800
fen (pr: mi)
Fig. 4. Longitud bdsica de anclaje en funcién de la resistencia del hormigén,
b (em)
EH=B2 R
e ACI=318=83 ¢ )
CEB f——= 3
CP=118 o ¢ )
DIN f— )
BRAEL=B3 f— = —=}
160 2
"'-.,E r;u = 4108 Kp/on’
3 - 32 mn
Ie——
. -__-_-—h
H\‘%h l"""i-
120 '-.,_""'a..-,_‘._b —
—— h"“-\ ,% e S —
S 1 \ —
T
e — ‘-l-""'nhr.-.?*- — —
80 | -~ e e e e
— el --.._._‘_-_‘ ——
— bt TS
=
40
o + 3 ;- 3 4
o 158 200 %0 106 150 400 450 500 550 00
few ( Hpfend)
Fig. 5. Longitud bisica de anclaje en tuncién de la resistencia del hormigén,
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Vamos a realizar una comparacion entre los valores ofrecidos por la Instruccion EH-82
y las otras Normas.

A la vista de las figuras nams, 1 a 4 se desprende gue la Instruccién EH-82 (asi como la
MNorma ACI), al tener una ley de la longitud basica de anclaje que es proporcional al cuadra-
do del didmetro, en lugar de ser proporcional al didmetro como sucede en el Codigo Modelo
y Normas BAEL, CP-110 y DIN, da una longitud inferior a la de estos ¢ddigos para didme-
frog pequenos, y superior para didmetros grandes, Esto se intenta solucionar dando unas lon-
gitudes minimas para los didmetros pequenos, Sin embargo, v como se deduce de las liguras
nums, 3 a 5, para la practica totalidad de las resistencias del hormigon, sigue ocurriendo que,
en los didmetros pequefios v medianos, las longitudes bisicas de anclaje dadas por la EH-82
son inferiores a las dadas por las Normas CM-CER, BAEL, CP<110 y DIN. EH-82 da unas lon-
gitudes pricticamente coincidentes con las de la Norma ACL

La experiencia de laboratorio demuestra que las longitudes de anclaje dadas por la Ins-
truccion EH-82, para didmetros pequefios ¢ incluso medianos, estin muy ajustadas; ademads,
estos didmetros son susceptibles de presentar dispersiones en la geometria de su corrugado,
agravando mids el problema.

Para didmetros grandes (¢ = 25 mm) los valores dados por EH-82 son superiores a la
media de las Normas estudiadas, si bien ¢l pequefio uso ¢n nuestro pais de dichos didmetros
v el carecer de una amplia experiencia de laboratorio sobre la adherencia de los didmetros
grandes, hace que no pueda evaluarse la diferencia,

Respecto a las correcciones de la longitud basica de anclaje en funcién de diversas con-
diciones, el tratamiento de la EH-82 es similar al de las otras Normas estudiadas. El tinico as-
pecto importante que no trata, es el del signo del esfuerzo, exigiendo las mismas longitudes
de anclaje, en prolongacion recta, para barras sometidas a traccion y compresion, mientras
que otras Normas permiten una reduccion importante de la longitud de anclaje en el caso de
barras sometidas a compresion,

En el momento de redaceion de este estudio, uno de los autores estd investigando ¢l an-
claje de armaduras de espera, en compresion, para el caso de zapatas, El tema es objeto de la
Tesis Doctoral “Investigacion experimental de las longitudes de anclaje de las armaduras de
los pilares, en los cimientos™.

Como resumen final del método de cdleulo de las longitudes de anclaje de la EH-82,
respecto a las demas Normas estudiadas, podemos hacer los siguientes comentarios:

— Para didmetros pequeios (¢ = 12 mm) da unos valores inferiores a las otras Normas
(aunque semejantes a los de ACI, demostrando ademds la experiencia de laboratorio
que estos valores estin muy ajustados,

— Parn didmetros grandes (¢ = 25 mm) da valores superiores de la longitud de anclaje,
No existe, sin embargo, una experiencia lo suficientemente amplia en este tema co-
mo para juzgarlo, Deberfan investigarse las caracteristicas adherentes de los didme-
lros grandes,

- Convendria investigar algunas condiciones concretas de los anclajes, tales como la
existencia de esfuerzos normales a la barra y anclajes en compresion, dada la impor-
tancia de su influencia en la adherencia hormigon-acero,
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Simposio sobre “Utilizacién de plantas
vegetales y sus fibras como materiales
de construccion”

Del 7 al 9 de octubre de 1986, se celebrard en Baghdad (Iraq) un Simposio Cientifico
Internacional sobre “Utilizacion de plantas vegetales v sus fibras como materiales de cons-
truccion™, :

Este Simposio ha sido organizado, conjuntamente, por la RILEM v ¢l “Centro Nacio-
nal de Laboratorios de Construccion™ (NCCL), del Iraq y estd patrocinado por el CIB, la
“Comisiéon Econdmica para Asia Occidental” (ACWA), la “Organizacion de las Naciones
Unidas para el Desarrollo Industrial” (UNIDO) vy otras Entidades.

En el mismo se discutird el papel que pueden desempefiar las plantas vegetales v sus
fibras como materiales para la construccion de viviendas. Se expondri su utilizacion y mé-
todos de aplicacion en diferentes pafses, con vistas a aumentar su durabilidad y vida 0til
de servicio, mejorando su proteccion frente al fuego v al ataque de insectos, Se estudiard
también la posibilidad de utilizar dichas fibras en la construcciéon de paneles y distintos
elementos estructurales,

Los temas seleccionados para la presentacidn de Comunicaciones son:

- Pmpimladcs mecinicas v ensayos,
Durabilidad. Métodos para la proteceidn contra el fuego, la humedad v el ataque
de insectos.
Propiedades térmicas de las fibras vegetales, segin su composicion.
Requisitos prestacionales de los elementos, componentes y sistemas,

— Influencia de los avances en bioingenieria, en la mejora de las caracterfsticas de
los materiales a base de fibras vegetales,

Los interesados en participar en este Simposio deberin dirigirse a:

Dr, Mufid A, Samaru

National Centre for Construction Labs,
Tell-Mohammed

Mousa Bin Nasser Sq.

BAGHDAD (Iraq)

Tel.: 762 00 59 — Telex: 21 27 04 NCCL-IK,
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Esfuerzo rasante en piezas compuestas

Josh J. Vallés
Profesor Titular
Universidad Palitéenica de Valencia

1. INTRODUCCION

La utilizacion de piezas compuestas, es decir, las constituidas por una parte prefabrica-
da y otra hormigonada “in situ”, se encuentra actualmente muy extendida.

En el caso concreto de los forjados, construidos o base de placas o viguetas, nos encon-
tramos con un hormigdn e¢laborado en fabrica, que es el utilizado en ¢l elemento prefabrica-
do (de hormigon armado o pretensado), v un hormigdn vertido en obra, con el que se cons-
rruye parte de los nervios v la losa superior del forjado terminadao.

Para considerar la pieza en cuestibn como verdaderamente compuesta, los esfuerzos de
cortadura se deberan transmitir a través de la superficie de contacto entre los dos hormigo-
nes, de la misma forma v con las mismas deformaciones: como si ln seccidn completa fuera
monolitica.

De existir alghin punto débil en la superficie de contacto, el elemento serd sdlo parcial-
mente compuesto, presentando rigideces intermedias entre un sistema monolitico v otro de
dos piezas,

Se pone asi de manifiesto, la decisiva importancia que tiene la superficie de contacto
en el comportamiento de los forjados, quedando pues condicionada la seguridad de los mis-
maos, por el estado de tensiones tangenciales en la “interfase” entre los dos hormigones, nor-
malmente diferentes en edad v calidad.

Es evidente, por tanto, que en éstas piezas resulta fundamental el andlisis de la superfi-
cie de contacto, cuando dichos elementos estén sometidos a flexion.
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2. RESISTENCIA DE LA UNION

De scuerdo con las investigaciones de HANSON, SAEMANN v WASHA, MATTOCK,
GROSSFIELD, principulmente, podemos decir que las variables mas influyentes en la resis-
tencia de la superficie de contacto, se pueden clasificar en tres grupos:

Variahles intrinsecas a la pieza
Resistencia de los hormigones,
Inercia de los elementos.
Posicion del eje neutro respecto al plano de la union,

Varfables intrinsecas a la unfon
Adherencia entre los dos hormigones.
Rugosidad del hormigon prefabricado,
Area de la superficie de contacto,

- Ofras variables

Relacion entre la distancia desde ¢l primer punto de aplicacion de la carga al apo-
vo, v el canto util de la pieza, :
Tipo de sustentacion,

Cuaniia y calidad de la armadura transversal,

Puede deducirse, pues. la dificultad que entrana dar, en cada caso, valores de las tensio-
nes rasantes de agotamiento,

No obstante, muchas Normas y Recomendaciones Europeas y Norteamericanas, preco-
nizan unos valores miaximos, normalmente en funcion de la calidad de los harmigones, adhe-
rencia, rugosidad de las superficies y cuantia de la armadura transversal.

Por ¢l contrario, en la comrespondiente Normativa Espaiola (EH-82 y EP-80) se ccha
de menos, a nuestro juicio, una mayor concrecién sobre éste tema.

Asi, tanto la Instruccion EH-82 como la EP-80 admiten la no disposicion de armadura
transversal, cuando el esfuerzo cortante de cileulo es menor que un determinado esfuerzo
cortante de agotamiento,

Ahora bien, éste extremo queda condicionado a que la adherencia entre los dos hormi-
gones sea suficiente, lo que se justificard mediante los oportunos ensayos,

3. ENSAYOS DE CAPACIDAD RESISTENTE A ESFUERZO RASANTE

Fs evidente que un taller de vigueias prefabricadas, debera realizar una serie de ensayos
con objeto de comprobar las caracteristicas resistentes de las piezas (deformacion, fisuracion,
rotura por flexion, rotura por cortante, ete.). Por otro lado, es importante que aquéllos sean
sencillos y que reproduzcan, lo mis fielmente posible, la realidad.

De partida, los ensayos sobre semiviguetas entrmnan mayor complejidad que los tradi-
cionalmente realizados sobre las viguetas autorresistentes, y ello por dos razones fundamen-
fales:
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a) Necesidad de construir una banda de forjado o bien una semivigueta con cabeza de
compresion (constituida mediante un molde o mediante semibovedillas) que sea re-
presentativa,

b)Someter dicho elemento a una prucha de carga, acorde con las condiciones de traba-
joen la obra.

No resulta sencillo, para un control de fabricacion sistemitico, aplicar ¢argas uniforme-
mente répartidas; deberiamos ira cargas puntuales. Por otra parte, para estudiar la capacidad
a mgante, las condiciones de gecucion del ensayo deben ser tales que se produzea antes la
rotura por rasante que por flexion,

Ni la EH-82, ni la EP-BO, dan pautas para poner en prictica dichos ensayos.
En la bibliografia espafola sobre ¢l tema, Gnicamente encontramos especificaciones en

las “*Recomendaciones VP-B1 del sello de conformidad CIETAN de viguetas pretensadas™,
redactadas por una comision mixta LE.T. cc - ANDECE.

En dichas Recomendaciones, se dividen los ensayos sobre semiviguetas en ensayos de
homelogacion del forjade y ensayos en fibrica de las semiviguetas con cabeza hormigonada.

En el aparfado correspondiente a esfuerzo cortante de rotura, se deseribe la determina-
cion del mismo mediante “la aplicacion de dos cargas lineales, iguales, situadas a una distan-
cia de upoyos ipual a tres veces el canto total del forjado. Dichas cargas se aumentarin paula-
tinamente hasta que se produzea, bien la rotura del forjado por esfuerzo cortante o bien por
un deslizamiento sensible entre la capa de compresion hormigonada y las semiviguetas™.

“El ensaye de cortante no se considerara valido si antes de aleanzar el valor de la carga
correspondiente al esfuerzo cortante Gltimo garantizado de la zona que se ensaya, se rompie-
se la pieza habiéndose sobrepasado el valor del momento flector Gltimo, positive, garantiza-
do; ya que en el agotamiento habria influido sustancialmente la solicitacion de flexion, fal-
seando ¢l resultado de la resistencia real a esfuerzo cortante que se trataba de determinar™,

4, RELACION VANO DE CORTANTE — CANTO UTIL

La resistencia a cortante de una viga se encuentra fuertemente influida por la posicion
de las cargus.

5¢ ha constatado que la forma de desarrollo y crecimiento de la fisuracion inclinada,
asi comao el tipo de rotura que posteriormente se desarrollard, dependen principalmente de
la relacion entre las tensiones de flexion fy las de cortadura v,

En primera aproximacion, estas tensiones se pueden expresar:

v hil
‘P=K|. —_— I'le.—--—----—-
h. . d 1, 42

donde K, y K, son coeficientes que dependen de diversas variables, como la geometria de
la viga, ¢l tipo de carga, el tipo de acero, ete.

V v M son los valores del cortante v momento, en una seccion dada; b la anchura del
ula: hw la anchura del alma, v d el eanto Gtil de la viga,
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I M b
Por tanto; = TR . . S
¥ v.d b
. K,
siendo: i pp—— 1
K,
dM j ; M
Por otra parte, V=- _cj ——, ¥ en vigas sometidas a cargas concentradas, V= —— .
X Hl

stendo “a™ la distancia desde ¢l punto de aplicacion de la carga al apoyo: “vano de cortante”

Es decir:

Manteniendo constantes las demis variables, se puede observar, en la figura |, el efecto
de la relacion a/d sobre la fisuracion de una viga de hormigbn armado, de seccion rectangu-
lar, simplemente apovada, sometida a dos cargas puntuales situadas simétricamente.

=] Capocidod o FLEXIDMN
& Capacidad a e -
3 CORTANTE - COMPREBION
md Capacidod o FISURACION iNCLINADA
=
o
= Ll
" — "'!—-._|____-_
o Yigos de  Moatuigs de ——
 ofin” i mous e
-ORT- [ TRACCION DIAG
W |+| ! ! = Raluros de FLEXION
X
E]
X
= + } + f— ¥ ——
1} 1 i 1 & L [ ? a
d
Fig. 1.

— Vigas de Gran Canto 0 < afd < ]

I'n este intervalo, las tensiones de cortadura v las tensiones normales verticales son de
mayor importancia que las de flexion, Existen importantes tensiones principales de com-
presion y traceion, a lo largo v a traves, respectivamente. de la linea que une la carga ¥ la
reaccion: por lo que pronto aparecen fisuras inclinadas en las proximidades de la reaccion,

Cast inmediatamente después, la viga se transforma en un arco atirantado, que puede
colapsar de diversas formas (fallo del anclaje de lo armadura de traceion, rotura por aplasta-

mient o en las reacciones, e1c, ),
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Vigas Corras | < afd = 2.5

Una fisura de flexion, que se extiende verticalmente hasta justamente encima de la ar-
madura de traccion, se inclina. progresand o en la direccion del punto de aplicacion de la car-
ga, La fisura de flexion inicial, generalmente, se farma hacia ¢l centro del “vano de cortante"

Al incrementar la carga, la parte inclinada de Ia fisura, generalmente, se propaga hacia
abajo, encontrundo la armadura de traccion en un angulo aproximado de 459, formdnd ose
asi una fisura secundaria que se extiende a lo lago de la armadura, hacia el apovo,

Una vez se ha desarrollado la fisuracion inclinada, la rotura puede producirse de una
de las dos formas siguientes:
a) Rotura del anclaje de la armadura de traccion: ROTURA de CORTANTE-TRAC-
CION. (Figura 2).

b) Rotura por aplastamiento del hormigon situado sobre la fisura inclinada: ROTURA

de CORTANTE-COMPRESION, (Figura 3),

Rolura de CORTANTE = TRACCION Roturn de CORTANTE-COMPRESIDN

Fig. 2. Fig. 3.

-~ Vigas Normales v Largas ajd = 2,5

i . a ;
En el intervalo de valores de - comprendidos entre 2,5 v el correspondiente a la ro
tura por flexion, las fisuras inclinadas se forman a partir de las fisuras de flexion.

Entre dos fisuras de flexion se encuentra un “diente” vertical que funciona como una
ménsula. Al aumentar la carga, comienza su rotura, formandose una prolongacion inclinada
de una fisura de flexidn primaria. (Figura 4),

Tal como sevio antes, para valores de a/d mavores de 2,5, la carga de fisuracion inclina-
da supera a la carga de rotura por cortante-compresion: de manera que en una viga sin arma-
dura de alma, la aparicion de la fisura inclinada implica que se haga inestable y colapse.

A este tipo de rotura se le llama de “traccion diagonal”,
47 /[ (][]
At i ¥ | b i | i

146

Documento descargado de www.e-ache.com el 15/04/2026



Vigas en |

El comportamient o de una viga en 1 se verd afectado por la geometria del alma; puesto
qué al reducirse la relacion anchura alma/anchura ala, se incrementaran las tensiones de cor =
tadura en el alma, aumentando mas rapidamente que las maximas tensiones de flexion,

Es decir, que en este tipo de vigas. para un valor dado de a/d, sera la relacion de anchu-
ras alma/ala la que decidird sobre la iniciacion y propagacion de la fisuracion inclinada.

5, INFLUENCIA DE LA RELACION a/d SOBRE LA RESISTENCIA A RASANTE

SAEMANN v WASHA, ¢n ensayos realizados en la Universidad de Wisconsin, compro-
baron que el esfuerzo rasante miximo resistido por los elementos compuestos, era menor a
medida que la relacion a/d aumentaba.

Segin dichos investigadores, en ¢l caso de piezas sin armadura transversal, la variacion
se podia expresar de la siguiente forma:

190

nm

siendo: R+5

T: maximo valor de la tensidn rasante que puede absorberse, en Kpfcmz.
R: relacion a/d (longitud de deslizamiento o vano de cortante/canto Qtil).

Esta expresion también ha sido recomendada por MATTOCK y KAAR,

6. PLANTEAMIENTO Y DISCUSION DEL PROBLEMA

Resulta claro que a un taller de fabricacion de viguetas semirresistentes que quiera rea-
lizar determinaciones experimentales de la resistencia a esfuerzo rasante, Y U por razones
de sencillez vaya a utilizar dos cargas, el primer problema que se le planteard es la ubicacion
de dichas cargas,

Si éstas se encuentman muy distanciadas de los apoyos, el elemento colapsard por fle-
%ion; si por el contrario se encuentran muy cercanas al apoyo, s¢ producirdn roturas por ¢or-
tante del tipo “vigas cortas”. Ademas, las campas proximas a los apoyos ocasionarin “pinza-
mientos’” que, por consiguiente, desvirtuarin ¢l ensayo a rasante.

De todo lo anterior se puede inferir que para un ensayo de cortante en vigas de seccion
rectangular, la relacion afd = 3 resulta apropiada, por coincidir con el momento de rotura
minimo; punto en el que se pasa de un gobierno de la capacidad de corfante-compresién, a la
capacidad de fisurecion inclinada,

Sin embargo, en una pieza con las caracteristicas de la banda de forjado que seva a en-
sayar, a nuestro juicio, no se puede mantener dicha relacion, Teniendo en cuenta las relacio-
nes alma/ala que generalmente se presentan en un elemento compuesto de este tipo, creemos
que un cociente vano de cortante/canto con valores mis altos, alrededor de 5, puede rendir
mejores resultados.

Dicha relacibn permite movilizar mayores tensiones rasantes, elimina en mayor grado
el riesgo de que se produzean pinzamientos y provoca una mas temprana aparicion de la fisu-

racion inelinada (consecuencia de una fisura de flexion primaria), forzando asi la posibilidad
de deslizamientos al aleanzar dicha fisuracion la superficie de contacto.
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Otra importante ventaja, es que las relaciones momento flector/esfuerzo cortante, en
lag diferentes secciones, estin mucho mas ajustadas a las que se dardn bajo las condiciones

de trabajo reales.

Por contra, ¢l inconveniente resultante de una fisuracion de flexion prematura queda,
en parte, mitigado por ser uno de los dos elementos pretensado.

Nuestm intencin es confeccionar proximamente una serie de piezas, con las que poder
comprobar experimentalmente estos extremos. De todas maneras, si podemos adelantar que

en lag determinaciones realizadas hasta el momento por nosotros, con relaciones a/d = 3,
siempre observamos una temprana fisuracibn en la zona proxima a los apoyos, seguida de ro-

turas de cortante-compresion, o roturas tipo fallos de anclaje, que nos han impedido obser-
var y evaluar los posibles deslizamientos en la superficie de contacto entre los dos hormi-

gones, (Véanse fotos 1 v 2).

o TEERTO N e
Ak

o

Foto 2. Otra vista de la pleza ensayada,
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Reuniones de la F.I.P., en Nueva Delhi (India)

X Congreso de la F.I.P.,, en
Nueva Delhi (India)

Raman Marti
Centro de Trabajos Téenicos, S.A. (C.T.T.)

Durante los pasades 16-20 de febrero, se celebrd en Nueva Delhi ¢l X Congreso de la
F.LP. Asistieron al mismo 2.200 Delegados, de los cuales 1,500 eran Delegados locales y 700
del resto del mundo, representando a 42 paises.

Simultineamente con ¢l Congreso se celebrd una exposicion en la cual, los principales
sistemas de postesado, asf como industrias relacionadas con el postesado, mostraron sus (1t
mas novedades. Es de destacar que la tradicional masiva asistencia de los fabricantes de acero
para pretensado, en esta ocasion, se vio reducida a una sola firma japonesa,

Diferentes realizaciones espaiolas fueron mostradas en el stand de CTT-STRONG-
HOLD, entre ellas, el puente Ingenicro Ferndndez Casado, puente sobre el Ebro, puente de
Fernando Reig en Alcoy, y acueducto de los Monegros,

La inauguracion del Congreso tuvo lugar el 16 de febrero v en élla cabe destacar la con-
ferencia del Profesor Leonhardl sobre puentes atirantados. Consistid ¢n un resumen sobre
las diferentes posibilidades y realizaciones actuales del pretensado, asi como datos generales
sobre diseno. Se¢ citd el puente del Ebro y el puente Ingeniero Ferndnder Casado, en Barrios
de Luna, extendiéndose en detalle sobre este dltimo y sefialando que posee el record mun-
dial de luz en tableros de hormigon,

El lunes dia 17 empezaron las Sesiones Téenicas. En relacion con ellas merece mencion
especial, dentro de la primera Sesion, dedicada a puentes, la presentacion de diferentes reali-
zaciones sobre puentes atirantados. A 1o largo de todo ¢l Congreso fue quizds éste el tema al
que se dedicd mayor atencion,

Entre los puentes que se comentaron s¢ encuentran ¢l de Penang, en Malasia, atiranta-
do, con 225 metros de vano central, y ¢l conocido Saudi-Bahrain Causeway que une el emi-
rato de Bahrain con Arabia Saudita, a través de 12,5 km de puente, que fue disefiado ¥ cons-
trufdo en 225 semanas. La solucion final, con vanos de 50 metros para los tramos de acceso
y un puente por voladizos, de 150 metros, es altamente interesante, tanto desde el punto de
vista de proyecto como de construceidn,

En la sesin vespertina sobre trabajos realizados en condiciones dificiles, cabe destacar
tres contribuciones: la de Dragados y Construcciones, presentada por Luis Garcia de Miguel
sobre la toma de agua de la Central Térmica de Ras Djinet, presentada asi mismo en la pasa-
da Asamblea de la ATEP, en Santander; ¢l Linn Cove Viaduct, de J, Muller, interesante
puente construido en Estados Unidos en un parque natural v cuya construccion, debido a
problemas ccolbdgicos, debid iniciarse desde un estribo y realizarse toda ella desde el tablero,
pilas intermedias inclusive, consiguiendo una estructiira de gran belleza, perfectamente adap-
tada al entorno natural; y la de K. Ukaji, de Japon, sobre depositos para gas natural Ifquido,
construidos bajo tierra,

En la sesion del martes dfa 18 sobresalieron, la presentacion de Javier Ripoll, de C.T.T.,
S.A.. sobre refuerzo de estructuras por medio de conectores, v la de H, Schambeck que pre-
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sentd el proyecto del Metro de Medellin, en el que interviene Entrecanales y Tivora. Asi
mismo, en este dia se dedicd una sesién a puentes realizados en paises en vias de desarrollo,
sesion altamente interesante, en la que entraban temas tan diferentes como el uso del hormi-
gan reforzado con bambi, presentado por 5.H, Perry, v estudios de puentes para acceso a
zonas rurales (granjas, mercados, etc.), presentado por M.5. Fletcher,

El miéreoles dia 19 se dedicod a los nuevos desarrollos experimentados, tanto en diseno
como en construceion, Importante contribucién fue la de MUA, Bell sobre ¢l uso de tendones
no adherentes en elementos de hormigdn parcialmente pretensados. Dos o tres ponencias
versaron sobre la construccion de traviesas pretensadas.

En relacion con el tema de “*Aceros y Sistemas’”, se presentaron tendoenes de nuevas (i
bras, cuya aplicacién en ¢l postesado es ya una realidad, como lo demuestra la construceion
de un puente de dos vanos, de 25 y 27 metios, sobre una autopista, en Alemania,

Otra de las novedades del Congreso fue la presentacion de varias ponencias sobre es
tructuras consiruidas utilizando para el postesado tendones exteriores, que pueden ser susti-
tuidos ¢n cualquier momento, permiticndo asi soluciones muy versitiles, susceptibles de re-
forzarse con toda facilidad v eficacia siempre que las circunstancias 1o requicran,

El tipo de inyeceion que debe utilizarse en estos cables, fue objeto de polémica, La ma-
yorfa de las realizaciones presentaban productos tipo cera, y en la citada sesion relativa al
tema de los aceros, se senald que todas estas innovaciones en los productos de inyeccion, de-
ben controlarse muy estrictamente, Por ¢l momento. se considera que la proteccion con le-
chada de cemento es ld mejor.

El jueves dia 20 se dedicd una sesion o nuevos métodos para la construccion de estruc-
turas de hormigdn, De gran interds fueron tres ponencias ¢n las que se exXpusieron nuevas so-
luciones, desde el punto de vista del proyectista, del constructor, y del subcontratista espe-
cializado. Por lu tarde. se comentaron las conclusiones de lus diferentes sesiones, asi como
las principiles contribuciones al Congreso, entre lus que se incluyd la presentada por Draga-
dos v Construcciones,

Como innovicion, se celebraron, cada tarde, las “Posier Scssions™ en las cuales los au-
tores de comunicaciones que por falta de tiempo no podian ser presentadas en las diferentes
sesiones del Congreso, tenian la oportunidad de exponerlas a todos los asistentes interesi-
dos, Su celebraciéon fue altamente positiva, pues en estas sestones se establecia un didlogo
con ¢l Autor y se podia profundizar en agpectos que dificilmente podrian tratarse en una se-
si6n normal.

En la representacion espanola en el Congreso figuraban, aparte de los anteriormente ci-
tudos, ¢l Seeretario de la ATEP, Rafael Pineiro, Santiago Pérez-Fadon de FERROVIAL, 5.A.
y 1.B. Ripoll v Raman Marti Ayxald. de Centro de Trabajos Téenicos, 5.A.

Finalmente, querria destacar la presentacion, por parte de la mayaoria de los paises, de
publicaciones con las principales realizaciones por ellos cecutadas en los Oltimos cualro
anos, Estas publicaciones creo gue son muy interesantes, tanto desde ¢l punto de vista téeni-
co comao del comercial, Espana fue quizds el dnico de los paises de alto nivel de construeeion
que no presentd su publicacion. Espero y desde aqui hago una llamada a todos, proyeetistas
y empresas constructoras, para quese animen a cllo, que en ¢l proximeo Congreso de la FIP
que habri de celebrarse, en Hamburgo, en 1990, figure una publicacidn sobre realizaciones
cspafiolas,

Asimismio, v en la linea de lo anterior, creo que en Espana tenemos realizaciones de un
nivel muy superior a muchas de las presentadas en el Congreso. Se deberia hacer un esfuerzo
para tratar de exponerlas en eventos de este tipo, ya que son excelentes plataformas para fu-
turas coluboraciones infernacionales,
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Reunién del Consejo de la F.I.P.

El sibado dia 15 del pusado febrero, coincidiendo con el X Congreso Internacional de
la F.LLP., y con la asistencia de veintiséis delegados de los distintos Grupos Nacionales inte-
grados en la Federacion, se celebrd en Taj Palace Hotel, de Nueva Delhi, India, la primera de
las reuniones del Consejo de la F.LP. correspondientes al presente afio 1986, En representa-
cion de la A, T.E.P, participd el Sr. Pifeiro.

De los temas tratados de acuerdo con el amplio orden del dia previsto, a continuacian
se comentan aquellos que, por suinteres, se considera oportuno destacar, para general cono-
cimiento,

Se ha reorganizado ¢l Presidium de la FLLP., habiéndose incorporado al misme los si-
guientes sefiores: Prof. LV, Mikhailov (Rusia), Mr. Oud (Holanda) y Mr. Janda (Che-
coslovaguia),

Se informo que también se ha reorganizado la Secretarfa de la F.LP, Han cesado en
las funciones que hasta ahora venian desempenando. Mr, Shacklock, que era Secreta-
rio General y Tesorero, vy los Seereturios Téenicos de las Comisiones de la FLP. Mr.,
Crozier, uno de estos Secretarios, continuard desempefiando el cargo de Editor de las
Notas de la FLP, La Seeretaria funcionard bajo los auspicios de Ia Institution of
Structural Engineers, en Londres, v ¢l Dr, R.P. Andrew serd ¢l que desempefie ¢l car-
go de Secretario, Proximamente se designard ¢l nuevo Tesorero,

Los Presidentes de las distintas Comisiones Téenicas, deberin designar sus correspon-
dientes Secretarios, preferiblemente de entre ¢l personal de sus propias organizacio-
nes o de su Grupo miembro de la FLLP. De acuerdo con este criterio, las Comisiones
do “Estructuras ¢n zonas sismicas”™ y “*Practica constructiva™ ya han nombrado sus
nuevos secretarios,

Las Asambleas Generales de la F.LP., que hasta ahora se venian celebrando coinei-
diendo con los Congresos, en ¢l Tuturo. v sepin la propuesta formulada, se celebra-
rin con ocasion de los Simposios entre Congresos, No obstante, la decision final so-
bre este tema se adoptard ¢n la proxima reunién del Consejo. aunque ya, en este X
Congreso no se reunid 1o Asamblen,

Con el objeto de preparar ejemplos de edleulo de estructuras siguiendo las normas de
la Publicacion de la F.LP, “Practical design of reinforced and prestressed conerete
structures™, s¢ esti estudiando la formacion de una nueva Comision Téenica, Se ha
solicitado a los diversos Grupos Nacionales propongan un representante, preferible-
mente alpiin ingeniero joven pero suficientemente experimentado, para formar parte
de la misma, Estos ejemplos de caleulo se publicarin con el cardcter de Manual.

Se informd que se ha constitu ido un Comité Mixto CEB-FIP-IABSE, para la revision
del actual “*Madel Code™ y la redaccidn de una nueva edicidn del mismo que se pre-
tende publicar en el plazo de cuatro afos. Lus propucstas de modificaciones sdlo se
admitirdn hasta setiembre de 1986, para dar tiempo a s posterior discusion y redac-
cion final del nuevo texto, La F.LP, considera que, dado el poco tiempeo disponible,
la aportacion que se pueda hacer no va g ser todo lo amplia que seria de desear,

Con motivo del X Congreso, se otorgaron los siguientes nombramientos y Medallas:

Medallas Frevssinet a;
- K. Lacroix (Francia)
5. Inomata (Japén)

151

Documento descargado de www.e-ache.com el 15/04/2026



Medallas de la F.LP, a:
- I.LH. van Loenen (Holanda)
— C.R, Alimchandani (India)
—~ T.N. Subba Rao (India)
— H.F. Cabjolsky {Argentina)
- J. Mathivat (Francia)

Miembros de Honor de la F.LE.
- B.W. Shacklock (Inglaterra)
W.F.G, Crozier (Inglaterra)

Se aprobd el balance final correspondiente al pasado afio 1985,

— 8e dib cuentu de las nuevas publicaciones de la F.LP. que han sido editadas con mo-
tivo del X Congreso y que son:

— Pilotes prefabricados,
— Proyecto y construceidon de barcos de hormigon.

Garantia y control de calidad de las estructuras de hormigdn con armaduras pos-
Lesns.

Inspeccitn y conservacion de las estructuras de hormigdn armado y hormigon pre-
tensado.,

Hormigonado en tiempo caluroso.

Proximamente, se editurin también las siguientes publicaciones:
Cileulo de estructuras prefabricadas de hormigén, para edificios de varias plantas.
- Tesado de tendones,
- Corrosion y proteccion contra la corrosidn de los anclajes al terreno,
Proteceidon contra la corrosion, de tendones no adherentes,

Se informd sobre los trabajos que vienen desarrollando las diferentes Comisiones
Téenicas de la F.LP,, algunas de las cuales celebraron reunion coincidiendo con el X
Congreso.
— Fue aprobado el siguiente calendario para proéximas reuniones:
Yara ¢l Consejo:
~del 4 al 9 de octubre de 1986, en Viena (Austria)

— del 26 al 28 de abril de 1987, en Amsterdam (Holanda)
los dias 5, 6 y 7 de septiembre de 1987, en Paris (Francia)

- El proximo X1 Congreso se celebrard, en Hamburgo (Alemania), durante los dias 3
al 7 de junio de 1990,

Para el XII Congreso, de 1994, se han recibido invitaciones de Japon (Tokyo),
China (Pekin o Shanghai) v Estados Unidos (Nueva Orleans).

- Bl proximo Simposio se celebrard en 1988, en larael, (Tel Aviv), durante los dias 4
al @ de setiembre,

- S¢ ha presentado una oferta de Hungria, para organizar en Budapest el Simposio
de 1992, La oferta ha sido aceptada en principio.

De conformidad con el acuerdo adoptado, la proéxima reunion del Consgjo se cele
brard, em Viena (Austria), durante los dias 4 al 9 del préoximo mes de octubre,
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Reunion de la Comision de Prefabricacion
de la F.l.P.

Coincidiendo con ¢l X Congreso Internucional de la FLLP, el din 17 del pasado mes de
febrero se celebrd la primera de las dos reuniones anuales reglamentarias de la Comisidn
Téenica de la FLLP. que se ocupa del tema de “Prefabricacion™. En la mismy participaron 29
desus Miembros, La AT LE P, estuvo representada por el Sr. Pineiro,

Lo esta reunion, el que hasta ahora ha sido Presidente de la Comision, Mr, Bernander,
de Suecia, anuncio que, en el Tuturo, esta Presidencia la ocupard Mr. van Acker, de Bélgica,

Se pasd revista al estado actual de la labor que tienen encomendada los distintos Gru-
pos de Trabajo integrados en la Comisian.

El Grupo de Trabajo que se ocupa del estudio de las losas aligeradas, de hormigdn pre-
tensado, para forjados, anuncid que viene trabajando en intimo contacto con Grupos analo-
pos del CEB v de Estados Unidos, v que su labor esta yva casi concluidas por lo que espera
que en la proxima edicion del Mode Cade, podra incluirse un nuevo capitulo con las oportu-
nas especilicaciones relativas a este tipo de elementos estructurales,

El Grupo de Trabajo sobre “Traviesas de hormigdn®. una vez realizadas las correcciones
que le han sido propuestas, estd redactando el texto Final que se espera pueda editarse, como
publicacion de la I LP, durante ¢l presente ano 86,

Ll Grupo de Trabajo sobre forjados constituidos a buase de viguetas ¥ blogues de entre-
vigadao, que dirige la representacion espaiiola en la Comision, continga la redaccion del bo-
rrador correspondiente, con arreglo al indice va aprobado ¢n anteriores reuniones, En este
trabajo, en la actualidud, colabora ¢l representante de México v, para fecha proxima, se espes
ria la incorporicion al grupo de un representante del Reino Unido, Por otra parte, Mr, vian
Acker prometio que enviard copia de unos textos, relucionadeos con este tema, gue han sido
publicados en ¢l n° 27 de los “Cahiers Techniques du Batiment™, v que considera pueden ser
utiles para ¢l trabajo que se estd realizando

Se anuncid que hace falta nombrar un nuevo Presidente para el grupo que se ocupa del
curado acelerado del hormigdn, por haber dimitido el que hasta ahora ostentaba dicho car-
20,

Se acordd formar nuevos Grupos de Trabajo para ¢l estudio de los siguientes temas;

Estructuras constitu fdas a base de losas aligeradas compucesias,
Estructuras de hormigdn a base de placus delgadas prefabricadas,
Control de calidad,

Se anuneid la proxima publicacion en lus Notas de la FLLP. de un informe sobre “Prefu-
bricacion de elementos pretensados en bancadas de pran longitud™,

Aceplando T nvitacion del representante de Hungria, se acordd que la segunda reu-
nién reglamentaria de la Comision de Prefabricaciaon correspondiente al presente ano 1986,
s¢ celebrard, en Budapest, durante los dias 10 al 12 del proximao mes de octubre.
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Reunion de la Comision sobre
“Prictica Constructiva’ de la F.1.P.

Los dias 21 v 22 de lebrero de 1986, inmedintamente después de las Sesiones del X
Congreso de la FLLP. celebrada en Nueva Delhi (India), se reunid la Comision sobre “‘Prdcti-
ca Constructiva®™, en Agra (India). A esta reunion asistio, en representacion de ln A T.LEP.,
D. Santiago Pérez-Faddn, Miembros espaiol de dicha Comisidn,

En la reunion se paso revista g los informes que han sido recientemente terminados por
los diferentes Grupos de Trabajo, v cuya relacion es la siguiente:

a) Tesado de tendones: relacion enfre fuerza y alargamiento.

b) Hormigonado en climas cilidos,

¢) Garantia de calidad v control de calidad para hormigdn postesado.

d) Carrosion ¥ proteccion de anclajes pretensados al terreno.

¢) Inspeccidn v mantenimiento de estructuras de hormigdn.

Asi mismo se comentd la situacion de los trabajos en curso:

a) Inyeccion de vainas en hormigon pretensado,

b) Reparacion y refuerzo de estructuras de hormigdn armado y pretensado,
©) Seguridad en las construcciones de hormigén,

Finalmente, se propusieron ideas para futuros Grupos de Trabajo que elaboraran nue-
voy informes, de las cuales se aceptaron:

a) Participacidn en la revision del CEB/FIP Model Cade,
b) Especificaciones para los trabajos de postesado.

Lia Comision celebrard su proxima reunidn, en mayo de 1987, en Hamburgo, Alemania,
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