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MIEMBROS PROTECTORES DE LA ASOCIACION TECNICA
ESPANOLA DEL PRETENSADO

Dentro de nuestra Asociacion existe una categoria, la de “Miembro Protector”, a la que
pueden acogerse, previo pago de la cuota especial al efecto establecida, todos los Miembros
que voluntariamente lo soliciten. Hasta la fecha de cierre del presente nimero de la Revista,
figuran inscritos en esta categorfa de “Miembros Protectores” |os que a continuacién se in-
dican, citados por orden alfabético:

ACEROS Y TECNOLOGIA PARA LA CONSTRUCCION, S.A. (ATECSA).— P° de la
Habana, 14, 28036 Madrid,

AGROMAN EMPRESA CONSTRUCTORA, S.A.— Raimundo Ferndndez Villaverde,
43, 28003 Madrid,

AGRUPACION DE FABRICANTES DE CEMENTO DE ESPANA "OFICEMEN".—
Veldzquez, 23, 28001 Madrid,

ALVI, 5.A, (PREFABRICADOS ALBAJAR).— Orense, 10, 28020 Madrid,

AUTOPISTAS, CONCESIONARIA ESPANOLA, S.A.— Plaza Gala Placidia, 1, 08006
Barcelona,

AZMA, S.A.— P° da la Habana, 16. 28036 Madrid,

BIGUETES, 5.L.— Partida Altabix, s/n. 03000 Elche (Alicanta),

CAMARA, 5.A.— Apartado 180, 36080 Pontevedra.

CARLOS FERNANDEZ CASADO, 5.A.— Grijalba, 9, 28006 Madrid.

CEMENTOS MOLINS, S.A.—= C.N. 340, Km. 329,300, 08620 Sant Vicenc dels Horts
(Barcelona),

CENTRO DE ESTUDIOS Y EXPERIMENTACION DE OBRAS PUBLICAS (CEDEX).
Gabinete de Informacidn y documentacion.— Alfonso X1, 3. 28014 Madrid.

CENTRO DE TRABAJOS TECNICOS, S.A.,, C.T.T., S.A.— Aribau, 185, 08021 Bar-
celona.

COLEGIO DE INGENIEROS TECNICOS DE OBRAS PUBLICAS.~ Miguel Angel, 186.
28010 Madrid,

COLEGIO NACIONAL DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS
DE MADRID.— Almagro, 42, 28010 Madrid,

COLEGIO OFICIAL DE APAREJADORES Y ARQUITECTOS TECNICOS.— Santa
Eugenia, 19. 17006 Gerona,

COL. LEGI OFICIAL D'ARQUITECTES DE CATALUNYA.~ Placa Nova, 5. 08002
Barcelona.

CONSTRUCCIONES Y CONTRATAS, S5.A.— Federico Salmén, 13. 28016 Madrid.

CUBIERTAS Y M.Z2.0.V., 5.A.— Ayala, 42, 28001 Madrid.

DRAGADOS Y CONSTRUCCIONES, S.A.— Avda,. de América, 24, 28028 Madrid,

EMESA-TREFILERIA, S.A.— Apartado 451, 156080 La Corufia,

EMPRESA AUXILIAR DE LA INDUSTRIA, S.A. (AUXINI). Departamento Obras
Especiales,— Padilla, 46, 28006 Madrid,

ENAGA, 5.A.— Hermanos Fernandez Carvajal, 31, 28023 Pozuelo de Alarcén (Madrid).

ENTRECANALES Y TAVORA, S.A. Biblioteca.— Juan de Mena, 8. 28014 Madrid,

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y
PUERTOS.— Ciudad Universitaria. 28040 Madrid.

ESTEYCO, 5.A.— Menéndez Pidal, 17. 28036 Madrid.

ESTUDIOS Y PROYECTOS TECNICOS INDUSTRIALES, S.A. (EPTISA).— Arapiles,
14, 28015 Madrid,

EUROCONSULT, S.A.— Apartado 99. 28700 San Sebastian de los Reyes (Madrid).

FOMENTO DE OBRAS Y CONSTRUCCIONES, S.A. (FOCSA).— Avda. General Pe-

rén, 36. 28020 Madrid.
FORJADOS DOMO.— Hermosilla, 64, 28001 Madrid.
FREYSSINET, S.A.— General Per6n, 24, 28020 Madrid,
GRACE, 5.A.— Apartado 523. 08080 Barcelona.
HIDROELECTRICA DE CATALUNA, S.A.— Almogdvares, 11 - 17, 08018 Barcelona.
ngl’lgNQ-ALEMANA DE CONSTRUCCIONES, 5.A.— Capitdn Haya, 51. 28020 Ma-
rid.
HORMIGONES GERONA, §.A.~ Lorenzana, 45, 17002 Gerona,
HORMIGONES PROYECTADOS, S.A.— Avda. Principe de Asturias, 63, 08012 Bar-

celona,
(Continua en el int. de contraportada)
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(Continuacion de Int. Portada)

HUARTE Y CIA, 5.A. Departamento Técnico.— Profesor Waksman, 14. 28036 Madrid.

IBERDUERO, S.A. Centro Documentacién.— Referencia 3001, Gardoqui, 8. 48008
Bilbao,

IBERDUERO, S.A, Centro de Documentacion.— Referancia 8501, Gardoqui, 8. 48008
Bilbao,

IBERICA DE ESTUDIOS E INGENIERIA, S.A. (IBERINSA).— Avda. de Burgos, 11.
28036 Madrid.

IBERING, ESTUDIOS Y PROYECTOS, S.A.— Plaza Gala Placidia, 5-7, 08006 Barce-
lona.

INDUSTRIAS GALYCAS, 5.A.— Portal de Gamarra, 46. 01013 Vitoria,

INFORMES Y PROYECTOS, 5.A. (INYPSA).— General Diaz Porlier, 49-561, 28001 Ma-
drid.

INGENIERIA DEL ATLANTICO, S.A. (IDASA).— Pérez Cepeda, 5 y 7. 15004 La
Corufia.

INGENIERO JEFE DE LA SECCION DE PUENTES Y ESTRUCTURAS.— Ministerio
de Obras Piblicas y Urbanismo. Direccién General de Carreteras. PO de |a Castella -
na, 67. 28071 Madrid.

INSTITUTO TECNICO DE MATERIALES Y CONSTRUCCIONES (INTEMAC).—
Monte Esquinza, 30. 28010 Madrid,

INTERNACIONAL DE INGENIERIA Y ESTUDIOS TECNICOS (INTECSA).— Biblio-
teca,— Orense, 70. 28020 Madrid.

JOSE ANTONIO TORROJA, OFICINA TECNICA, S.A.— Principe de Vergara, 103,
28006 Madrid,

LABORATORIO CENTRAL DE ESTRUCTURAS Y MATERIALES.— Alfonso XIl, 3.
28014 Madrid.

MECANOGUMBA, S.A.— Apartado 23, 08100 Mollet del Vallés (Barcelona).

NUEVA MONTANA QUIJANO, S.A.— Fiabrica de Forjas de Buelna. 39400 Los Corra-
les de Buelna (Cantabria).

OBRAS Y CONSTRUCCIONES INDUSTRIALES, S.A. (OCISA).— Princesa, 3-79.
28008 Madrid.

PACADAR, S.A.— Hermosilla, 57. 28001 Madrid.

PRENSOLAND, S.A.— Calle Industria, s/n. 08528 Sant Marti de Centelles (Barcelona).

PRETENSADOS DEL LOURO, 5.A.— Poligono Industrial Atios, 36400 Porrifio (Pon-
tevedra),

SENER, TECNICA INDUSTRIAL Y NAVAL, S.A.— Avda. del Triunfo, 56, 48930 Las
Arenas (Vizcaya),

SIKA, 5.A.— Carretera Madrid-lran, km. 14,500, Poligono Industrial. 28100 Alcoben-
das (Madrid).

SOCIEDAD ANONIMA ESPANOLA BBR (S.A.E. BBR).— Avda. General Perén, 36,
28020 Madrid. .

SOCIEDAD ESPANOLA DE ESTUDIOS PARA LA COMUNICACION FIJA A TRA-
VES DEL ESTRECHO DE GIBRALTAR, S.A. (SECEGSA).— Estébanez Calderén,
3-1° A. 28020 Madrid.

TECNICAS DEL PRETENSADO, S.A. (TECPRESA).— Veldzquez, 105, 28006 Ma-
drid.

TREFILERIAS DEL NORTE, S.A.— Carretera de Zorroza a Castrejana, 150, Aparta-
do 590, 48080 Bilbao,

TRENZAS Y CABLES DE ACERO, S5.A. (TYCSA),— Monturiol, 5, 08210 Santa Mar(a
de Barbara (Barcelona),

La Asociacién Técnica Espafiola del Pretensado se complace en expresar plblicamente,
su agradecimiento a las Entidades citadas, por la valiosa ayuda que le prestan, con su espe-
cial aportacién econdmica, para el desenvolvimiento de los fines que tiene encomendados.
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RELACICN DE ENTIDADES QUE, EN LA FECHA DE CIERRE DEL PRESENTE NUME-
RO DE LA REVISTA, FIGURAN INSCRITAS, EN LA ASOCIACION TECNICA ESPANO-
LA DEL PRETENSADO, COMO “MIEMBROS COLECTIVOS",

ESPANA

ALBISA, 5.A.—Algeciras (Cadiz).

CAMARA OFICIAL DE COMERCIQ, INDUSTRIA ¥ NAVEGACION.—Barcelona,

CASTRO HERMANOS, S.L.—Mislata (Valencia).

CIISA “CONSULTING E INGENIERIA INT. S5.A.".— La Corufia,

COLEGIO NACIONAL DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS. Demar-
cacion de Andalucia Oriental,.—Mélaga. i

COLEGIO NACIONAL DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS, Demar-
cacion de Galicia,—La Coruiia,

COLEGIO OFICIAL DE APAREJADORES Y ARQUITECTOS TECNICOS,— La Corufia.

COLEGIO OFICIAL DE APAREJADORES Y ARQUITECTOS TECNICOS. Laboratorio

de Ensayos.— Murcia.
COLEGIO OFICIAL DE APAREJADORES Y ARQUITECTOS TECNICOS. Laboratorio

de Ensayos.— Tarragona,

COLEGIOOFICIAL DE ARQUITECTOS DE CANARIAS. Departamento de Laboratorios.—
Santa Cruz de Tenerife.

COLEGIO OFICIAL DE ARQUITECTOS DE MADRID. Biblioteca,.—Madrid.

COLEGIO OFICIAL DE ARQUITECTOS VASCO-NAVARRO.—Bilbao.

COMERCIAL Y COLOCADORA DE TEXSA, 5.A.— Barcelona.

CONFEDERACION HIDROGRAFICA DEL GUADALQUIVIR, Biblioteca.—Sevilla,

CONTROLEX.—Alicante.

CUBIERTAS ¥ M.Z.0.V., 5.A.—Barcalona.

DIRECCION DE CARRETERAS Y TRANSPORTE. Diputacién Foral de Guipdzeoa. San
Sebastian,

DITECO, S.L.—Valencia,

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE ARQUITECTURA.—Barcelona,

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE ARQUITECTURA.— Madrid.

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE ARQUITECTURA.—Sevilla.

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS AGRONOMOS. Biblioteca,—Cérdoba.

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS INDUSTRIALES. Departamento de
Teor(a de Estructuras. Universidad de Zaragoza.—Zaragoza,

ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA INDUSTRIAL.—Cérdoba,

ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA MINERA. Biblioteca,— Ledn.

ESCUELA UNIVERSITARIA DE INGENIERIA TECNICA OBRAS PUBLICAS.-- Burgos,

ESCUELA UNIVERSITARIA POLITECNICA DE ALMADEN.—Almadén (Ciudad Hual%.

ESTEBAN ORBEGOZO, S.A.—Zumidrraga (Guiplzcoa).

EUROESTUDIOS, S.A.—~Madrid.

EXCELENTISIMO AYUNTAMIENTO DE GRANADA. Area de Obras Plblicas e Infraes-
tructura.— Granada,

FERNANDEZ CONSTRUCTOR, S.A.—Madrid.
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FERROVIAL, 5 .A.— Madrid.

FORJADOS DOL.— Esquivias (Toleda).

FUNDACION DE LOS FERROCARRILES ESPANOLES.— Madrid.

GIJON E HIJOS, S.A.~Motril (Granada).

HORMADISA, 5.L,—Puentecesures-Cordeiro (Pontevedra),

HORMIGONES GERONA, 5.A.—~Gerona,

INBADELCA, 5.A.—Baracaldo (Vizcaya).

INDUSTRIAS VEYGA, S.A.—Tarrasa (Barcelona),

INSTITUT DE TECNOLOGIA DE LA CONSTRUCCIO DE CATALUNY A .—Barcelona,

INSTITUTO NACIONAL DE REFORMA Y DESARROLLO AGRARIO (IRYDA).—Ma
drid.

J. CASTRO MATELO, 5.A.=5Sigueiro (La Corufia).

JUNTA DE CASTILLA Y LEON.—~Consejeria de Obras Plblicas y Ordenacién Territorial.
Servicio Tecnologia e Informacion,—Valladolid,

LA AUXILIAR DE LA CONSTRUCCION.—Santa Cruz de Tenerife,

LABORATORIO GEOQCISA, Biblioteca.—Coslada (Madrid).

LABORATORIO DE INGENIEROS DEL EJERCITO.—~Madrid,

LIBRERIA RUBINOS,—Madrid,

LUIS BATALLA, S.A. (LUBASA).—Castellén de la Plana.

MAHEMA, S.A.—Granollers (Barcelona).

MINISTERIO DE DEFENSA. DIRECCION DE INFRAESTRUCTURA DEL MANDO SU-
PERIOR DE APOYO LOGISTICO DEL EJERCITO,—Madrid.

MINISTERIO DE OBRAS PUBLICAS ¥ URBANISMO. SUBDIRECCION GENERAL DE
EDIFICACION, Seccion de Normativa.—Madrid.

MINISTERIO DE OBRAS PUBLICAS ¥ URBANISMO., SUBDIRECCION GENERAL DE
ESTUDIOS ECONOMICOS ¥ TECNOLOGIA,—Madrid,

POSTENSA, 5.A.—Bilbao,

PREBETONG CANARIAS, 5.A.—Santa Cruz de Tenerife.

PREFABRICADOS AGRICOLAS E INDUSTRIALES, S.A. (PRAINSA),—Zaragoza,

PREFABRICADOS ALAVESES, S.A. (PREASA).—Vitoria.

PREFABRICADOS DEL CEMENTO, S.A, (PRECESA).—Ledn,

PREFABRICADOS DE HORMIGON, S.A. (CUPRE-SAPRE).—Valladolid.

PREFABRICADOS POUSA, 5.A.—Santa Perpetua de Moguda (Barcelona).

FRODUCTOS DERIVADOS DEL CEMENTO, 5.A. (HORTE).—Valladolid.

REALIZACIONES Y ESTUDIOS DE INGENIERIA, S.A. (REISA).—Pinto (Madrid).

RUBIERA, 5.A.—Lebn,

SAINCE.—~Madrid.

SERVICIO MILITAR DE CONSTRUCCIONES.~Barcelona.

SERVICIO TERRITORIAL DE CARRETERAS.~Gerona.

SOCIEDAD ANONIMA ESPANOLA TUBO FABREGA.—Madrid.

SOCIEDAD ANONIMA FERROVIAL.=Zamora.

SOCIEDAD ESPANOLA DE AUTOMOVILES DE TURISMO (SEAT). Biblioteca.—Barce-

lona,
SPANDECK CATALANA, 5 A —Barcelona.
SUMMA, S.A.—Manresa (Barcelona).

TECHDS ESPECIALES PREFABRICADQOS, 5.A. (TEPSA).~Tarrasa (Barcelona).
TEJERIAS “LA COVADONGA", —Munadas de Camargo (Cantabria).

TERRATEST, 5.A.~ Madrid.
TUBERIAS Y PREFABRICADQOS, S.A. (TYPSA).—Madrid.

UNIVERSIDAD POLITECNICA. Hemeroteca.—Valencia,
VIGUETAS MUBEMI.—<Torrente (Valencia).
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EXTRANJERO

ASOCIACION DE FABRICANTES DE CEMENTO PORTLAND DEL URUGUAY .—Monte -
video (Uruguay).

ASSOCIACAO BRASILEIRA DE CIMENTO PORTLAND.~Sao Paulo (Brasil).

CONSULAR. CONSULTORES ARGENTINOS ASOCIADOS.—Buenos Aires (Argentina).

CONSULBAIRES, INGENIEROS CONSULTORES, 5.A.—Buenos Aires (Argentina).

LABORATORIO DE ENGENHARIA DE ANGOLA.—Luanda {Reptiblica Popular de
Angola).

PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE. Direccion de Bibliotecas.—Santiago
de Chile (Chile).

PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DEL PERU, Biblioteca Central.—Lima (Peri).

SARET P.P.B. Cadre Tecnigue.—Le Pontet (France).

SCIENCE REFERENCE LIBRARY.—Londres (Inglaterra).

UNIVERSIDAD DE LOS ANDES.~Biblioteca Integrada de Econom(a, Ciencias e Ingenieria.
Dpto, de Seleccién y Adquisiciones, Mérida (Venezuela).

UNIVERSIDAD CATOLICA DE QUITO, Biblioteca,.—Quito (Ecuador).

UNIVERSIDAD CATOLICA DE VALPARAISO, Biblioteca Central.—Valparaiso (Chile).

UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA.—Facultad de Ingenieria.Biblioteca. Caracas
(Venezuela),

UNIVERSIDAD DE PUERTO RICQ. Biblioteca,—Mayaglez (Puerto Rico).

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA.~Biblioteca Central. Valparaiso
(Chile).

MIEMBRO CORRESPONDIENTE

ASOCIACION BOLIVIANA DEL PRETENSADO (A.B.P,).—La Paz (Bolivia).

= L 2 *®

AVISO IMPORTANTE

DISCUSION DE LOS ARTICULOS ORIGINALES PUBLICADOS EN LA REVISTA
“HORMIGON Y ACERQ"

Todos los articulos originales que se publican en "Hormigon y Acero”, quedan someti -
dos a discusion y al comentario de nuestros lectores. La discusion debe limitarse al campo de
aplicacidn del articulo, y ser breve (cuatro paginas mecanografiadas a doble espacio,  como
maximo, incluyendo figuras y tablas).

Debe tratarse de una verdadera discusion del trabajo publicado y no ser una ampliacion
o un nuevo articulo sobre el mismo tema; el cual serd siempre aceptado para su publicacién
en nuestra Revista, pero con tal caricter.

Debe ofrecer un interés general para los lectores, De no ser asf, se trasladard al autor del
articulo al que se reficra, para que la conteste particularmente,

Los comentarios deben enviarse, por duplicado, a la Secretaria de la A.T.E.P., Apartado
19,002, 28080 Madrid, dentro del plazo de tres meses contados a partir de la fecha de dis-
tribueian de la Revista,

El autor del articulo cerrard la discusion contestando todos v eada uno de los comenta-
rios recibidos,

Los textos, tanto de las discusiones y comentarios como de las contestaciones de los
autores de los correspondientes articulos, se publicarin conjuntamente en una Seccion espe-
cial que aparecerd en las Gltimas paginas de la Revista.
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Formulacion simple de la superficie resistente
altima del hormigon a partir
de un modelo pentaparamétrico

Manuel Martinez Lafuente. Dr, Inganiero de Caminos
SENER, Técnica Industrial y Naval, 5.A,

RESUMEN

En la exposicién que sigue se presenta un nuevo modelo para aproximar la superficie
resistente ultima del hormigdn a partir de una formulacion dependiente de cinco pardmetros,
que quedan determinados univocamente en cuanto se conozcan los resultados de otros tan-
tos ensayos caracteristicos efectuados sobre probetas de dicho material. En la prictica, di-
chos parimetros pueden reducirse a cuatro, habida cuenta del comportamiento manifestado
por el hormigbn bajo regimenes de solicitaciones pluriaxiales en traccion. Los resultados pro-
porcionados por el modelo que se propone, guardan una correlacion bastante satisfactoria
con los que se deducen de otras formulaciones mds complejas y suficientemente contrasta-
das por los ensayos.

INTRODUCCION

La determinacién de la superficie resistente altima de los materiales de construccion,
ha constituido desde antafio un objetivo bdsico de los investigadores, puesto que en base
ella deben definirse, en cada caso, los criterios vilidos para el disefio estructural, Dicha super-
ficie, que obviamente depende del estado de solicitacidn elemental, se formula con toda ge-
neralidad para los materiales isotropicos como:

Fllylyly) =0 i

donde I,, I, e I son los invariantes del tensor tension, que se expresan en la forma (ver refe
rencian® 1)

Il. -—.ﬂ';-l“a: +ﬂ;
I, =0, .0 +05 .04 + 0, .04 (1n
]_; = ;ﬂ# LY

donde a;, o, y @3 son las tensiones principales en un punto genérico del medio eldstico,
seleccionadas con el criterio o, = 0, = d,.
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En la practica, resulta mas ventajoso formular, alternativamente, la expresion (1) en tér-
minos de las componentes tensionales sobre los planos octaédricos cuyos cosenos directo-
res con las orientaciones principales del tensor tensién son idénticos (¢~ m =n = 1A/ 3).
Dichas componentes valen:

| {111
T = V(@ “ G ¥ Gy 0,7 F o, o

Esta nueva formulacién depende también del dngulo formado sobre cada plano octac-
drico por el vector posicién que, con origen en ¢l eje hidrostitico (o — o, = Gy). recornre
la superficie resistente ultima. El valor de este tltimo (véase Figura ) es:

| A EUEEY 8 v
0 = — arc cos [ ————— (v
3 o

donde I es el tercer invariante del desviador de tensiones. que se escribe en la forma:

I =(o, —a,).la; —a,).lo; —0,) (V)

Se llega de esta manera a una funcion implicita equivalente a la ecuacion (1 deflinida
COMmao;

G(0y.7,,0) =0

Algunos autores prefieren incorporar a la formulacion de la superficie lHimite, los pard-
metros que definen la distancia del plano octaddrico al origen, £. v el radio vector. p. que
proporciona en cada uno de éstos la posicion de dicha superficie con relacion al gje hidros-
tatico. Esta variante tiene la ventaja de introducir en la formula variables con un signiticado
fisico concreto, aunque bajo un punto de vista estrictamente formal no hay ninguna diferen-
cia entre la formulacion resultante v la expresada en (V), ya que se verifican las relaciones
siguientes (véase Figura 2):

3
§=v/3 .9, vl
pe=y3.1,

Fig. 1. Representacion triaxial tipica
de la superficie resistente Gltima de Fig. 2. Representacion del estado
un material isotrbpico, tensional sebre un plano octabdrico.
10
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Las condiciones de isotropia supuestas, exigen que la funcion (V) satisfaga las relacio-
nes siguientes (véase Figura 3):

2
plag,0) =plag, =~ 0); puruﬂdﬂﬂﬁ’.’:-

3

)
pla,,0) "-P{'Hn,'-'-jf+ 0); pﬂrsnﬂﬁﬂﬁ;; (VI

pla,,0) =plo,, —0) copara0=0=m7n

Ll

% "
Fig, 3, Interseccion de la superficie resistente ditima con los planos octaddricos.

La tensidon tangencial octaédrica aparece, en ocasiones, reemplazada en las expresiones
antedichas por el segundo invariante del desviador de tensiones, J,, con quien se relaciony

mediante:
/3 -y (VI
T;'I-_ 3 "'[3

Los intentos acometidos, hasta el presente, para tratar de expresar anal[ticamente las
superficies resistentes Gltimas de los materiales, se han dirigido. en general. a explicitar alpu-
na de las variables que intervienen en las formulas (1) o (V) en términos de las dos restantes,
Se han observado, en este sentido, dos tendencias claras, La primera de ellas propone for-
mulaciones del tipo:

T, =f(ag,,0) (1X)

En este grupo se encuentran las que se derivan de los criterios clisicos de Rankine, Saint -
Venant, Tresca, Huber-von Mises y Coulomb-Mohr, en las que, ademas, la funcion [ (e,.0)
¢s equivalente al cociente de una funcion de la variable @, por otra funcion que depende 56-
lo de @, es decir:

pla,)
fa,,0 (X)
(%, 6) h(#)
En estos casos, ademas, la funcion g (g,)esde tipo polindmico v lineal (véase referen -

cia n® 2),

Otras propucstas mds recientes, tales como las de Drucker-Prager o Lade-Duncan, tam-
bién obedecen a formulaciones como las que acaban de describirse,

La experiencia ha demostrado que la mayoria de los criterios antedichos no son apro-
piados para representar el comportamiento Qltimo de diversos tipos de materiales bajo con-
diciones de solicitacién pluriaxiales, como es el caso del hormigon.
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En el sepundo grupo de formulaciones, la variable que aparece explicitada es la tension
normal octaédrica, o, o tension media, Se llega entonces a expresiones del tipo siguiente:

a, = (7, 0) (XI)

Entre estas ltimas cabe destacar las obtenidas por Willam-Warnke y Ottosen (véase re-
ferencia n® 3) para el hormigon, a partir de los resultados evidenciados por los ensayos so-
bre probetas bajo diferentes estados de solicitacion, La primera de ellas depende de cinco
parimetros, mientras que la segunda se ajusta sélo con cuatro de ellos. Recientemente, Pod-
gorski ha efectuado también una propuesta de este tipo, aplicable a diferentes materiales y
que resulta particularmente adecuada para el hormigdn (véase referencia n® 4),

Siguiendo esta 0ltima tendencia, se expone a continuaciébn una particularizacion simple
de la expresion (XI), que permite deducir el comportamiento altimo del hormigdn en base
a los resultados proporcionados por ¢inco ensayos caracteristicos,

APROXIMACION PROPUESTA

Se propone en este trabajo, aproximar la superficie resistente Gltima del hormigon me-
diante la funcibn siguiente:

T Ty . 2
ﬂ'“ = [ﬂ+h(6‘}d""?'+cl( :-‘) 1"-11.‘ 1}(“]
£, g
donde a y ¢ son dos constantes que hay que determinar, mientras que ¢l término b (0) se de-
fine como:
b(@)=b, +b, .cosf +Db, .senl (X1

con b, by v by también constantes.

En la expresion (XID), 7, designa a la tensién de rotura de! hormigon bajo comp resion
uniaxial, que es la caracter {stica mds representativa del material.

Como la aproximacién propuesta depende de cinco constantes, se precisard conocer.
en cada caso, otros tantos resultados correspondientes a determinados ensayos realizados
sobre probetas en laboratorio, Entre las infinitas soluciones posibles, y tratando de ajustar
al maximo la superficie limite dentro de los mérgenes habituales de variacion de las tensio-
nes en los elementos de construccion, se han escogido aqui las correspondientes a los si-
guientes supuestos:

Ensayo Triaxial de Traccidon

— Ensayo Uniaxial de Traccién

— Ensayo Uniaxial de Compresion
Ensayo Biaxial de Compresion (g, /a; = 0,50)
Ensayo Biaxial de Compresion (o, /g, = 1,00)

Si se designan por f,,, f,, f, [}, ¥ . a los valores absolutos de las tensiones que pro-
ducen la rotura, respectivamente, en las cinco situaciones precedentes, puede comprobarse
facilmente, a partir de las expresiones dadas en el apartado anterior, que se verifican las rela-
ciones siguientes:

~ Paraf, : 0, =f; b= 0 0 = cualquiera
1 Vi)

— Paraf, : g, = 3 fy b T =g f 08 =0

12
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\ e 5 T

- Para f, : a, g i §g = \/3 i &8 2

" | T

Para I}, : @, - =fiy | % '«I\/(i fi o @ 6
) 3

Para i 1 0, =- ; R AT V;' flo 4 9 =19

Sise iniroduce la notacidn:

a = f,/f
A = Gty (XIV)
y = fh./fe

= 1,10}

las cinco constantes que intervienen en la féormula (XID quedan determinadas univocamente.

Las condiciones del ensayo triaxial de traceién, particularizadas en la ¢xpresion general
(XII), obligan a que se verifique:

1= (XV)
Del ensayo de traceidon uniaxial, se deduce:
f=3a+ (b, +b).4/2 ﬂ+;5=u (XV1
mientras que del ensayo biaxial de compresion (g, /oy - 1.00) se desprende:
i |
28=-3a-(b, +b;).4/2 8 ;alc (XVI)
Las expresiones (XVI) y (XVII) conducen o
9 aff - dila—p)
=
L (XVII
| o b (e EJ o
b, + b e [1 + 3 b -
2 G- Hs B
De los ensayos de compresion biaxial y compresion simple se obtienen las relaciones si-
guientes:
: 5 C
P 2a—(2.b,+/3.b; +b;) = 7’
Vo 3
(XIX)

.
| = =3a- (b, hi \/ . byde/2 ;L

que unidas a las ecuaciones (XVIII) permiten determinar las constantes by, by y b, buscadas.

Tr i - oLl .
La ecuacion (XI11) solo es aplicable para 0 = 0 = 3 . quedando definida la superficie re-
sistente Gltima, en el resto del espacio, a partir de las relaciones (VII),

A los efectos pricticos, bastan cuatro parimetros para determinar la expresion propues-
ta, va que el hormigbn manifiesta un comportamiento, bajo solicitaciones pluriaxiales de trac-
cion, de tipo fragil, bastante aproximado al modelo propuesto por Rankine, en el que la ro-

13
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tura se produce cuando se alcanza un determinado valor de la tensiéon principal mixima, En
estas condiciones, puede admitirse con suficiente aproximacién que se verifica:

foy =f,+a=§ (XX)
quedando reducido el problema planteado a la determinacion de cuatro coeficientes,

Por otra parte, los resultados de los ensayos muestran que el hormigbén presenta poca
dispersion bajo solicitaciones biaxiales de compresion: admitiéndose que éste se encuentra
suficientemente aproximado, en su comportamiento resistente tltimo en tensidén plana, me-
diante el diagrama propuesto por Kupfer v Gerstle (véase referencia n® 5), Partiendo de la
formulaciéon propuesta por dichos autores, se obtienen los siguientes valores para las resis-
tencias altimas del hormigon bajo solicitacién biaxial de compresion:

. 1 +3,65.0,50
flo= ————e e ey = |,2556

1, 5%
(XX1)

| + 3,65
— +6 = 1,1625

Admitiendo para v y & los valores anteriores y suponiendo que & = f, los coeficientes
de la ecuacion (XII) adoptan los valores que se dan en la Tabla 1 para diferentes relaciones
entre f, y f7.

r;c =

TABLA 1
fy/f a b b, by ¢
0,060 0,06000 - 0,02350 1,38475 002217 (0,21066
0,080 0,08000 — 002879 ~ 1,37464 002985 0,28608
0,100 0,10000 ~ 003268 I,36436 0,03768 0.36433
0,120 0,12000 0,03510 —~ 1,3539] — 004569 044558

CARACTERISTICAS DE LA SUPERFICIE RESISTENTE ULTIMA DEL HORMIGON

Los ensayos han demostrado que la superficie resistente ltima del hormigon adopta la
forma de un “pseudoparaboloide”, que satisface las condiciones siguientes:

— Se trata de una superficie convexa.

— Sus meridianos no se intersectan con el eje hidrostdtico negativo.

— Los meridianos son de tipo parabblico.

— La interseccidn (traza) de dicha superficie con los planos octaédricos, varia desde
una configuracién triangular para los niveles bajos de la tension octaédrica, hasta una circular
para elevadas compresiones medias,

El modelo propuesto verifica estas condiciones, como veremos a continuacion, siempre
que se cumplan las condiciones: a > 0 y ¢ < 0, que, obviamente, se satisfacen dentro del ran-
go de variacién habitual de las caracterfsticas resistentes del hormigéon. Como prueba de
ello, la Figura 4 muestra la representacion de la superficie 1imite propuesta, sobre los planos
octaédricos, para intensidades crecientes (en valor absoluto) de la tension normal media a,.

14

Documento descargado de www.e-ache.com el 23/02/2026



-0

&= 0,1000
b= 0,1000
re 1,255
&= 1,162%

S

i"f::. “mt

Fig, 4, Intersecciones de la superficie limite propuesta, sobra los planos octaddricos, para diferentes valores
de la tension normal media,

COMPARACION DEL MODELO PROPUESTO, CON OTROS SANCIONADOS POR
LA EXPERIENCIA

Para comparar la superficie limite propuesta. con los resultados de los ensuyos sobre
probetas, y ante la dificultad de poder disponer de un nimero de ¢stos sulicientemente am-
plio y fiable, se recurre a su contraste con otras formulaciones convencionales, suficiente-
mente sancionadas por la experiencia. La comparacion se centra sobre dos aspectos basicos
de gran interés prictico: el dominio resistente Gltimo para solicitaciones biaxiales. y la varia-
cion de las [ineas meridianas extremas con el valor de la tension normal media.

El dominio resistente altimo bajo solicitacion biaxial es el resultado de la interseccion
de la superficie resistente Gltima, con uno de los planos definido por dos de las fres tensiones
principales. Si se supone que a3 = 0, la ecuacion (XI1) proporciona el diagrama buscado. pa-
ra diferentes relaciones entre las tensiones a, y o, . Se obtiene asi una representacion como
la de la Figura 5, cuya comparacion con el eriterio de Kupfer y Gerstle es totalmente satis-
factoria, tal como muestra la Tabla 2.

h - %/ e
. i — ol = 0,1000
(= 0,1000

., oot B .~ N ¥ = 1,255
f.--""' H\‘\\ &= 1,628

L = - o,

. |-

LA 18

Fig. 5. Dominio resistente Gltime, bajo solicitacién biaxial, resultante de la seuacion (X11).

16
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Los meridianos extremos (compresion para @ = w/3 y traceion para @ — 0), se obtienen
dela interseccion de la superficie resistente altima, con los planos en los que se igualan dos de
las tensiones principales: y vienen definidos directamente por la ecuacion (XI1), particulari-
zada para los valores citados de la variable 8, Procediendo de esta forma se obtiene la repre-
sentacion proporcionada por la Figura 6, cuya comparacion numérica con la resultante del
modelo propuesto por Oftosen (véase referencia n® 6) se recope en la Tabla 3.

TABLA 2

Comparacion del dominio resistente tltimo, bajo solicitacion biaxial (& = f = 0,1000; v ~ 1,2556;
& = 1,1625), con el propuesto por Kupfer y Gerstle (referencian® 5)

| a,/a; | Dominio | g,/ | (1) | g,/ | (2) Error (%)

1,00 Bitraceidn 0097378 0,100000 262
0,50 Bltraccion 0098135 0,100000 1 87
0,60 Bitraceitn 0098786 0.100000 1.21
0,40 Bitraccidn 0099315 0,100000 (0,64
0,20 Bitraccion 0,099718 0.100000 0,28
0,00 Traccidn s, 0,100000 0,100000 0,00
0,20 Trace -Comp. 0099564 0098425 1.16
0,40 Trace -Comp, 0099039 0096899 o
0,60 Trace Comp, 0.,0958438 0.095420 316
0,80 Trace.-Comp, 0,097772 0.,093985 4,03
1,00 Trace.-Comp. 0,097051 0.092593 4.81
1,25 Trace.-Comp. 0,120103 0.113636 3.69
2,50 Trace -Comp, 0,226221 0,208333 8,59
5,00 Trace -Comp, 0,391549 0,357143 9.6

s Compresidn s, 1000000 1.000000 0.00
5,00 Bicompresion 1,125373 1,201389 6,33
2,50 Bicompresidn 1,225375 |.255102 .37
1,25 Bicompresion 1,2420639 1.209877 2.66
1,00 Bicompresion 1,162500 |.162500 0,00

{1) Valores proporcionados por la ecuacién (X11).
{2) Valores propuestos por Kupfer y Gerstle,

% 1,
rf.ﬂ""
-l"".."‘.
=
""'.'H Heridisnm dn E-qr--l-’u
,l".‘:-'_h BeWim
£
yd
i,,..-" w = 0,1000
Fa ' /b = 0,1000
Z =) s g9 b= 1,255
""-..1 *fe £ 1,128
“'.-"1.
“H‘x
A e B S
i “""- n i
-.1‘. mridisne dm Trammimn
91\!
T

afy
Fig. 6. Variacldn de los meridianos de compresidn y traceiéon con la tensién normal media,
16
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TABLA 3

Comparacibn de log meridianos de traccién y compresion (o= = 0,1000; y = 1,2556; 6 = 1,1625),con
los que se deducen de la formulacién propuestn por Ottosen (referencin n® 6)

a, /1 Meridiano 7, /1, (1) T, /1 (2) Error (%)
0,10 Traccidn 0,000000 0002867
0,05 Traceidn 0,035462 0,036122 1,83
0,01 Traccion 0,063375 0,062517 .37
0,00 Traceion 0,070291 0,069087 1,74
~0,05 Traceidn 0,104521 0,101769 2,70
~0,10 Traccidn 0,138181 0,134176 2,99
=0,20 Traccion 0,203898 0,198192 288
~0,50 Traccidn 0,3898406 0,384293 |44
~1,00 Traccidn 0,670232 0,677098 1,01
-~1,50 Traccidn 0,923074 0951692 3,01
~2,00 Traceion 1,155178 1,211101 4,62
0,10 Compresidn 0,000000 0,005136
0,05 Compresidn 0,06484] 0,064091] [,17
0,01 Compresion 0,114061 o,1or17 3,58
0,00 Compresion 0,126038 0,121474 3,76
~0,05 Compresion 0,184144 0,177405 3.80
0,10 Compresion 0,239584 0,231989 3,27
~0,20 Compresion 0,343749 0,337479 I .86
-0,50 Compresion 0,617085 0,629505 1,97
—~1,00 Compresidn 0,991977 1,056553 6,11
~1,50 Compresidn 1,307392 1432198 871
2,00 Compresion 1,584975 1, 771471 10,53

{1} Valores proporcionades por la ecuacibn (X11),
(2) Valores obtenldos o partir de o formulacion de Ottosen, parn fl!i';_. =0,10.

Conforme aumenta en valor absoluto la tension normal media, s¢ incrementa la dife-
rencia entre los meridianos obtenidos con la ccuacion (X11) v los propuestos por Otfosen, co-
mo cabia esperar, ya que dicho autor ajusta su diagrama en base a los resultados de un ensa-
yo bajo elevadas compresiones medias. A los efectos pricticos, no son significativas estas di-
ferencias puesto que, por una parte, es dificil efectuar ensayos en probetas de hormigon ba-
jo elevados regimenes de compresion, tal como denota la escasa publicacion de los mismos
(entre los que existe cierta dispersion), pero, por otra, si lo que se pretende es, no ya obte-
ner una formulacién general de la superficie resistente altima del hormigon, sino. por contra,
llegar a una formulacién simple de la misma aplicable dentro de los margenes habituales del
disefio estructural, es evidente que la propuesta efectuada con anterioridad cumple sobra-
damente dicho requisito.,

CONCLUSIONES

La formulacién de las superficies resistentes ultimas de los materiales de construccion,
en términos de los invariantes del tensor de tensiones, puede efectuarse por diversos caminos
alternativos, que pueden resultar téenicamente aceptables con vistas a su utilizacion practi-
ca. En cualquier caso, siempre hay que tener en cuenta los resultados evidenciados por los
ensayos, para decidir la propuesta mis oportuna para cada material.
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Por lo que al hormigon se refiere, la ecuacion (XI1), ajustada en cada caso con los opor-
tunos coeficientes, proporciona una aproximacion suficientemente fiable para su aplicacion
en la verificacion de los elementos estructurales.

Serfa, por tanto, deseable que los eriterios de verificacion estructural preconizados por
las Instrucciones vigentes, fueran evolucionando, progresivamente, tomando en considera-
cion ciertos comportamientos generales manifestados por los materiales que, hoy por hoy,
no reciben un tratamiento adecuado en dichas reglamentaciones.
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| Premio Soft/Hewlett-Packard. Informatica para Arquitectos

El pasado dia 5 de mayo fué dado a conocer ¢l fallo del jurado sobre el I Concurso de
Carteles Soft/Hewlett-Packard, Informdtica para Arquitectos,

El premio, valorado en 1.800.000.— Pts, y compuesto por un ordenador HP-150 11, im-
presora THINKJET, y la biblioteca de programas SOFT, se concedi6 al cartel con el lema
07947 elaborado por un equipo de jovenes arquitectos del COAM, cuyo titular se denomi-
na Arsenio Pacios, El resto de los miembros son: José Maria Casado Herrero, Enrique Garcia
Mantilla v Juan Carlos Gonzilez Herrero.

Ademis, fueron seleccionado dos carteles !‘inalisms, ¢l primcm de los cuales pertenece
al arquitecto catalin Daniel Navas Lorenzo con el lema “LUBALINY, v el segundo a Gaspar
Sinchez Moro, con el cartel “TALMIZATE"™,

Dado el gran entusiasmo que han demostrado, tanto los arquitectos como los estudian-
tes de arquitectura, el aflo proximo volverd a convocarse otro Concurso andlogo.
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Evaluaciéon de deformaciones en forjados para
viviendas. Relaciones “canto/luz’’ que
satisfacen las limitaciones de

flecha especificadas por la EH-82

Luis Villegas

Dr. Ingeniera de Caminos

Dpto. Teenologia de las Estructuras
E.T.5.1. C.C.P. Universidad de Cantabria

1. INTRODUCCION

En este articulo se evaltan las flechas que toman varios forjados nervados (fig. 1), de
los que habitualmente se construyen en nuestro pais, a partir de los métodos simplificados
propuestos en el Codigo ACI (1), “método de Branson™, y en el “Manual sobre Fisuracion
y Deformaciones™ del CEB (2), *método de los cocficientes globales™,

SECCION TRANMSVERSAL ESOQUEMAS ESTRUCTURALES ¥ ESFUERZOS

% PARA EL CALCULO EN EL AGOTAMIENTO
M

| F——=
7 E U_II VAND [
BIAPOYADO W
1# ~pilia

w_JJLthnJhu_i

_PENe
YANO
EXTREMO =
FORJADD | hiem) | halcm) PTG
F{17:3) 20 K]
F{22:3) 4 3 VANG pfﬂ_;_;e .__F[f-‘ i@
F{26.4) 0 i INTERIOR :‘.‘M‘.’.
PUG
MATERIALES ¥ HORMIGON You 150 1, =175 kplem? (H-175)
COEFICIENTES ACERD  ¥em 115, 1y #4100 kpiem® (AEH-400)
DE SEGURIDAD ACCIONES - ¥, «1'60,

Fig. 1. Forjados analizados,
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Tomando como base los valores de las flechas asi caleuladas, se obticnen las relacio-
nes “canto/luz” que satisfacen las limitaciones que establece la Instruccion EH-82 (3) para
las deformaciones, en el Articulo 47 dedicado a los Forjados de Edificacidn, No se entra
aqui en la adecuacién o no de tales 1imites, [al respecto pueden consultarse (4), (5) y (6)]
y se los toma como dato previo de partida,

EH-82, en el apartado “3g” del citado Articulo, contempla dos posibles tipos de for-
jado, segin tengan o no que recibir paredes de fdbrica sobre ellos, estableciendo Iimites
diferentes en cada caso:

® El valor miximo de la flecha admisible en forjados que no hayan de soportar tubi-
ques ni muros es de L/300, siendo L la luz del elemento considerado. La Instruccion
aclara que esta flecha es la “instantdnea” debida a la “carga total”.

® [En ¢l caso de forjados que havan de soportar muros o tabiques, se distinguen tres
casos, segin que la fdbrica haya sido construida con mortero de yeso, de cal o de
cemento, imponiendo, en cada uno de ellos, que la flecha midxima no alcance L/300,
L/400 & L/500. La Instruccién especifica que la flecha que se debe considerar
ahora es la producida desde ¢l momento en que se termine la construccion del muro
o tabique,

En cada una de las dos situaciones anteriores, v para cada tipo de forjado, esquema es-
tructural contemplado y una luz prefijada, se ha dimensionado la armadura requerida por
los esfuerzos de cilculo que solicitan al nervio {(como se observa en la figura 1, en ¢l caso
de forjados continuos se ha aceptado la redistribucion de flectores que admite la EH-82).
A continuacidn, se ha obtenido la flecha que adopta el forjado en estudio.

En la figura 2 se muestra el proceso de cilculo seguido en la obtencidn de la relacion
“canto/luz” que satisface una determinada limitacién de flecha. En “2a” puede observarse
como, para cada espesor de forjado, se llega a una luz mdxima por encima de la cual se
incumple el Iimite impuesto. En “2b” vy en ejes “Canto=Luz” se han representado los pun-
tos (hy, L;) correspondientes a los tres forjados estudiados, y la recta que se aproxima a los
mismos y constituye el objetivo de este Articulo,

FLECHAS (1) LANTY
Figchas atlcuindng en el Eﬁ&lﬁ.l.l. {Melacisn gue
iorfadda de canta hy LUz € sovisrace 1o
Hmiacion de
) =T flechas )
f.,.l_l.lgi { Himitacidn |, | pp——
impussia #n o h* ______ i
inEFuCeidn ) By b= ! H
I i
{ o i
. e i -
{1i Ymdn LUZ LiLk; L; Lz
{Za) {2b)

Fig., 2. Proceso general de célculo para obtener relaciones “canto/luz” que satisfagan una determinada 1i-
mitacion de flechas,

Se ndclnnta, ya, que en general lag relaciones “c:xl':t{,'.u,:’lusr." aqui obtenidas son mds exi-
gentes que las recomendadas por nuestra Instruccidén EH-82 en los Comentarios al Articu-
lo 47;y que aceptando estas ultimas y evaluando las flechas con los métodos agui utiliza-
dos, no se satisfacen las limitaciones que a éstas les impone la citada Instruccidn,
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2, METODOS ADOPTADOS PARA EVALUAR LAS DEFORMACIONES

2.1, Método del Codigo ACI-318-83

a) Cileulo de flechas instantineas

El Codigo establece que se calculen las deformaciones por los métodos usuales y se
fengan en consideracion los efectos de la fisuracion v de la existencia de las armaduras
al evaluar la rigidez de los elementos.

Para piezas biapoyadas, Ia inercia eficaz de las mismas se obticne a partir de la farimu-
la de Branson aplicada a la seccién central:

M A M ,\-i

I I
e=l =] Ly |1 ) bl
] (Mu ¥ ‘ (Mu 1

sicndo:

M; = Momento de fisuracion de la seccion,
M, = Momento actuante en la seccion,

I, = Inercia bruta de la seccién,

Iy = Inercia fisurada de la seccidn.

Para piezas continuas, su inercia eficaz s¢ obticne en funcion de las inercias que su-
ministra la formula anterior en las secciones de vano (I ) y en las de apoyos con conti-
nuidad (I,. en vanos extremos, I 4 ¢ ¢ en los extremos dorsal y frontal de vanos interio-
res)

Vano extremo: [, = 0,85 I, +0.15 I,

Vano interior: 1, = 0,70 Loy + 005 (Teg + L)

b) Cileulo de flechas diferidas,
ACI establece que la flecha adicional a largo plazo, puede obtenerse multiplicando la
flecha instantdinea calculada, por ¢l factor A = E/(1 + 50 . p7). siendo:
£ un factor funcién del tiempo de aplicacion de las cargas. Viene dado por una curvi
continua, en un grafico, que toma, entre otros, los siguientes valores: 0.5 (1 mes),
I (3 meses)y 2 (60 meses),

g’ = Al/b.d,es la cuantia geométrica de la armadura en compresion.

2.2, Método de los coeficientes globales

El Boletin nim. 158-F del CEB (2) propone, para el cialeulo de flechas, el denominado
“Método bilineal” que ha sido desarrollado, y contrastado experimentalmente, bajo la direc-
cion del Prof. Favre en la Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne (4) y que estd basado
en la constatacion de que, en el estado de servicio, la relacion “momento-flecha™ puede ser
aproximada por una ley bilineal y adoptando una serie de simplificaciones en el “cileulo
exacto” de flechas por integracion de las curvaturas medias de cada seccidn.

Una simplificacién al método anterior, recogida en (2), conduce al método que se uti-
liza en este trabajo, segin el cual, la flecha de un elemento a flexion, biapoyado o con con-
tinuidad, se obtiene a partir de la flecha eldstica (a), calculada en su seccion central como
pieza fntegra, corrigiendo la misma por unos “Coeflicientes globales™ que tienen en cuenta
el efecto de la fisuracién, de las armaduras y de la fluencia, Segtn este método:
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Flecha instantdnea (ag) a5 = a;. - Ky

Flecha diferida (ay) ap = ag Ky
K, depende de: (d/h), (My/Mp y (@ - p)
K, depende de: (d/h), (M/M,), (@ - p) ¥y (@)
n depende de: (- p)y(p'lp)

En donde:

d/h = (Canto atil/canto total)

M;/M, = (M fisuracién/M actuante) en la seccion central

« = E,/E;=2.100,000/19.000 V.

p = Ay/b.d

P =AYb

@ = Coeficiente de fluencia,

Estos coeficientes globales son suministrados por el Manual, para secciones rectangula-
res, de ancho b, vy pueden aplicarse para secciones T, considerando un rectdnpulo equiva-
lente de igual altura v momento de inercia, v refiriendo las cuantias geométricas (p y g')
al ancho (b,) de éste.

Para obtener mayores detalles de este método puede consultarse, ademds de la re-
ferencia (2) del CEB, la Monografia (7), en castellano,

2.3, Comentarios

Los métodos simplificados anteriores suministran las flechas que probablemente
tomarin los forjados en estudio con error del orden del + 30 por 100, que puede con -
siderarse suficiente a efectos de proyecto y habida cuenta de que la magnitud de las fle-
chas de las estructuras de hormigén armado, para edificios, depende de tantos factores
que no es posible un cileulo exacto,

En cuanto al valor del coeficiente de fluencia que se ha tomado en este estudio, al
actuar con el método de los coeficientes globales, es de ¢ = 2, que se corresponde con los
valores de flechas diferidas que se obtienen segtiin ACI, cuando no existe armadura en com-
presion, y con las que suministrarfa un cilculo previo de estas deformaciones adoptando
las inercias brutas de las secciones y el médulo de deformacién longitudinal que, para car-
gas de larga duracidén y “clima medio”, proporciona la Instruccion EH vy que conduce a
que, en tal situacién, las flechas diferidas son el doble de las instantdneas.

3. FORJADOS QUE NO SOPORTAN FABRICAS

Este es el caso tipico de los forjados de cubierta, en azoteas, y el de los situados en
la planta abertal en edificacion residencial, que sirven de zona de esparcimiento y de te-
cho a la planta de garajes. Las cargas que se han adoptado en este estudio son:

@ Peso propio del forjado: Varfa segin el espesor. S¢ ha tomado, considerando bove-
dillas de relleno de hormigdn, 250 Kp/m? (17 + 3), 285 Kp/m? (22 + 3) y 350
Kp/m? (26 + 4),

® Carga muerta debida al hormigén utilizado para dar pendientes de desagiic, al ma-
terial de revestimiento impermeable vy al solado: 200 Kp/m?,
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® Sobrecarga de uso. Se han considerado dos casos: 150 Kp/m? para azoteas accesi-
bles sélo privadamente; 300 Kp/m? en zonas abertales de acceso y uso publico.

De acuerdo con lo expuesto se verificard que la flecha instantinea, bajo la carga total,
no supere 1/300 de la luz del elemento en estudio.

La carga total para los diferentes forjados oscila entre 600 Kp/m? (F . 17 + 3y 8C =
= 150 Kp/m?) y 850 Kp/m? (F - 26 + 4 y 8C = 300 Kp/m?).

3.1. Caso de forjados biapoyados

En la figura 3 se representan los valores de las flechas instantdneas obtenidas en los
tres forjados estudiados, para diferentes luces, sobrecarga de 150 Kp/m? y armado estricto
en cada caso, por los dos métodos considerados. Como puede verse, las flechas calculadas
por ambos métodos son parecidas. La interseccidén de la curva correspondiente a cada
forjado y método, con la limitacién de flechas que impone la Instruccién EH, nos sumi-
nistra la luz mdxima que puede alcanzar el forjado, cumpliéndola.

PG M S0 (180 kpind)
FLECHA {mrm} INSTAHTANEA E
BAJD CARGA TOTAL mRE
=&
b
L agafm) | he20cm | ha2iem | haddcm : +
; : . : ) o
ACI(s) | &35 w50 870 re»“ﬂmﬁ
CER(n) | 2’08 &'90

LA004-Limite impuesto por EW=B82
a o flecha on forjadon que
na feciben ldbrleas

Luzim}

Fig. 3. Flechas instantdneas, bajo carga total, on los diferentes forjados estudiados, y “luces maximas™ que
admite cada “canto’’ de modo que se respete la limitacidn (L/300) de flecha,

Se ha repetido el proceso anterior para el caso de sobrecarga igual a 300 Kp/m?*, ob-
teniéndose, logicamente, flechas mayores y menores valores de “luces mdximas™ a que
puede llegarse para cada “canto” de forjado. En la figura 4 se han representado estos pares
de valores obtenidos por los métodos de cilculo de flechas utilizados y las rectas que sc
aproximan a los mismos. También se ha representado la relacién “canto/luz™ que en estos
casos recomienda la Instruccién EH-82 (1/24) y la de ACI 318-83 (1/16), que establece que
¢l espesor a que conduce esta relacion serd el valor minimo que debe adoptarse, “a menos
que se calculen las flechas”, en “forjados nervados que no soportan o estdn unidos a paredes
u otros elementos constructivos que puedan resultar dafiados por grandes flechas™.
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o

III

l
K

Comao se observa en la figura 4, las relaciones “canto/luz™ obtenidas, 1/18 6 1/20,
segan evaluemos las flechas por el método de los coelicientes globales del CEB o por ¢l de
ACI, son mds exigentes que la recomendada por la Instruccion EH-82 (1/24) que de se-
guirla no garantizaria que ¢l forjado tome una flecha instantdnea, bajo carga total, menor
a L/300, En esta figura puede verse, también, que ¢l Ifmite recogido por ACI-318 conduci=
rd a flechas menores a L/300.

Estas relaciones “canto/luz” de la figura 4, para SC = 300 Kp/m?, asi como las obte-
nidas, por un proceso andlogo, de los pares de puntos (canto, luz midxima) de la figura 3,
para SC = 150 Kp/m?, se recogen, al final, en uno de los Cuadros resumen de este estudio.

3.2, Caso de forjados continuos

Como se expuso en la figura 1, la armadura dispuesta en estos forjados se ha dimen-
sionado de modo que, en el estado limite dltimo de agotamiento resistente (con cargas
mayoradas y resistencias de materiales minoradas), se cubran los esfuerzos de disefio gque se
obtienen aceptando la redistribucion de momentos admitida por la EH-82 y que es muy
frecuentemente adoptada, aparte de por la sencillez con que se realizan los cilculos, por las
ventajas que conlleva en ¢l armado de los nervios, al descongestionar de armaduras la zona
de flexidn negativa (la menos capaz resistentemente, al presentar s6lo el ancho del nervio
como cabeza de compresidn),

Ahora bien, en la verificacion del estado limite de deformacién (con valores carac-
teristicos de las cargas v de las resistencias de los materiales), los esfuerzos que se tienen en
el forjado serdn proximos a los que suministre su cdleulo eldstico. Es decir, los momentos
negativos en los apoyos con continuidad serdin mayores que los considerados anteriormente
¥, por lo tanto, las flechas en servicio serin menores.

El valor de los momentos negativos en los apoyos con continuidad depende de las
luces de los diferentes vanos y del estado de cargas en el forjado. En lo que sigue se estu-
diardn las flechas en los vanos extremos e interiores de estos forjados, admitiendo dos
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e Sobrecarga de uso, Se han considerado dos casos: 150 Kp/m?® para azoteas accesi-
bles sélo privadamente; 300 Kp/m? en zonas abertales de acceso y uso publico,

De acuerdo con lo expuesto se verificard que la flecha instantdnea, bajo la carga tolal,
no supere 1/300 de la luz del elemento en estudio.

La carga total para los diferentes forjados oscila entre 600 Kp/m?* (F - 17 + 3 y 5C =
~ 150 Kp/m?) y 850 Kp/m? (F - 26 + 4 y SC = 300 Kp/m?).

3.1, Caso de forjados biapoyados

En la figura 3 se representan los valores de las flechas instantdneas obtenidas en los
tres forjados estudiados, para diferentes luces, sobrecarga de 150 Kp/m?* y armado estricto
en cada caso, por los dos métodos considerados, Como puede verse, las flechas calculadas
por ambos métodos son parecidas. La interseccion de la curva correspondiente a cada
forjado y método, con la limitacién de flechas que impone la Instruccion EH, nos sumi-
nistra la luz mdxima que puede alcanzar el forjado, cumpliéndola.

PG 50 | 180 hpimt)
FLECHA {raim) INSTAHTANEA
BAJD CARGA TOTAL EE&ELLIJ
fem—————{
L ggelm) | haZ0cm | haZbem | haddem * "Pef‘
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CEB{o) | 788

Li300=—Llmie impuesio por EH=B2
o la flecha en frjadon gue
na reciben labrleas

Luz(m)

Fig. 3. Flechas instantdneas, bajo carga total, en los diferentes forjados estudiados, y “luces miximas"™ que
admite cada “canto” de modo gue se respete la limitacion {(L/300) de flecha.

Se ha repetido el proceso anterior para el caso de sobrecarga igual a 300 Kp/m?, ob-
teniéndose, logicamente, flechas mayores vy menores valores de “luces miximas™ a que
puede llegarse para cada “canto” de forjado. En la figura 4 se han representado estos pares
de valores obtenidos por los métodos de cileulo de flechas utilizados y las reclas que se
aproximan a los mismos, También se ha representado la relacion “canto/luz™ que en cstos
casos recomienda la Instruccion EH-82 (1/24) y la de ACI 318-83 (1/16), que establece que
el espesor a que conduce esta relacidn serd el valor minimo que debe adoptarse, “a menos
que se caleulen las flechas”, en “forjados nervados que no soportan o estdn unidos a paredes
u otros elementos constructivos que puedan resultar dafiados por grandes flechas™.
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Fig. 4. Relaciones {h/L) recomendadas por EH-B2 v ACI-318.83, para forjados que no soporten fabricas,
“luces maximas” que admite cada "canto”, de modo que se respete la limitacion (L/300) de flecha, v
riclacionas (h/L) obtenidas en este astudio,

Como se observa en la figura 4, las relaciones “cantof/luz” obtenidas, 1/18 & 1/20,
sepln evaluemos las flechas por ¢l método de los coeficientes globales del CEB o por ¢l de
ACI, son mds exigentes que la recomendada por la Instruccion EH-82 (1/24) que de se-
guirla no garantizaria que el forjado tome una flecha instantinea, bajo carga total, menor
a L/300. En esta figura puede verse, también, que el limite recogido por ACI-318 conduci-
ri a flechas menores a L/300.

Estas relaciones “canto/luz™ de la figura 4, para 5C = 300 Kp/m?, as{ como las obte-
nidas, por un proceso andlogo, de los pares de puntos (canto, luz mixima) de la figura 3,
para 5C = 150 Kp/m?, se recogen, al final, en uno de los Cuadros resumen de este estudio.

3.2, Caso de forjados continuos

Como se expuso en la figura 1, la armadura dispuesta en estos forjados s¢ ha dimen-
sionado de modo que, en el estado limite Gltimo de agotamiento resistente (con cargas
mayoradas y resistencias de materiales minoradas), se cubran los esfuerzos de disefio que se
obtienen aceptando la redistribucion de momentos admitida por la EH-82 y que es muy
frecuentemente adoptada, aparte de por la sencillez con que se realizan los cdleulos, por las
ventajas que conlleva en el armado de los nervios, al descongestionar de armaduras la zona
de flexion negativa (la menos capaz resistentemente, al presentar sdlo el ancho del nervio
como cabeza de compresion),

Ahora bien, en la verificacion del estado Ifmite de deformacién (con valores carac-
terfsticos de las cargas y de las resistencias de los materiales), los esfuerzos que se tienen en
el forjado serdn préximos a los que suministre su cdlculo elistico, Es decir, los momentos
negativos en los apoyos con continuidad serdn mayores que los considerados anteriormente
¥, por lo tanto, las flechas en servicio serin menores,

El valor de los momentos negativos en los apoyos con continuidad depende de las
luces de los diferentes vanos y del estado de cargas en el forjado. En lo que sigue se estu-
diardn las flechas en los vanos extremos ¢ inferiores de estos forjados, admitiendo dos
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valores para los momentos negativos en tales apoyos: uno, el correspondiente a la situa-
cién de empotramiento perfecto, y otro, el que hemos considerado para el cileulo de la ar-
madura por condiciones de agotamiento del forjado, o sea, admitiendo redistribucion.

a) Vano extremo

Segiin lo expuesto, obtendremos la flecha instantinea para los dos siguientes valores
del momento negativo en el apoyo con continuidad:

a.l. M~ = pL?/8 = 0,125 pL?
a2 M~ =pL*/11,6 = 0,086 pL?
Es claro que la armadura calculada en tal apoyo, para ¢l momento de disefio My =

= v, - pL?/11,6 = 0,138 pL?, cubre sobradamente los valores a.l y a.2 de los momentos
de servicio.

En las dos situaciones anteriores, la flecha eldstica en el centro de la luz, que toma
valores muy préximos a los de la flecha mdxima, vale:

a.l f1¢ = 0,0052 PL“/E!.
a2 f;.=0,0076 pL*/EI

b) Vano interior

Los momentos negativos en los apoyos con continuidad, y las flechas eldsticas en
centro de vano, son, en los dos casos estudiados:

b.l M~ =pL#/12 = 0,083 pL? — f,| = 0,0026 - pL*/EI

b.2 M~ =pL%/16 = 0,063 pL? —f,; = 0,0052 - pL*/EI

Siguiendo, tanto para los vanos extremos como para los interiores, ¢l proceso general
expuesto en la figura 2 y desarrollado en las figuras 3 y 4 para el caso de vano biapoyado,

se llega a las relaciones “canto/luz’™ recogidas, al final, en ¢l Cuadro 1, resumen de este
apartado,

4, FORJADOS QUE SOPORTAN FABRICAS

En este caso la limitacion de flecha que imponen lag diferentes normas se refiere al
valor de ésta que pueda causar dafios en las paredes, o sea, la que se produce desde que se
termina su construccion.

Es lo que J. Calavera (6) denomina “flecha activa” y es suma de los siguientes (ér-
minos:

a) Flechas instantineas:

@ Debidas a las sobrecargas de uso,

® Debidas al solado. Se supone que, como es habitual, éste se coloca una vez cons-
truidos los tabiques.

® Debidas a la tabiquerfa. De acuerdo con (6) hay que tener en cuenta que la rapi-
da rigidizacién de los tabiques después de construfdos, hace que las cargas de los
inmediatamente préximos a uno dado, construfdos pocos dias después, produz-
can flechas instantineas que pueden dafiar al primero.,
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b) Flechas diferidas:
® [lecha diferida del peso propio del forjado, producida a partir del momento en que
se construyen los tabiques,

® [lecha diferida debida a la carga de tabiqueria,
® [lecha diferida debida a la carga de solados,

@ Flecha diferida debida a la posible fraccidn de las sobrecargas de uso, que actice
de modo permanente,

Las cargas adoptadas ahora son:

® Peso propio del forjado (los va vistos),

& Solado = 100 Kp/m~*
® Tabiqueria = 100 Kp/m?
® Sobrecarga de uso = 200 Kp/m? (vivicndas).
La carga total para los diferentes forjados oscila, pues, entre 650 Kp/fm? (F - 17 + 3)

y 750 Kp/m? (F - 26 + 4).

En este trabajo se ha considerado que las cargas de tabiqueria, soludo v sobrecargas
de uso de actuacidn permanente (s¢ ha admitido aqui que éstas son el 25 por 100 de la
sobrecarga total, o sea 50 Kp/m? ) actian sobre el forjado a los tres meses de haberse des-
cimbrado éste y que esta operacidn se ha hecho al mes del hormigonado del mismo,

Debido a que en los métodos utilizados en la evaluacidn de flechas interviene ¢l co-
ciente (My/M, ) entre el momento de fisuracion y ¢l momento actuante en la seccidn en esiu-
dio y dste varia en las diferentes situaciones de carga del forjado, los términos que intervie-
nen en la flecha activa deben calcularse para cada nivel de carga considerado. Asi, la flecha
activa que tratamos de calcular, se ha obtenido a través de los siguientes pasos:

1) Flecha instantdnea, (f, ), debida a la totalidad de las cargas.

2) Flecha diferida, (fy), debida a las cargas permanentes (todas menos ¢l 75 por 100
de la sobrecarga, tal como se ha aceptado).

3) Flecha instantdnea, (fy), debida al peso propio del forjado.

4) Flecha diferida, (fy), debida al peso propio del forjado v producida en los tres

meses transcurridos entre su descimbrado v la construccion de las paredes,
5) La flecha activa, (f,), buscada es:
fp=f +fy =f; =14

En la figura 5 se representan, para el caso de vano biapoyado, los valores de las flechas
activag obtenidas en los tres forjados estudiados, para diferentes luces v con los dos méto-
dos utilizados, La interseccion de la curva correspondiente a cada caso, con las limitaciones
(L/300 a L/500) impuestas por la EH-82, nos proporciona las luces mdximas que se recogen
en el cuadro adjunto a esta figura,

En la figura 6 se representan, en cjes (h, L), los puntos recogidos en el cuadro anterior,
la recta que se aproxima a los mismos y la relacion (h/L) recomendada en cada caso por la
Instruccién EH-82, Como puede observarse, los cantos a que conduce ¢sta vuelven a ser
menores gue los deducidos en este trabajo.

Estas relaciones, asf como las obtenidas para el caso de vanos continuos (para los cua-
les se ha repetido la casufstica expuesta en 3.2), se recogen en el Cuadro 2 del siguiente
apartado, en el gue se resume este frabajo,
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Fig. 5. Flechas activas en los diferentes forjados estudiados y “luges mdximas” que admite cada “canto”,

de modo que se respeten las limitaciones de flecha de la EH-B2,
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Fig. 6. Relaclones (h/L) recomendadas por la EH-82 y obtenidas on este estudio para forjados nervados
qua rocibon fibricas construidas con diferantes tipos de mortero.

5. RESUMEN
Los Cuadros 1 y 2 que siguen, recogen las relaciones, entre el canto y la luz del forja-
do, obtenidas en los diferentes esquemas estructurales y casos contemplados en este estudio,

junto a las propuestas por la Instruccion EH-82. En el cuadro 1, relativo a los forjados que
no reciben fibricas, se anotan, también, los valores de ACI-318-83,
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CUADRO 1

Relaciones “canto/luz” para forjados nervados de edificacién que no reciban fibricas

EBQUEMA RELACIONES ORTENIDAS EN ESTE ESTUDIO

ESTRUCTUNAL EH=B2 DE MODO QUE | fi, ToT= LUZ/300 ACT=010=A%
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T
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| |
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- - 1/20
o 1710, 5%
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(. == ) 1/ 1721
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2
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CUADRO 2
Relaciones “canto/luz’’ para forjados nervados de edificacién que reciban fibricas
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De las dos relaciones obtenidas, en cada caso, al actuar con los dos métodos utilizados
para evaluar las flechas (método de Branson del ACI y método de los coeficientes globales
del CEB), se ha reflejado en los Cuadros la mds conservadora de ellas, aunque puede sefia-
larse que no existe gran diferencia entre ambas,

De los valores recogidos en estos Cuadros, pueden hacerse los siguientes comentarios:

— Para el caso de vanos biapoyados, las relaciones (h/L) a que conduce este estudio
son mis exigentes que las recomendaciones que al respecto hace la EH-82. Cuando
se trata de forjados que no reciben fdbricas, los valores que suministra ACI-318
son, como puede verse en el Cuadro 1, atin mds conservadores que los aqui obteni-
dos.

— Para el caso de vanos continuos, cabe decir:

® Los valores de la Instruccion EH-82 pueden ser aceptados si las luces y demas
condicionantes de los forjados en cuestién permiten garantizar comportamien-
tos de cada vano préximos al de empotramiento perfecto (en uno o en los dos
apoyos, segin sea el caso de vano extremo o interior). Obsérvese que, en tales
situaciones, este estudio proporciona unas relaciones (h/L) préximas a las de la
EH-82, ¢ incluso, en alguno de los casos, algo menos conservadoras,

® Con situaciones de empotramiento menores a las anteriores, debe acudirse, como
muestran los dos Cuadros, a unas relaciones canto/luz mds exigentes que las da-
das por la EH-82.

— Debe entenderse que, en los casos en que en los Cuadros se tengan relacionces h/L
mgds conservadoras que las recomendadas por la Instruccién EH-82, de adoptar
las que ésta propone se obtendrian deformaciones que no respetarfan las limita-
ciones de flecha que ella preconiza, siempre, claro estd, que evaludramos las de-
formaciones con alguno de los dos métodos aquf utilizados y se aceptaran las hip6-
tesis de construccibn aquf hechas,

En el caso de forjados que reciben fibricas, las relaciones que se obtienen en este
estudio conducen a cantos que, normalmente, no se estan respetando en la prictica
constructiva actual. Si por la circunstancia que fuera, se tuvieran que utilizar espe-
sores significativamente menores que los deducidos de estas relaciones, deberian
tomarse medidas encaminadas a reducir el valor de la flecha activa (disponer arma-
dura en compresion, de cara a disminuir las flechas diferidas bajo las cargas perma-
nentes; retrasar al mdximo la colocacién de las tabiquerias, de modo que una buena
fraccién de la flecha diferida debida al peso propio del forjado ya se haya produci-
do, ete) y a evitar la transmisién de cargas a través de los tabiques, independizando
el comportamiento de los forjados de cada planta.
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Limites de esbeltez para soportes de hormigon
armado: 1. limite de esbeltez inferior
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RESUMEN

Se presenta una propuesta racional de limites de esbeltez para soportes de hormigon
armado, que tiene en cuenta los principales pardametros conocidos en ¢l dimensionamiento:
¢l esfuerzo axil, la excentricidad relativa v la relacion de exeentricidades en los extremos del
soporte. En funcion de estos pardmetros se define la esbeltez limite equivalente, A . que per-
mite calibrar la importancia de los efectos de sepundo orden,

1. INTRODUCCION

Las diversas normas vigentes sobre hormigon armado  indican que en la comprebacion
de elementos comprimidos (soportes)y puede ser necesario tener en cuenta los efectos de se-
gundo orden, Para ello definen los lNamados limites de esbeltez, El Hmite de esbeltez infe-
rior separa el campo de los soportes cortos, para los cuales puede prescindirse de la conside-
racion de los efectos de sepundo orden, del de los soportes esbeltos, que requieren tener en
cuenta dichos efectos, El limite de esbeltez superior delimita ¢l campo de los soportes de
esbeltez moderada, para los que los efectos de segundo orden pueden evaluarse por algin
método simplificado, del de los de esbeltez elevada, que requicren un estudio mds riguroso
en teoria de segundo orden,

La mayorfa de las normas establecen estos limites en funcién de la esbeltez mecinica, ?\m.
del soporte biarticulado equivalente, Por ejemplo, la Instruccidn espanola EH-82 [ 1] adopta
los siguientes valores:

3

Documento descargado de www.e-ache.com el 23/02/2026



limite inferior hm = 35;
limite superior A = 100,

Esta definicion del limite inferior obliga a calcular como esbeltos un gran nimero de
soportes en los que los efectos de segundo orden carecen de importancia, Por cllo, parece
conveniente encontrar una definicion racional del limite de esbeltez inferior, que haga inter-
venir los principales pardmetros que determinan la importancia real de los efectos de sepun-
do orden. Ello se hace en este trabajo que, por su extension, se ha dividido en dos parfes, En
la segunda de ellas, de proxima publicacion, se encontrarin ejemplos numericos y referencias
bibliogrificas.

2. MEDIDA DE LOS EFECTOS DE SEGUNDO ORDEN

Ante todo, es necesario establecer un criterio para medir la importancia de los efectos
de segundo orden. Si bien en algunas propuestas se utiliza, como magnitud para medir di-
chos efectos, el error referido a momentos, definido por la expresion:
ﬁ# = .u:'[' ]
7!
para un esfuerzo axil constante [2, 3],

siendo:

p'! el momento de segundo orden;

p! el momento de primer orden,
esta forma de medir el error tiene el inconveniente de que, para valores del momento de
primer orden que tienden a cero (situaciones cercanas a la compresion simple), el error resul-
tante tiende a infinito, atn para esbelteces tan bajas como se quiera. Por otra parte, esta rela-
cién no siempre da una buena medida de lo que se quierc conocer cuando se analizan sopor-
tes de hormigbn armado con el fin de evaluar la influencia de los efectos de segundo orden:
la reduccion de la capacidad portante de los mismos, con respecto al estado altimo de agota-
miento de la seccién,

Por las razones expuestas, en esta propuesta se adopta como magnitud idbnea para me-
dir 1a importancia de los efectos de segundo orden, el error referido a axiles, también adop-
tado por otros autores [4, 5] y definido por la expresion:

% R |

para una excentricidad de primer orden constante,

siendo:
¢l = esfuerzo axil que resiste el soporte, en teorfa de primer orden (cdleulo de sec-
cibn o soporte corto), N |
vl = esfuerzo axil que resiste el soporte, con la misma excentricidad que »7, en teo-

rfa de segundo orden (soporte esbelto),

El error referido a axiles, €, es mds dificil de calcular que el error referido a momen-
tos, €,, adoptado en otros estudios de limites de esbeltez [2, 3], pero parece mds representa-
tivo [4, 5, 6]. Las diferencias entre ambos errores son importantes.
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3. PARAMETROS CONSIDERADOS

En segundo lugar es preciso elegir, entre los pardmetros conocidos en ¢l dimensiona-
miento de un soporte, aquéllos que tengan mayor influencia en el error €, Estos pardmetros
son los siguientes:

forma de la seccion;
— distribucién de la armadura;
— esfuerzo axil reducido: v = N /(T_,.b.h);
- excentricidad de primer orden relativa = x.!';, /h;
relacion de excentricidades en los extremos del soporte a = ¢l /el ;
— esbeltez geométrica del soporte: A =1 /h.

Las formas de la seccidon mds frecuentes en un soporte son, la rectangular, que para
flexion diagonal se transforma en rombo, v la circular, Un estudio comparativo sobre estas
formas de seccion, ha demostrado que este pardmetro no tiene gran influencia. Por ello se
considera s6lo la seccidn rectangular,

La distribucion de armaduras es desconocida a priori en ¢l dimensionamiento, porque
depende de la cuantia resultante. Un estudio comparativo sobre varias distribuciones de ar-
mado simétricas, ha demostrado que los mayores errores se presentan para armaduras iguales
en las cuatro caras de la seccidn. Sin embargo, v dado que los resultados no difieren demasia-
do si se consideran armaduras iguales en dos caras opuestas, se ha utilizado esta Gltima por
ser mds sencilla de calcular,

Por lo que respecta a los ofros parimetros, v, 1, a v A, s¢ ha realizado un estudio sistes
mitico de su influencia en el error €, que se describe en el apartado siguiente,

4. ESTUDIO PARAMETRICO DE LOS EFECTOS DE SEGUNDO ORDEN

Para evaluar la influencia de los pardimetros citados en la importancia de los electos de
segundo orden se ha estudiado el siguiente modelo:

GCEOMETRIA: soporte biarticulado, de longitud 1 igual a la longitud de pandeo del so-
porte considerado ¥ seccion rectangular con armaduras iguales, As/2, en dos caras opuestas,
La seccion y sus armaduras son constanites a lo largo de la altura del soporte.

MATERIALES: Diagrama pardbola-rectingulo para el hormigbn, sin considerar fluen-
cia. Diagrama bilineal para el acero (dureza natural), con limite eldstico fyd 4200/1.1 Kp/em?
y E, = 2,100,000 Kp/ecm?.

CARGAS: Cargas axiles, instantineas, Na' actuando en ambos extremos del soporte
con iguales o distintas excentricidades de primer orden, e}, e},
CUANTIAS MAXIMA Y MINIMA: Se consideran las siguientes cuantfas mecinicas cx-

tremas:

wln r“ - fyﬂ 'Ag."-' r" /{t\d lh-]l) = O.I

Wmix = tyd Ay mix!Teq 00 = 1,4

RELACION DE EXCENTRICIDADES, o Se estudian las tres relaciones de excentrici-
dades, o= — 1,0y 1,

EXCENTRICIDADES RELATIVAS m: Se consideran los diez valores siguientes:
n=0;1;0,2; ...; 1,0.
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AXILES REDUCIDOS v: Se consideran los comprendidos entre v, (axil inferior, para ¢l

que w = w . Jyelr (parael que w = w . ). conintervalos de 0.02.

ERROR DE AXILES ¢, Se toma constante ¢ igual a 0,1 (ervor del 10 por 100), para ¢l
limite de esbeltez inferior.

El procedimiento seguido es el siguiente:

a) Conocido el axil #! del soporte corto y su excentricidad 7. se dimensiona como so-
porte corto (cileulo de seccidon). Se obtiene la cuantia w, que debe cumplir
':";:|11|'|1 Tw< L“"mli'u." I
Sino es asi, se elige otra pareja ¢, 7.

b) El axil »! del soporte esbelto, para un error en axiles del 10 por 100, valdri
R
=1l

¢) Se caleula cudl es la esbeltez geométrica A de un soporte eshelto, armado con
cuantia ¢, tal que su axil Gltimo, con la excentricidad 5. sea precisamente W Este
cileulo se hace por tanteos, utilizando el método general (método de Fngesser-Via-
nello o de las diferencias finitas [6]). En otros estudios de Hmites de esbeltez |2, 4|
se han utilizado métodos aproximados (Método de la Columna Modelo): pero entone
ces, el error propio de estos métodos (del orden del 6 por 1000 puede talsear lns con-
clusiones del estudio,

La esbeltez X asf calculada se denomina esbeltez equivalente: y para ella ¢l error de
axiles es constante e igual al 10 por 100,

Los resultados del estudio paramétrico (véanse figs, 1 a <), muestra que la esbeltez equi-
valente depende, en efecto, de los parametros restantes v, 1, @,

L I e e Lt L CTT PR IS PRSI N S S S S— —
] ] it} pph'

Fig, 1, Influencia de la excentricidad mayor de primer orden,

34

Documento descargado de www.e-ache.com el 23/02/2026



=
i

5 " 1,

Fig. 2. Influencia del axil.
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Fig. 4. Influencia de la relacién de excentriclidades,

5. LIMITE DE ESBELTEZ INFERIOR

En virtud de la definicion de esbeltez equivalente. AL, resulta fa sipuiente definicion del
limite de esbeltez inferior:

L e L

v

0 sea, un soporte podrd calcularse como corto siempre gue s esbeltez geometrica A no su-
pere la esbeltez equivalente A, funcidn de los parimetros v n v & conun error acotudo al
valor considerado admisible (10 por 100),

Yara deducir una expresion analitica para A se observan las Tormas de las curvas de la
fig. 4, pudiéndose concluir lo siguiente:

Las curvas 7 = 7, de las familias o = 0y o - I resultan, aproximadamente, de
efectuar una traslacién horizontal de la curva g = 1 de la fumilia o = 1.

Las curvas i = 7 de una familia o = | resultan, aproximadamente, de efectuar una
afinidad horizontal de la curva i = 0,2 de la misma familia @ = 1,

Sobre la base de estas conclusiones se ajusta una formula aproximada, de la Torma:
2\“ =(K; + Ky r - Kya)iK;, +K;n)
resultando los valores numéricos de los coeficientes K -
Ki=124:K;,=7:K; =10:Ks=1:K; = 1.1

Los errores resultantes de esta aproximacion pueden verse en la tabla 1,
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TABLA 1

o ] v £y % a
1 8,99 1,35
0 0,1-1,0 Y-b 14,06 2.25
-1 4,18 1,45

Una mejor solucion se obtiene mediante ¢l nomograma de la fig. 5. Este nomograma
representa la funcion:

A=E@aw . (141,17

y en ¢l las curvas g(e, o) de la parte izquierda, se han obtenido grificamente como envolven-
tes de las nubes de puntos representativos de soportes reales, estudiados numéricamente me-
diante el proceso indicado en el apartado anterior.

} - e EAE SRR S R S |
35 '"q:r' -'i uL Il! 13

Ay

Fig. & Namograma para determinar la esbeltoz equivalente, A,

Los errores resultantes de la aplicacidon del nomograma, pueden verse en la tabla 1L

TABLA I
1 9,39 1,05
0 0,1-1,0 - 9,27 1,23
-1 9.97 1,39
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Las ventajas del nomograma son las siguienies:
Facilita el valor de )Lu. por lectura direeta, sin cileulos auxiliares,
Permite una mejor precision que la férmula aproximada,
Sabre el nomograma (parte derccha) se ha representado otra familia de curvas (curvis
a'). Esta familia corresponde a situaciones en las que la cuantfa resultante es la mini-
mi, w oo Por consipuiente, para A< X, no es preciso electuar el dimensionamicn-

to del soporte corto (cileulo de seccion), bastando armario con w = 0,1,

Simposio sobre ‘“Utilizaciéon del Hormigon de alta resistencia’’
Stavanger, Noruaga, 15-21 Junio 1987

Patrocinado por la Asociacion Noruega del Hormigon, ¢l Instituto de Investigaciones
del Cemento vy del Hormigon, la Sociedad Noruega de Ingenieros, el Instituto Tecnoldgico
de Noruega v la Federacion Internacional del Pretensado, se va a celebrar en Stavanger (No-
ruega), durante los dias 15 al 21 de junio del préximo afio 1987, un Simposio con ¢l objeto
de dar a conocer los tltimos trabajos de investigacién y los mds recientes proyectos y obras
relacionados con la utilizacion del hormigdn de alia resistencia en diversos tipos de estructu-
ras tales como: estructuras maritimas, plataformas en alta mar, puentes, edificios de altura,
estructuras de grandes luces, ete,

Se discutirdn trabajos relativos o los Gltimos avances v estudios experimentales realiza-
dos para el mejor conocimiento de: las propiedades mecinicas, fisicas y quimicas de los hor-
migones de alta resistencia; la transmision de tensiones; la ductilidad, la fatiga y el estado
multiaxil de tensiones,

Habrd tres Sesiones principales en las que se presentardn, para su discusion, Comunica-
ciones (todas ellas en inglés), sobre:

!, Provecto, —Nuevos conceptos estructurales; criterios y métodos de cdleulo; altimos

trabajos experimentales; normas y especificaciones,

2. Efecueion. —Obras singulares; nuevas téenicas y aplicaciones,

3, Compartamiento de las estructuras, —Propiedades de los materiales; proyectos de in-

vestigacidn, resultados experimentales; estado actual de conocimientos,

Los interesados en recibir informacion suplementaria sobre este Simposio, deberdn dirigirse

a:
HIGH STRENGTH CONCRETE SYMPOSIUM 1987
c/o NIG — Att: Berg
Kronprinsensgt. 17
N-0251 OSOLO 2
(Norway),
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Dimensionamiento, en teoria de sequndo
orden, de soportes esbeltos de seccion
constante de hormigon armado en
flexo-compresion esviada

Ana Aires,
Dr, Ingeniero Civil, IETee, Madrid

Francisco Morian,
Dr. Ingeniero de Caminos C.P,, 1ETee, Madrid

RESUMEN

En este articulo se estudian el andlisis v ¢l dimensionamienio de soportes esbeltos
biarticulados de seccidn constante de hormigdn armado solicitados en flexo-compresion
esviada. Se presenta un estudio paramétrico de la influencia de las distintas variables que in-
tervienen en el fenémeno del pandeo oblicuo, a través del andlisis de las superficies de inter-
accién para este tipo de piezas. Se expone un método simplificado que realiza, con suficien-
te aproximacion, el dimensionamiento directo de dichos soportes,

1. INTRODUCCION

El andlisis de estructuras esbeltas de hormigdén armade  constituye un problema muy
complejo, por tratarse de un fendmeno altamente no lineal debido a los dos tipos de no
linealidad, geométrica y meednica, que se presentan, agravado por el hecho de que estas es-
tructuras pueden alcanzar dos tipos de estado Iimite Gltimo: el de agotamicento de una sec-
cion y el de inestabilidad de la estructura,

En particular, el comportamiento de soportes esbeltos de hormigén armado en flexo-
compresion esviada (pandeco oblicuo) constituye un fendmeno todavia mids problemitico.
Esto se debe no sélo al gran nimero de pardmetros que intervienen en ¢l fenémeno, sino
ademds a la existencia de momentos flectores fuera de los planos de simetria del soporte,
que acarrean unos efectos que, por si solos, determinan la gran dificultad que plantean estas
piezas cuando son analizados su comportamiento y su seguridad frente al pandeo. Dichos
efectos son:

por un lado, ¢l hecho de que la direceidn de la curvatura, en cada seccion del sopor-
te, no coincide con la direccidn del momento flector (fig. 1.a);

— por otro lado, vy como consecuencia de lo anterior, la deformada del soporte es una
curva alabeada y el plano de flexion es variable para cada seccion del soporte (fig,

[.b).

a9
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b)

Fig, 1. Efectos de la flexo-compresidn esviada,

2. HIPOTESIS BASICAS

Las hipdtesis badsicas de cdleulo adoptadas en el anidlisis del fenémeno del pandeo obli-
cuo se dividen en los dos pgrupos siguientes: hipdtesis habituales de la Resistencia de Mate-
riales para el cileulo de piezas lineales e hipdtesis de caleulo de secciones de hormigdn ar-
madao.

a) Hipotesis de la Resistencia de Materiales.
- cargas estidticas,
tensiones y deformaciones normales a planos paralelos al eje del soporte, nulas;
cfectos de torsion y desplazamientos axiles, despreciables;
deformaciones por distorsion, despreciables;

analisis en teorfa de segundo orden con pequefias deformaciones.
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b) Hipdtesis de cdlculo de secciones de hormigén armado:
— deformacién plana de la scccidn transversal,;
perfecta adherencia entre hormighn y acero;
— diagrama tensién-deformacién pardbola-rectdngulo, para ¢l hormigdn;
— diagrama tensién-deformacién birrectilineo, para el acero de dureza natural;

— resistencia a traccién del hormigdén entre fisuras y tension stiffening, despre-
ciables;

— efectos de la fluencia del hormigdn, considerados mediante la aplicacidn del pro-
cedimiento lineal propuesto por el CEB (2).

3. METODO GENERAL

Teniendo en cuenta las hipdtesis mencionadas, se ha desarrollado un método ripuroso
de andlisis no lineal, en teoria de segundo orden, que permite el estudio del comportamien-
to de soportes esbeltos de hormigdén armado, solicitados por unas acciones que produzcan
una flexo-compresion recta o esviada. Es aplicable tanto en situaciones de servicio como en
las de agotamiento, y evalta de forma adecuada los efectos de segundo orden. Establece
ademds unos criterios de agotamiento e inestabilidad que permiten averiguar el tipo de esta-
do Ifmite Gltimo que alcanza ¢l soporte.

4. ESTUDIO PARAMETRICO, SUPERFICIES DE INTERACCION
El comportamiento de los soportes esbeltos de hormigdn armado en flexo-compresién
esviada se considera funcion de los siguientes pardmetros:
1) Pardmetros geométricos:
— forma de la seccion;
— relacién entre los lados de la seccién (h/b);
— distribucién de armaduras,

— recubrimiento de las armaduras;

— esbeltez geométrica segtin cada plano de flexion (A, Ay );
2) Pardmetros mecinicos:

— esfuerzo axil, reducido, de compresién (v);

— excentricidades relativas de primer orden (”L .ﬂt, )i

— cuantin mecdnica de armadura (w);

— resistencias mecdnicas del hormigén y del acero.

El objetivo del estudio paramétrico realizado es analizar la influencia de las mencio-
nadas variables en el comportamiento de estos soportes, en cuanto a su resistencia y defor-
mabilidad. El estudio es independiente de la calidad del hormigén y de las dimensiones de
la seccién transversal, por haberse trabajado con el diagrama pardbola-rectingulo y con
parimetros adimensionales.
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Se han estudiado soportes biarticulados, con seccidn transversal rectangular, armada
simélricamente en las cualro esquinas, con un recubrimiento del 10 por 100 en ambas di-
recciones y para un acero de resistencia 4,100 kpfem? y v, = 1,15,

La realizacidén de este estudio ha permitido:

observar la variacion de la respuesta Gltima resistente de primer orden (#, 77!\ . nI,)
¢n funcién de los pardmetros geométricos y mecinicos mencionados, a través de una repre-
sentacion andloga a los diagramas de interaccidn, es decir, a través de superficies de inter-
accion para soportes esheltos en flexo=compresion esviada, que en realidad se representan
en el plano L — 1?!- mediante sus curvas de nivel para axil constante;

observar el tipo de estado [imite dltimo (Inestabilidad o Agotamicnio) que alcanza
¢l soporte, en funcidn de los mismos pardimetros;

— evaluar las excentricidades de segundo orden (:rrl\,l . n!,') correspondicntes o lis dis-
tintas combinaciones (¥, 'n" ; ni, ) de esfuerzos de primer orden,

La obiencidn de estas supurficius ha permitido Hegar a las siguientes conclusiones,

|. Los parametros que influencian de modo relevante el comportamiento de los sopor-
tes esbeltos en flexo-compresidn esviada son: el axil, la cuantia de armadura longitudinal,
la esbeltez sepan ambos planos de flexion, la relacion de lados de la secaidn transversal v,
por ultimo, las excentricidades de primer orden (y sobre todo la predominancia de i que
actia segan la direceidn mids rigida sobre la otra).

2. Para soportes con esbeltez clevada v secciones transversales alargadas, s¢ presenta
una pérdida de convexidad de las curvas de nivel de las superficies de interaceion, que rea-
firma que la linealizacién propuesta por el Codigo Modcelo del CEB no siempre queda del
lado de la seguridad (fig, 2).

3. Para un rango de valores de la esbeliez geométrica del soporte comprendido entre
0y 25, el axil reducido es el pardmetro que determinag mads fuertemente la forma de las cur-
vas de nivel de las superficies de interaccidn (fig, 3).

4, La cuantin mecinica de armadura interviene ¢n ¢l comportamiento global de la pie-
Za, ya que un aumento de la cuantia conduce a una mayor deformabilidad del soporte, Todo
esto se manifiesta en cambios en el tipo de rotura que alcanza ¢l soporte cuando ¢l (nico
parimetro que varia es la cuantia (fig. 4).

5. Cuanto mavores son las dos esbelteces del soporte, mayores son los efectos de se-
gundo orden y predomina la rotura por inestabilidad (fig. 5), Si, ademads, la esbeltez peo-
métrica mayor del soporte es superior a 25, puede producirse la pérdida de convexidad de
las curvas de nivel de las superficies de interaccion (g, 2),

6. La relacion de lados de la seccidn es un parametro muy importante en la Mexo-com-
presion esviada, En efecto, si esta relacion es superior a 2 (h/b = 2) v si, ademds, la esbeltez
del soporte es alta (A, = 25) v la excentricidad de primer orden segin la direccién  mus
rigida es mucho mayor que la otra, se presenta la referida concavidad de las curvas de nivel
de la superficie de interaccidn, En esta situacion, la resistencia del soporte queda fuertemen-
te disminufda por la existencia de una excentricidad de la carga axil de compresion, en la
direccidon de la menor dimension, aunque ésta sea muy pequeia, va que en la direceiéon
de la mayor dimensién la rigidez disminuye fuertemente al erecer la excentricidad en la otra
direccién, debido a los efectos no lincales. Esto hace resaltar el problema de como debe con-
siderarse la excentricidad adicional, e, = 14/300, que propone ¢l CEB, en la comprobacién
a pandeo en flexo-compresidn recta (fig. 2),
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5. METODO APROXIMADO DE DIMENSIONAMIENTO DIRECTO

En base a las conclusiones y resultados obtenidos del estudio paramétrico, se presenta
la propuesta de un método aproximado de dimensionamiento directo de soportes esbeltos
biarticulados de hormigén armado de seccién constante solicitados en flexo-compresion
esviada,

Dicho método aproximado se ha plasmado en un sistema de formulas simplificadas
que cumplen los siguientes requisitos:

— representan adecuadamente el fendmeno del pandeo oblicuo, sin que al aplicarlas
se pierda de vista el concepto [1sico que engloban;

— realizan el dimensionamiento directo de los soportes, tanto cortos como esheltos,
solicitados en flexo-compresion recla y esviada;

— conducen a resultados suficientemente aproximados, comparados con los obleni-
dos por aplicacién del método general;

— son de ficil utilizacidén por parte del proyectista.

Dichas férmulas simplificadas presentan la siguiente forma:

o7 =Mt @ +B ng) AL

! (1.a)
I~ (B +Ba -ml) A5
Tt Githson) Ay (15)
T 1= (s Ba D) A
w=e +o - (@H" +@m)H" )" (2)

siendo:
l----\lb l=-l] = BYOr icidades relativas de primer le eetn las dos direccioncs
™ Lx/ s r;y Ly/] excentricidades relativas de primer orden, segun las dos difeccioncs
principales;
n! = e /lh‘?;l: - “I /h= excentricidades totales relativas, segin las dos direcciones princi-
pales;

esbelteces geométricas, segin los dos planos principales de flexion;

Ay =lg/b, Ay = lg/h

w= Ay -f,4/(b-h-fyg) = cuantfa mecinica de dimensionamiento;

coeficientes numéricos que ajustan las funciones ! . ! v w y que
dependen del esfuerzo axil reducido y del tipo de estado limite ul-
timo (Tabla 1),

Para un determinado valor del esfuerzo axil, cuyo efecto se refleja en los valores de los
coeficientes o, B y m, las dos primeras férmulas (1.ay 1.b) evaltan de forma muy aproxi-
mada las excentricidades totales v, en consecuencia, también los efectos de segundo orden
en la seccidn mds solicitada del soporte, La tercera férmula (2) propuesta permite obtener
directamente la cuantfa de dimensionamiento, como & de un cdlculo de seccidn se tratase,
ya que considera que las excentricidades actuantes son las totales, en lugar de las de primer
orden, para el mismo valor del axil. En el caso de rotura por inestabilidad, las excentricida-
des totales no corresponden al agotamiento de la seccién mids solicitada: pero se busca la

o, B, m
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cuantfa de dimengionamiento para estas excentricidades, yva que son las que determinan la
inestabilidad de la picza,

A las excentricidades totales Dbl’.bl‘lidnh de las formulas 1.a v 1.b corresponden unas
excentricidades de primer orden (nx. n ) que aproximan suficientemente un punto de
la superficie de interaccién para un dets,rmm.ldc axil, cuantia, esbelteces v relucion de
lados. O sea, dichas férmulas traducen, analfticamente y de forma aproximada, las curvas
de nivel de la superficie de interaccion,

La expresién analitica de estas dos férmulas se ha encontrado recurriendo al proce-
dimiento grifico (1) indicado en la figura 6, que explica el comportamiento de los sopor-
tes esbeltos en flexo-compresion esviada y constituye una generalizacion del sepuido en
flexo-compresién recta por el Método de las Curvaturas de Referencia (3).

En la figura 6 se representan las directrices mecdnicas para un valor v, fijo del axil,
representativas del comportamiento interno de la seccion transversal de un soporte per-
fectamente definido en cuanto a su forma, cuantia y distribucién de armado, solicitada en
flexo-compresion esviada. El procedimiento grifico referido consiste en realizar los si-
guientes pasos:

'?' .T "‘T-l"‘ln:'.n]
Tl
s
n
tgats e /10
3
bty

qu,-l'ul#

b) ) hity
Fig. 6. Procedimiento grifico,

1. S¢ obtienen sobre ambos graficos (fig. 6.a y 6.b) las directrices geométricas defini-
das por el método de la Columna Modelo, cuyas ecuaciones son:

h“ b
n :-n‘ ID i'y y, (3:1)
T Ay h
1 =y | ammles 5 ==
ny =N, *=X z . (3.b)

y representan la evolucidn de los momentos externos en ambas direcciones de flexidn,
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2. En la figura 6.a y suponiendo n, = ni_, se encuentra el punto (1) de interseccion
de la directriz geométrica con la directriz mecinica correspondicente a g, = n{,. cuyad or-

denadaesn, .

3. En la figura 6.b, se obticne ¢l punto (2) de interseccion entre la directriz meci-
nica,n, =1, .,y ladirectriz geométrica y se obticne i, , .

4, En la figura 6., s¢ busca un punto (3) de interseccion entre la direetriz mecinica,
My =My, Y ladirectriz geométrica, y se obtiene n ;.

Se continda asi hasta la convergencia del proceso (punto 4), o sea, cuando en dos
etapas sucesivas las excentricidades Ny 0Ny NoO dificren entre s1 muis de ung cota de crror
prefijada.

Las situaciones referentes a estados limites dltimos, representadas en las superficies
de interaccion, corresponden a cualquiera de lag situaciones indicadas en la figura 7, o sca,
s¢ identifican por la posicién que ocupan, para cada plano de flexion, las dircetrices geo-
métricas vy mecdnicas, El punto de tangencia puede producirse para una curvatura infe-
rior a la de agotamiento (inestabilidad), o que coincide con la de agotamiento (agolamien-
to de la seccidn critica),

Estos puntos de tangencia permiten conocer las excentricidades totales correspons
dientes a las curvaturas de inestabilidad v agotamientio,

En base a este razonamiento, v admiticndo que los puntos de tangencia de inestabi-
lidad y de agotamiento se encuentran, para distintas directrices mecinicas relativas a un
mismo axil y diferentes cuantias y excentricidades totales para cada plano de flexion,
contenidos en dos rectas, una de inestabilidad v otra de agotamiento, las relaciones entre
excentricidad total v curvatura en cada plano de flexién, se pueden representar del si-
guiente mado:

h ; - T
ir-=ﬂ|+ﬁa'7?,:+ﬂ3"?:,+.‘34'1?,{'7?:, Y,
X

b =8 +5, - T 4 By - T} & T

I’y i 1Ny 3y a My My )

con valores de f; distintos, segin se refieran a situaciones de inestabilidad o agotamiento.

Las dos expresiones son simétricas, porque se suponen distribuciones de armado y
recubrimicntos relativos idénticos en ambas direcciones, v estdn representadas en términos
adimensionales.

A su vez, considerando como directrices geométricas, en cada plano de flexion, las
indicadas por las expresiones (3.4 y 3.b), los puntos de interseccion entre las directrices
geométricas v las rectas de agotamicnio ¢ inestabilidad corresponden a la igualdad de las
curvaturas de inestabilidad v agotamiento dadas por ambas expresiones,

De dicha igualdad se obtienen las expresiones analiticas de las formulas 1.a y 1.b,
que permiten calcular en dos iteraciones (0 como midximo tres), las excentricidades tota-
les de agotamiento y de inestabilidad,
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Los coeficientes 8,, fa, B3 v f4 son los coeficientes que ajustan las funciones ex-
centricidades totales, presentados en la Tabla 1 en funcion del axil v del tipo de rotura,

T Hasidn . i INEIITMIIII.IIM.II AUOTARIENTD

Lransvaraal * B | B, Ba | Ba oy |95 18, |B: |Bs [Bs |2 |2
r% 0,1 v | oz |-1,08 | o | L2 | oo | o | sz | s | oo | so.0u | so.0a | 0,8

F - 0,5 pen | oo |-1,02 | 1,99 | 0.0 | 0,20 | 0,82 | 400 | <tae | 1.a2 | so.00 | o | o,
-—l-- L iz | eae | =r7e | moe | oo | eoger | oore | aes | sver | e | soae | 000 | a6
mi - = ] 114 1,709 | =i, 01 | 3,00 | «0,06 wf,84 | 1,8 i,i0 | «2,07| 2,84 1,94 | -0,30 | i,06
.l HCS 0,8 1,30 | vee |-t | aee | 108 | oo | 1 | 2ae | e | a0 | s | oy | e
B/h = B0 0,6 140 | 1,00|-1,0s | sen | 8,98 | coun | 1,84 | 204 | 20| e | 1 [eoae | 1
&b = 0,10 0,7 v,48 | 0,87 |-1,00 | 868 | 4,15 | -o,08 | 1,80 | 1,00 | -g,0m | a0 | 3,70 | son | 1,6
Py = 8-i00 /v o, 1,54 | o,08|-p20 | w7s| mos | o0 | 20 | 1,00 | camz| s | owm | ener | 2
Fo=tan 0,9 1,68 | o83 |-28 | 8,15 |10,20 | o.08 | 208 | oo | -zar|emr | oo | o | aa
1,0 g0 | o421, | e |10 | o0 | 2oe || 1ee | cas | ven | wen | oo | g

;
B i ﬁ!um » 107 T oSl = tTAnLA

TABLA 1. Coeficientes numéricos para las férmulas simplificadas del método aproximado.

Conocidas las excentricidades totales, la férmula (2):

w=a, +a [@H" + D" V"

permite conocer las cuanifas de dimensionamiento de inestabilidad y agotamiento de
modo directo, considerando los efectos de segundo orden.

Los coeficientes @, y o, correspondientes a cada axil y tipo de rotura, asi como el
cocficiente m de forma de la superficie de interaccién, definido a continuacion, son fun-
cién del axil y se encuentran tabulados en la Tabla 1.

El pardmetro de forma, m, se define como:

log 2
log g

siendo B ¢l parametro de aplanamiento (4) tal que (fig, 8):

T

g= ’?;.45
nx.Cl
en que:
17;{' 45 = cxcentricidad relativa total, segin el eje 0X, para un flexo-compresién a 45°;
-q;f o = excentricidad relativa total, segin el cje 0X, para una flexo-compresién recta, en

el plano OYZ,

Como se puede observar, la férmula (2) de la cuantia representa la superficie de inter-
acecién, para un determinado axil, en términos de excentricidades totales.
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Se obtienen dos cuantfas: una cuantia de agotamiento (valores de e, &, n;':' y n: ’
correspondientes a rotura por agotamiento) v una cuantia de inestabilidad (valores de
oy, Oy, 1?1 y n;f correspondientes a rotura por inestabilidad). La cuantia estricta de di-
mensionamiento serd el menor de los dos valores calculados de w,

. Typtnage

Ta,a8 i

Wo ;

Fig, 8, Definicion del pardmetro de aplanamiento 3.

6. PRECISION Y CAMPO DE VALIDEZ DEL METODO APROXIMADO

Con objeto de indicar la precision v el campo de validez de esie método aproximado,
en la Tabla 2 se resume un estudio comparativo de dicho método con ¢l método general
mencionado en el apartado 3.

Este estudio comparativo consiste en buscar, utilizando las férmulas aproximadas, cl
axil » (F,A.) correspondiente a unos valores de la cuantia y de las excentricidades, represen-
tativos de un punto de la superficie de interaccidn obtenido por el método general, para un
axil determinado v (M.G.). O sea, para un soporte que resiste estrictamente segin ¢l método
general, se calcula el axil Gltimo, aplicando las férmulas simplificadas.

Los errores relativos, €,, definidos como:

_ v (FA)—»(MG)
¥ b (MG.)

- 100

se presentan en la Tabla 2, para 2860 ensayos numéricos,

Se observa que tanto el error midximo positivo como el negativo, de un modo gene-
ral, crecen a medida que aumenta la esbeltez mayor del soporte (A, ~ lp/b). Se comprue-
ba que el mayor valor estd del lado de la inseguridad para valores de A, = 25, Sin embargo,
este resuliado no altera sustancialmente la validez del método, En efecto, tanto este valor
como la mayorfa de todos los errores miximos corresponden a casos aislados, como se pue-
de comprobar de la observacion de los errores medios obtenidos para cada esbeltez y respec-
tivas desviaciones tipicas, v ocurren ademids para situaciones de flexo-compresion recta.

El hecho de que se presenten errores fuertes (aunque sca para casos aislados), para el
valor 25 de la esbeltez mayor, sumado al fendmeno de pérdida de convexidad de las super-
ficies de interaccién, también para esbeltez superior a 25, ha llevado a limitar la validez del
método aproximado a este valor de la esbeltez geométrica del soporte.
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EBDELTES CUANTIA | ENRON ERRGR ERRON DEAVIACION
HAYER HAETMOG HAXTHO HEDIO TIFIEA
4 w fa1% i-1w i % o %
a o, 30 A, k7 =104 o682 2,00
e i 68 =417 =i, a0 1,70
0,50 1,48 =1,01 7 1,18
[ 1,87 =1;38 o, i 1,08
1,60 3,80 =¥ @, fifs 1,83
ALTETAL 4,27 =4,17F 0,28 1.m
1] 0,20 nnn =%, 20 0,8 a,i%
i, 30 3,33 =&,07 0,34 1,428
0,50 i, 68 -8,70 0,38 i,78
o, 4,00 -3,08 0,08 1,04
1,08 4,21 -3, 13 0,74 1,51
RLUNTETAL L8] =720 0,33 2,08
s —
i 0,50 10,50 =8, 40 0,33 il
0,30 1L =&, 44 0,41 i,0f
a, 80 7,00 -8, 08 0,73 1,04
0,00 4,70 -3,07 0,65 #,01
1,008 4,34 -3.87 o, ar 1,68
BUBTOTAL 10,50 =0, 40 0,63 2,24
0 0,30 13,50 =m0 @,87 4,17
(O 1] 4,08 =3,18 1w 1,00
0,50 8,50 =, uil 1,06 1,04
o, B 4,70 =3,37 0,87 0
1,00 4,34 =3, 0F 0,81 1,408
BUBTOTAL 13,00 =i, 10 0,06 2,44
P o820 8,28 -12,83 6,80 4,84
[ 1] A, 47 =11;a1 ={, 7 A a
o, 80 8,40 =8,10 a,0% ;18
o, 80 4,81 =a,n0 0,48 2,00
1,00 EN =¥, 0 =0,60 i
AUHTOTAL 15,28 =13,03 0,18 .08 '
TaTAL 18,28 =12,.03 0,42 &, 40

Este limite s ademds proximo al valor 29 que da la Instruccion Espafiola EH-82 como
limite de esbeltez superior, hasta ¢l cual es posible aplicar el método aproximado de dimen-

sionamiento de soportes esbeltos en flexo-compresion recta.

7. EJEMPLO DE APLICACION

Se pretende dimensionar un soporte con las siguientes caracteristicas:

De la Tabla 1 s¢ obtienen los valores de los coeficientes o, §, y m para ¢ = 0.5,
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Coeficientes Inestabitidacd Agotamienro

B, 1,69 .107% 246,10
B 1,78 1071 296104
B3 386.107" 4,10.107"
B4 1,05:10™* 334 .10
o, —0,18 0,27
a; 1,27 1,34
m |,30 1,30

Resolviendo iterativamente las formulas 1.a v 1.b (dos iteraciones son sulicientes), se
obtienen las excentricidades totales de inestabilidad v agotamiento:

Inestabilidad Agotamiento
n! 0,2462 02608
, 0,3878 0.3959

Las cuantias de inestabilidad (co)) y agotamiento (w, ) serdn:
w; = 05113 w, = 04847

La cuantfa estricta de dimensionamiento cs w, = 04847, y ¢l soporte alcanza un
estado Iimite altimo de agotamiento, Para ¢l mismo soporte, dimensionado por ¢l méto-
do general se obtendria w = 0,50,
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1. INTRODUCCION

Las Normas de diferentes paises, (EH-82(1), ACI-318-83(2), DIN-1045(3), CP-110(4),
BAEL-80(5)), asi como recientes trabajos (6) proponen diferentes formulas simplificadas
para el dimensionamiento indirecto de soportes esbeltos de hormigdn armado. Segln estos
procedimientos, el comportamiento de soportes esbeltos puede tenerse en cuenta dimensio-
nando el soporte como corto, de acucrdo con los principios generales del cileulo de sec-
ciones sometidas a tensiones normales en estado limite dltimo, considerando como esfuer-
zos de calculo los valores de primer orden transformados.

En la figura 1 se explican conceptualmente las ideas de este tipo de méiodos, Se
muestra en ella, en primer lugar, ¢l disgrama de interaceién deun soporte corto (A = 0)
y ¢l diagrama de interacciéon de un soporte esbelto (A = 20), con idéntica seccién trans-
versal.

Se aprecia que, debido a los efectos de la esbeltez, se produce una pérdida de capa-
cidad resistente que puede definirse de distinta manera:

B3
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Fig. 1. Definicion de |a pérdida de capacidad resistente de soportes esbeltos.

1) Para un axil dado Ny, la pérdida de capacidad resistente puede expresarse en (ére
minos de momentos. En el giemplo de la figura, esta pérdida puede expresarse por

“AM =My ra0 — Mg, x=20 ec. (1)

2) Para una excentricidad constante, la pérdida de capacidad resistente puede defi-
nirse en términos de axil v momento. En el ¢jemplo de la figura, este criterio puede ex-
presarse, para axiles:

AN = N¥ — N, ec, (2)
y para momentos:
AM =M} - M, ec, (3)

51 fuese posible obtener las pérdidas de capacidad resistente, definidas con cualquiera
de los dos eriterios indicados, el dimensionamiento de soportes esbeltos podria abordarse
con igual nivel de precigibn que con métodos mds precisos (Columna Modelo o Curvaturas
de Referencia), dimensionando la seccidon transversal del soporte con los esfuerzos de pri-
mer orden, obtenidos del cialeulo de esfuerzos, mas la pérdida de capacidad resisiente debida
al efecto de la esbeltez,

En general, las férmulas propuestas en las distintas normativas utilizan el criterio 1,
pero conducen a resultados poco precisos. En la Tabla 1 se muestra un estudio compara-
tivo entre los resultados obtenidos con las formulas de distintas normas, y los obtenidos
utilizando el Método de la Columna Modelo. Como puede verse, algunas formulas (EH-82,
por gjemplo) conducen siempre a resultados del lado de la seguridad, dando errores impor-
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tantes. En otros casos (ACI-318-83 particularmente), los resultados no s6lo son poco preci-
s0s sino que, ademds, pueden conducir a dimensionamientos del lado de la inseguridad.

#1/ed i o u[ 0 =1

Seccibn | E ol B ‘ o |Ee ; Ealba .; Farmula

womens [ TlT5] ¥ | G2l s (5 T [8] £ 5] T 23] ameminamion
HE I EHHEEHHE

arl 12.3 [-34 |100| 69| 21 |38 |-8.2| 88| 69|22 |26 5.4 [ DINI04572
+ 4B.9 (33 |- 20| 144|383 |36 |-26]100 | 30798 |07 ] 73 | AcinBTs
At 1440 (210 86| 26 |40 |79[100] 29|30 59| 95 [ EH-80

160 |34 |- X6 80 190 |29 |20 7.2| 7.5 |36 |44 | 8.2 | CPL10.72

-+ 4 -
135 |-28 |- 92| &7 | 45 |-31 |-8.2) 83| 12219 |21 | 47 | DIN1045.72
+ —I—+ 61,1 |-28 23| 167 | 434 |30 |.0.5|104 | 32.0|-31 |-0.8 | 75 | ACIMIB.78
afnd) 4.1 |42 |- 98| BB | 39 |-42 |79 99| 34|40 |58 | 9.4 | EH-80
o e

133 |34 |- 25| 79 198 |30 |17 | 7.5 &3 |.34 |.42| 7.9 | CP110:72
s 121 |26 |- B3| 63| 34 |0 |79 7.9 122 |17 |-1.B | 4.4 | DIN1045.72

ﬂ+lﬂ- 69.1 | -26 421173 470 |28 | 0.4 [11.0 | 368 | -30 |.0.3 ) 7.9 | ACIMB.78
59|43 |- 89| B4 | 5B |43 |77 5| 6.3 |41 |56 | 9.1 | EH.B0

A

Tabla 1
Estudio de la precision de distintas () formulas de dimensionamiento indirecto propuestas
por distintas normas, respecto a los resultados obtenidos con el (Fonm)
Método de la Columna Modelo [Error % = 100 (¥, — Ve V¥ |

En recientes trabajos (6), se propone un método grifico para el dimensionamiento
indirecto de soportes esbeltos, utilizando el criterio 2. Este procedimiento conduce a resul-
tados mds precisos que los anteriores, pero presenta el inconveniente de no permitir el
empleo de un ordenador, debido a su formulacion grifica.

En este trabajo se presentan formulas de dimensionamiento indirecto que, utilizando
¢l criterio 1 para la definicion de la pérdida de capacidad resistente y las hipotesis genera-
les del Método de las Curvaturas de Referencia (7), permiten la definicién de una excentri-
cidad ficticia, e*, para el dimensionamiento de soportes esbeltos, y conducen a resultados
de precisién similar a la que se obtiene utilizando métodos mis exactos (Columna Mode-
lo, Curvaturas de Referencia, etc.),

2. TIPOS DE ROTURA Y DEFINICION DE LA EXCENTRICIDAD FICTICIA e*

La pérdida de capacidad resistente de los soportes esbeltos, debe definirse de acuerdo
con el tipo de rotura o estado limite dliimo (ELU) que corresponde al soporte analizado,
Los efectos de la esbeltez pueden conducir a que el soporte alcance un estado de equili-
brio estable con unos valores de solicitacion, en la seccion critica, que producen el agota-
miento de la misma (ELU de agotamiento de la seccibén critica), o a que ¢l soporte alcance
un estado de equilibrio inestable, aunque los esfuerzos en la seccion critica sean menores
que los que producen el agotamiento de dicha seccidn (ELU de inestabilidad).

En la figura 2 se muestra ¢l comportamiento de un soporte esbelto que alcanza el ELU
de agotamiento en su seccién critica, utilizando la representacién que define el Método de
la Columna Modelo.
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Fig. 3. ELU de inestabilidad,
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En este caso, la excentricidad total en la seccién critica produce el agotamiento de
ésta y por lo tanto del soporte, A los efectos del dimensionamiento indirecto, serfa sufi-
ciente dimensionar la seccidn con el valor miximo de excentricidad, que se denomina ex-
centricidad ficticia e*,

En la figura 3 se muesira ¢l comportamiento de un soporte esbelto que alcanza el
ELU de inestabilidad, En este caso, la excentricidad total de la seccion critica, definida
por el punto de tangencia entre las directrices geométrica y mecdnica correspondientes,
resulta menor que la excentricidad que representa el agotamiento de Ia seccidn, Si se tomase
esta excentricidad para el dimensionamiento, se obtendrian cuantias del lado de la inse-
guridad.

*ara este tipo de rotura, la pérdida de capacidad resistente de la seccion o la excentri-
cidad ficticia e* para un dimensionamiento indirecto es la que corresponde al Gltimo punto
de la directriz mecdnica para la que se produce el ELU, tal como se indica en la figura,

3. FORMULAS SIMPLIFICADAS PARA EL CALCULO DE e*

Tal como se ha indicado, las formulas simplificadas que se presentan se han obtenido
a partir de las hipotesis propuestas por ¢l Método de las Curvaturas de Referencia, segtin el
cual, el ELU de agotamiento de la seccidn critica estd caracterizado por la curva de Curva-
turas de Referencia de Agotamiento, y el ELU de inestabilidad por la curva de Curvaturas de
Referencia de Inestabilidad.

Fih

o7

Fil
alh
0,8
CURVATURAS GBI REFERENGIA
{ Agoiamisnia )
0,5

CURVATURAR UE REFERENCIA
O | {inastabilidad )

0 f
g /h
MRECTRIZ

GEGMETRICA

0,2

o1 b

1] I 2 i i [ 1
hir % 1000

Fig, 4. Dafinicién de a® para soportes que rompen por agotamianto,
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Si la rotura se produce por agotamiento, la determinacién de e* consiste en encontrar
la interseccion de la directriz geoméirica v la curva de Curvaturas de Referencia de Agota-
miento. (Figura 4).

Si la rotura se produce por inestabilidad, e™ se obtiene encontrando, en primer lugar,
la interseccién entre la directriz geométrica y la curva de Curvaturas de Referencia de Ines-
tabilidad. Esta intersecciébn permite definir la excentricidad mixima que se produce en el
soporte. (Figura 5),

07

alh

0,6

CURVATURAS DE NEFERENCIA
{ Agotamisnio

CURVATURAS DE NEFEHENCIA

04 | 1 inesiobiidod )

0,3

#adh

0,2
DIRECTRIZ

BEGMETRICA

o1 |

nu i 2 3 ] 5

hif & 1000

Fig, 5, Definicién da a" para soportes gue rompen por inust_nbi!idud.

Sepuidamente, es necesario determinar ¢l altimo punto de la directriz mecdnica que
define el ELU de inestabilidad, es decir, ¢l punto de la curva de Curvaturas de Referencia
de Agotamiento con igual cuantia que el de la interseceidn anterior,

Ya que, en principio, no es posible saber, a partir de los datos de dimensionamiento,
qué tipo de rotura tendrd el soporte, serd necesario determinar dos valores de e¢*, corres-
pondientes a agotamiento e inestabilidad, respectivamente, v utilizar ¢l menor para el di-
mensionamiento de la seccidén transversal. En la figura 6 se muestra grificamente este pro-
blema, para los dos tipos de rotura posibles.
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A los efectos de la obtencion de las formulas simplificadas, se han adoptado las sim-
plificaciones que se describen a continuacion:

Caracterfsticas de la seccion transversal y de los materiales considerados

Las féormulas se han deducido para secciones rectangulares, con armadura simétrica
en caras opuestas, considerando un recubrimiento h’/h = 0,1 y un acero tipo AEH-400,

La influencia del recubrimiento y de la calidad del acero, resulta pequefia en el fend-
meno estudiado.

Las formulas resultan muy diferentes para tipos de armado o secciones transversales
diferentes a las elegidas. En cualquier caso, la tipologia adoptada es, posiblemente, la mds
frecuente en estructuras de edificacién,

Ajuste por minimos cuadrados de las Curvas de Curvaturas de Referencia

Para la deduccién de las férmulas, se han sustituido las curvas de Curvaturas de Re-
ferencia, correspondientes a los distintos axiles, que s6lo pueden ser definidas por puntos,
por rectas ajustadas por minimos cuadrados. De esta forma, para cada axil, s¢ tendrin dos
rectas que representan las curvas de Curvaturas de Referencia de Agotamiento ¢ Inestabi-
lidad, respectivamente, presentando la forma general siguiente:

h/r =g, + f;-¢h ec. (4)
Bia, Bza .
28
24 - ,a"p

22 | e
] 3 /

i | Fd

12 - il

ia d

o : }.«f
& # \(H"’ﬁ

2 f..ar ""!‘--—u.._,_._

<

a.a .1 .2 .3 .4 .58 .8 .7 .8 .8 1.8 1.1 1.2 1.3 1.4 1.3 1.8
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Fig. 8,

donde h/r y e/h representan la curvatura y la excentricidad relativas o adimensionales.
Los coeficientes B, y B,, tanto para agotamiento como para inestabilidad, pueden expre-
sarse de forma polinémica, en funcidén del axil. En las figuras 7 y 8 se muestran los valores
de B, y B, en funcién del axil reducido, »; v en las ecuaciones 5 a 8 se presenta el ajuste
polinémico adoptado.

Bia = 17479 — 37,649 . + 29,97 . 1? — 8,241 - 4* ec. (5)
faa = 1,719 = 15,395 . ¢ + 30,856 - ¢* — 7,574 .»* ee. (6)
Biy = 3969 — 1,264 .v— 4,57 0 + 2,458 .07 ec. (7)
By =-0,186+ 0,434.0+ 8,006 ¥ — 1,064 .4 ec. (8)

donde B,, y faa son los coeflicientes correspondientes al ajuste de las curvas de Curvaturas
de Referencia de Agotamiento v By; v Bay los coeficientes para el caso de Inestabilidad.
Directriz geométrica

Se ha adoptado, como directriz geométrica, la propuesta por el Método de la Co-
lumna Modelo:

er/h = eq/h + (2/h)? - (h/r)/10 ec. (9)

donde:

¢;/h esla relacién entre la excentricidad total, e, y el canto total h;
o /h es la relacién entre la excentricidad de primer orden, e, ¥ el canto h;

G1
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€ eslalongitud del soporte equivalente, y
h/r esla curvatura relativa (o adimensional) de la seccidn critica,

D¢ acuerdo con estas hipGtesis, relativas a las curvas de Curvaturas de Referencia y a la
directriz geométrica, la interseccion entre estas curvas puede expresarse, en general, por la

ec, (10)

donde:

ec. (10y

e¢/h es la relacion entre la excentricidad total en el estado Iimite considerado, ¢, y ¢l can-

to total h;
2y /h es la excentricidad relativa de primer orden;

B = A*/10.000, siendo A la esbeltez geoméirica definida por el cociente entre la longitud del

soporte equivalente £, y el canto total h;

By .85 son los coeficientes que definen el ajusie de las curvas de Curvaturas de Referencia,

Relacion e — e,

Tal como se ha comentado, para la determinacion de ¢* en el caso del ELU de inesta-
bilidad, es necesario determinar la relacion existente, para un mismeo valor de cuantfa, entre
los puntos de las curvas de Curvaturas de Inestabilidad y las curvas de Curvaturas de Agota-
miento. En la figura 9 se muestra la relacién e;—e, para axiles reducidos comprendidos en-
tre 0,1 y 1,6 v cuantfas entre 0,1 v 1. Tal como puede verse, esta relacion resulta prictica-

mente lineal y puede expresarse por laec. 11:

ey/h = 0,021 + 1,035 - ¢j/h

ec. (11)

2.8 5 1.8 1.5 2.8 2.5 3.8 3.5 4.8 4.5
Fig. 9
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Féormulas excentricidad ficticia

De acuerdo con las hipotesis expuestas, la excentricidad ficticia e® puede definirse,
por medio de la ec. 12 para roturas por agotamiento de la seccién critica, y por la cc. 13
para roturas por inestabilidad,

(¢*/h), = s R ec. (12)

eo/h+ B By

ec, (13)
I — B - Baj

(e*/h); = 0,021 + 1,035 -

donde

(e*/h), esla excentricidad relativa ficticia de agotamiento;

(e™/h);  es la excentricidad relativa ficticia de inestabilidad;

BiasBaa» B ¥ By son los coeficientes definidos en las ecuaciones 5a 8, y
] ¢s el mismo pardmetro definido en la ec. 10,

Efecto de las cargas permanentes. Fluencin
Para tener en cuenta el efecto de las cargas permanentes, el procedimiento propues-

to es compatible con la utilizacién del método lineal de la excentricidad de fluencia, pro-
puesto por el CEB (8).

@ (ta,ty)  F
sy iy | Sttt ] ec. (14)
Fg - Fy
donde:
8, ¢s la excentricidad adicional de fluencia;
€1y s la excentricidad de primer orden debida a la carga de larga duracion;
@ (tu, tgles el coeficiente de fluencia a tiempo infinito, para una edad t, de puesta en
carga;

F, es el esfuerzo axil debido a las acciones de larga duracién;
Fgp = 10:E¢p -L;/Ei

con B, smodulo de deformacidon longitudinal del hormigon;
I. ¢ momento de inercia de la seccion bruta de hormigdn;
¢: longitud del soporte equivalente o longitud de pandeo,

Excentricidades diferentes en las articulaciones

El planteamiento general expuesto corresponde al caso de soportes con excentricida-
des iguales en log extremos, ¢; = ¢y = ¢ pero las formulas son vilidas para soportes con
excentricidades e, y ey distintas, utilizando el concepto de excentricidad equivalente, ¢,

propuesto por el CEB (8).

e =06.¢3 +04.¢ 4 04.¢,4 ec. (15)
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siendo:

s la excentricidad de primer orden equivalente,

¢; ¥ ¢y las excentricidades de primer orden en los extremos, siendo ¢; la de mayor valor
absoluto, que se tomard como positiva, v ¢; la de menor valor absoluto, con el
signo que corresponda.

4. EJEMPLO DE CALCULO

Se propone el dimensionamiento del soporte cuyas caracter{sticas se indican seguida-
mente, como giemplo de aplicacion del método que se presenta.

£ =1735m;

b = 0,30 m,;

h =030m; h*=0,03 m;
N = 40,5 Mp;

e; =¢;=0,12m;

fexk = 200 kp/em?; v, = 1,50;

fyr = 4.100 kp/em?; 5. = 1,10;

v = 1,60,

La seccién transversal es la indicada en la figura 1 (armadura simétrica en caras opues-
tas),

Los valores adimensionales que intervienen en la formulacion son:

N 9 40,5 . 1,60 .
p | — [— = = 0‘6
b-h-fe 030030009 2000/1,50
eg/h=¢,/h=e;/h= g—:;g =0,4

7,35
A= f/hm 2= = 24,5
i 7

B = A*/10000 = 0,06

Sustituyendo el valor de # en las ecuaciones 5 a 8, se tiene:

Bra = 3,90
Bay = 1,95
By = 2,10
Bai = 2,61
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y entrando con estos datos en las ecuaciones 12 v 13, resulta:

04+0,06-390
l 0|06 2 l|95

(e*/h), = 0,72

04+006:2,10_

0,67
I - 0!06 . 2!6'

Asf pues, la excentricidad relativa ficticia vendra dada por:
e*/h = min [(e*/h),, (¢*/h);] = min (0,72, 0,67) = 0,67
lo que quiere c.h':cjr que la rotura del soporte se producird por inestabilidad,

Dimensionando la seccion transversal del soporie con los siguienies esfuerzos de cileulo
reducidos:

r=006 y
p=v:(e*h)=0,6-0,67=040
por medio, por gjemplo, de unos diagramas de interaccion, se obtiene:
w = 0,89
que equivale a una seccidn total de armadura:

0,89 .0,30.030.0,9.2000/1,50
A Rt et e ' i bt il ol ‘25’79 C]Tl?'
Wt 41,000/1,1

a disponer simétricamente en caras opuestas,

5. PRECISION DE LAS FORMULAS PROPUESTAS

Para analizar la precisién de las formulas propuestas, se ha procedido a una exhaustiva
comparacion con el Método de la Columna Modelo. En las figuras 10, 11 y 12, se muestra
una serie de diagramas de interaccién obtenidos utilizando las férmulas propuestas, la for-
mula de la EH-82 vy ¢l Método de la Columna Modelo.,

Este estudio ha considerado las siguientes variables:

esbeltez geométrica = 10,20y 30
— cuantia mecdnica w=0,1,05y1,0
— relacion de excentricidades ejfes =1,0y -1
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Con relacion al fendmeno de la fluencia, se ha tenido en cuenta el efecto de las cargas
de larga duracion, a través de una excentricidad adicional de fluencia dada por la ec. 14 con:

P (te, tg) =2
l".gfl:tnt =0,5

Como puede verse, las férmulas propuestas proporcionan una precision comparable con
los resultados del Método de la Columna Modelo, mientras la férmula de la EH-82 conduce a
resultados sumamente conservadores,

6. LIMITES DE VALIDEZ DE LAS FORMULAS PROPUESTAS

En primer lugar, las ecuaciones que se presentan son estrictamente vilidas para la ti-
pologfa v disposicion de armaduras clegidas.

Estas ecuaciones cubren los casos de piezas con cuantfa mecinica w = 1,0 y axiles re-
ducidos # = 1,6. En realidad, estos limites no son muy restrictivos, va que, tanto por axiles
como por cuanifas minimas, se cubre pricticamente todo el campo de posibilidades de
proyecto,

Finalmente, las foérmulas se han comprobado para esbelteces geométricas no supe-
riores a 30, valor para ¢l que comenzaron a detectarse las mayores desviaciones con res-
pecto al Método de la Columna Modelo, La falta de un estudio mds completo, para esbel-
teces geométricas superiores a 30, aconseja limitar la aplicabilidad de estas férmulas por
debajo de dicha esbeltez.
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Un criterio local para determinar el limite
de validez del esquema rebajado en las
estructuras de membrana. Aplicacion al
paraboloide hiperbélico y a las velarias
paraboloidal y singular parabdlica
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Profesor Titular en el drea de Fisica Aplicada
ETSICCP de la Universidad Politécnica de Valencia

RESUMEN

El estudio de una ldmina como membrana, queda simplificado cuando dicha ldmina
puede considerarse como rebajada (5).

Por otro lado, es conveniente poseer un criterio que nos permita determinar hasta
qué Ifmites es posible llegar con el esquema rebajado, asi como el error que se comete al
usarlo. A este respecto, Wlassow (8) indica, para limina esférica y paraboloide hiperbo-
lico sobre planta rectangular, el valor mdximo de 1/5 entre la cota mdxima y el lado menor
del rectingulo base. Otros autores (6), (7), adoptan este [imite para superficies cualesquiera,

Obviamente, dicho valor mdaximo representa una limitacidon del valor medio del error
cometido al considerar una limina como rebajada, y deberia venir acompanado de la tole-
‘ancia que se estd presuponiendo (2), (4).

Partiendo de las condiciones analiticas de admision del esquema rebajado (1), (2),
es posible analizar su aplicabilidad para una determinada tolerancia previamente estableci-
da, Estas condiciones se pueden englobar en una sola v obtener una condicion local que
permitird investigar puntualmente la validez del esquema (2).

Se hacen aplicaciones al paraboloide hiperbélico y a las velarias paraboloidal v singu-
lar parabdlica (3).

M

Documento descargado de www.e-ache.com el 23/02/2026



Estatica de la membrana

Sea

Z=2Z(x,y) (1

la funcion de forma que define la geometria de la ldmina respecto de una terna carte-
siana ortogonal.

Segun el tratamiento de Pucher (figura 1), para un elemento de limina, la relacidon
entre los esfuerzos reales sobre la ldmina y los proyectados por unidad de Iﬂmulu(l pmyu:—
tada sobre el plano X0Y es (5):

1+q? V1 +p?
N2 =N, Vi+g! i N, =Ny Nj=N,—F (2)"
V1 +p? V1+ g

|
Hy

ESFUERZOS DE MEMBRANA
Fig. 1.

Anilogamente, se obtiene para las cargas:

2=ZV1+p*+gq? Y=Y V1+p®+q?
TR, IRTIT 3 _aZ, az :
=XV1+p? +q?, 3
4 b ax’ A= ay )
Entonces, las ecuaciones de equilibrio son:
N, o N‘
Ola L ONyw o
d % ] y :
(4)
O MNay y Ny 4o
d x ay

12
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* Z 9t Z a? Z 0Z a7z
N;a~---+2N;y— y=—rm =Tl X —+ Y —
3 x? dx dy ay? dx dy
Como vemos, los esfuerzos proyectados estan referidos a lineas coordenadas ortogona-
les sobre el plano 0XY, que se corresponde, en general, sobre la superficie en lineas coorde-
nadas no ortogonales, formando un dngulo tal que:

cosw = — _pﬂ —_— (3)
Vil +p?)(l +g?
Para considerar una limina como rebajada ha de cumplirse:
Ny &N,, N, =N,, NZEN, (6.1)
X'=X: Y=Y 2= Z (6.2)
cosw=0 (6.3)

Vamos a examinar estas condiciones por separado, relaciondndolas con el margen de
aproximacion que consideremos aceptable,

Hipdtesis 6.1

Esta hip6tesis identifica numéricamente los esfuerzos sobre la ldmina, con los proyec-
tados, El factor de proporcionalidad entre ambos es, respectivamente:

— Para N, : —'\/\7_:-2:'%
+p

- Para Nj, |

~ Para N}, : Vi+p?

Vit
— Haciendo: m = \/I"L‘f_ =M,;
V1 +p?

wf 2
m YL TpT =M (7

V1 +q*
¥ SIENUO: ;
m=1—-u, M=]+p (8)
con O=p<l &)

La (7) la podemos reducir a una sola expresion:

De un lado, M'ﬁM i i":ﬂﬂ (10)
V1 +q? M V1 +p?
73
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¥ por otra parte: \/T_+pT‘ =M
luego de (10) yde (11):
ek @-ﬂ M
M 1+ p?
luego:
(1/M)? < lﬁ;" M?
Adoptando el signo igual:
(1/M)? =!l 1';: = M?

Obteniendo las siguientes igualdades;
p? —M? g* =M? — |

l]i Mz p==M=—i

1 it i L ¥ I T -

i

e N |

In

I o 20U

o R i ||1r|lrpﬂlqlll"m

019

Fig. 2.
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Para una tolerancia asignada g, la ecuacidon (13) representa, en unos ejes cartesianos
. (p, q), un dominio de validez cuya [rontera esti dada por las curvas (15) y (16) que son un
haz de hipérbolas,

Sus asfntotas son, respectivamente, las rectas de ecuacidn:
| . _
{1—inp. q=tM:p (17

En ¢l caso de tolerancia nula (u = 0; M = 1) resulta de (15) y (16) que las hipérbolas
degeneran en las bisectrices de los cuatro cuadrantes.

En la figura 2 se representan las fronteras del dominio de validez que corresponde a di-
versos valores de la tolerancia g .
Hipotesis 6.2

Su admisibilidad puede ser formulada de la siguiente manera:

Vi+pr+qi =L (18)

siendo:
L=14+2; 0=A<l (19)

Para una determinada tolerancia, la condicién (18) define, en el plano (p, q), un domi-
nio de validez circular cuya frontera viene dada por:

p +q* =172 -1 (20)

En la figura (3) se han representado algunos dominios para diversas tolerancias.

¥
U T Ty N o W - -1

0%

i1

I L1 8§ [ | 1 & 1 1
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Hipotesis 6.3

Esta hipétesis se puede considerar aceptada si se cumple la condicion:

v £d < 21
Vil +p?y(l +q?)
slendo.
v=sen | - w (22)
2
con: O=pr=]

La frontera de un dominio de admisibilidad genérico, viene dada por la siguiente
curva;

(1 —v?)p? . q* —p? (p* +¢*)=4? (23)

La curva (23) es siméirica respecto de los ejes (p, q) v respecto de las bisectrices de
los cuadrantes.

Sus asintotas estdn representadas por las cuatro rectas:

¥ v
PE ot e— R (24)
V1 -2 Vi1—?
Para tolerancia nula, las ramas de la curva degeneran en los gjes coordenados.
En la figura 4 se representan algunas de estas curvas, para distintas tolerancias,

Ly
i N N Y N T TR N TN [N N | A

-

Ll 1 & &

i aon g
Y e o e N Y N Y L — 1

Fig, 4.
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Criterio de comprobacién

Los diagramas obtenidos nos permiten conocer si podemos o no aplicar las hipote-
sis de ldmina rebajada, fijindonos de antemano una determinada tolerancia.

Se propone (2), a continuacién, un criterio de mds rdpida aplicacién y algo mis res-
trictivo,

Consiste en fijar de antemano una cierta tolerancia permisible & e igual a las tres an-
teriormente tratadas:

p= Asp=§ (25)
Representando en un mismo diagrama todas las curvas anteriores, s¢ obtiene el dia-

grama de la figura 5.
Las intersecciones de las curvas (20) v (23) con las bisectrices de los cuadrantes son,

respectivamente:
L.y
M
H
F |
% Jlsh=vsi0h
Fig. B.
ers M 58
2 2
5 &
t |/ — - (27)
y : ( 1-5"' | —& )

iy
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Como resulta ser:

&(248) & .
< 28
2 1 -6 S

podemos afirmar que ¢l dominio circular cuya frontera estd dada por la ecuacion (20), no
posee puntos exteriores a los dominios cuyas fronteras son las ecuaciones (15), (16) v (23),

. . . MN
En la figura 5 la relacién—— es:
OM

MN_ -

2
OM V(l -5)(2+s'j'1 (29)

Esta relacién es, aproximadamente, del 3 por 100 para una tolerancia del 10 por 100,

Se concluye pues que el dominio circular es el mds restrictivo de todos; entonces, si
para una determinada tolerancia asignada estamos dentro del dominio circular, esto impli-
card que las demds condiciones, (menos restrictivas que ésta) se cumplirdn también para esa
misma tolerancia.

Por consiguiente, podemos reducir el problema a estudiar solamente ¢l dominio circu-

lar:
p* +q* = R? (30)
con:
Ri=L<-1m(1+8)-1=52+8) (31)
es decir:
p? +q* =8 (2+8) (32)

Tolerancia minima. Aplicaciones

Para una determinada tolerancia asignada, deberd cumplirse (32) en todo punto del
dominio de definicién de la ldimina de ecuacion Z = Z (x, y).

Si obtenemos el mdximo absoluto, M, de la funcién:
F (x,y)=p* + ¢ (33)
en dicho dominio de definicibn, la ecuacién:
M= §(2+8) (34)

nos proporcionard la minima tolerancia, §,,7,, que habrfa que adoptar para satisfacer en
todo punto de la limina las condiciones anteriormente comentadas.

En este trabajo se obtienen dichos valores para el paraboloide hiperbdlico, velaria
paraboloidal y superficie singular parabélica (3), en funcién de la relacion C/B, en donde
C es la cota mdxima sobre el plano X0Y v B es ¢l semilado menor de la base.
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Consideremos las superficies indicadas referidas a un sistema de coordenadas ortogo-
nal, con el origen en la chspide de las mismas, Adoptando lascoordenadasadimensionales:

§=2/C; E=x/A;, n=y/B (33)
tendremos las siguientes ecuaciones:

Paraboloide hiperbdélico:

F=1-0-8-0-7; 08§ <1,
0t =<];
0=n =1 (36)

representado en la figura 6.

Paraboloide hiperbolico (mosaico de cuatro)

Fig. 6.

Velaria paraboloidal:
=8B+ —(t-n)?: 0=ls]l; -1=t=]; -1=g<I (37)

representada en la figura 7.

Velaria paraboloidal
AzB=2, C:'Ir ﬁ'l:n-gi:-'l
B

Fig. 7.

Superficie singular parabdlica:

i ('—l}}-i + l) (A -+ (%ﬁ- n 2) VE - (En)?

C
l=st=l; -1<i<l; -1<n<l , -2C/Bsm<0 (38)
representada en la figura 8, para m = — C/B,
79
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Superficie singular (42)
A=B=2,C=1, m:-g—=—0.5

Fig. 8.

Sim = 2 C/B, la (38) coincide con (37). Por tanto, la velaria paraboloidal es una
superficie particular de la familia de superficies singulares dada por (38).

A partir de (33) obtenemos, para ¢l paraboloide hiperbélico:
FEm=0 =82+ —-n)? (39)

que se anula en (1, 1), siendo F (0, 0) = 2 (mdximo).
Y para las superficies singulares (38) resultari;

- Fi
Ftms: [-(B41) +(Be2) - omdrs]

(8 Q- 4 )=

2

=["2(mﬂ )\/E"+n —(Em)? + B*-Z]

C

e+ -3 0
'(”""s=+n=—wm* ); 2CBEm<0 (40)

Para la velaria paraboloidal (m = — 2 C/B), la (40) resulta ser:
Flem=4-(8 0 -0 +2 (- £ (1)

cuyomiximoes F (1,0)=F (0,1)= 4
Sim = — C/B, se obtiene segiin (38) una superficie con un punto singular en cuspide
de ecuacion:

{m (En s ,n! — (E n)? ]l,r'l (42)

que se caracteriza porque sus intersecciones con los planos £ = 0; 7 = 0 son rectas. Para esta

superficie, la (40) resulta ser:

"72 'E4 an Ei Tl‘d. . — 3 EI ﬂ-l (43)
B+’ =(En)?

Fig&n =1+
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gsiendo para la (43), F (1, ) = 0, F (O, ) = F (£, 0)=1; lim Fg,m=1.
(m)+(0,0)

| Por lo tanto, la expresion (43) toma su mayor valor sobre los ¢jes coordenados, siendo
dicho valor la unidad,

En resumen pues, para planta rectangular, tendremos:
4 . (C/B)? (velaria paraboloidal)

M= (C/A)? + (C/B)? (paraboloide hiperbolico) (44)
(C/B)? (sup. singular (42))

en donde B es ¢ semilado menor del rectingulo base.
Si A = B (planta cuadrada) resultaria para el paraboloide hiperbdlico M = 2 (C/B)?.

Tolerancia minima segin C/B
A partir de la ecuacion (34) v tomando la raiz positiva obtenemos:

6 =—1+(1+M/2 (45)

min
Considerando planta cuadrada, obtenemos a partir de (44) y (45):

bug =— 1+ (1 +n.(C/B)|V2 (46)

min

que representa la minima tolerancia admisible en funcion de C/B, para la superficie singular
(42), [n = 1], para el paraboloide hiperbolico [n = 2], v para la velaria paraboloidal, [n = 4].

En la figura 9 se representa graficamente la (46) para las tres superficies indicadas.

Sminiia
7,703
: Minima tolerancia admisible segin C/B
{1) Velaria paraboloidal, (2) Paraboloide hiperbdlico
" {3 Superficie singuiar (42)
i
Fig. 9.
1 -
4 3423
1 (71
T 4 19804
i3)
1
cin
o +
/20 /10 {FL] e 1/8

81

Documento descargado de www.e-ache.com el 23/02/2026



Conclusiones

La técnica desarrollada permite evaluar el grado de precision del esquema rebajado,
para una determinada forma laminar v segin la relaciéon C/B entre su mdxima cota sobre el
rectdngulo plano que contiene y el semilado menor del mismo, Por otra parte, la (30) nos
determina una condicién local que nos permite analizar puntualmente la validez del es-
quema.
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comportamiento instantdneo y diferido no
lineal del hormigbn bajo tensiones uniaxiales
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U.P.C. Barcelona

INTRODUCCION

Como bien se sabe, por resultar va claramente establecido, el comporiamiento de las es-
tructuras puede ser analizado a partir de tres tipos de leyes diferenciadas:

Condiciones de equilibrio (mecinicas),
— Condiciones de compatibilidad (estrictamente geométricas).

Leyes de comportamiento (tenso-deformacional) de los materiales o ccuaciones
constitutivas (mecinico-geométricas),

De ellas, las condiciones de compatibilidad y las de equilibrio, que admiten un estudio
puramente tedrico a partir de los principios de la Mecdnica (la cual se apoya ampliamente en
la Geometrfa) ya han sido extensamente abordadas y tratadas matemdticamente; y si bien
hay una gran variedad de formulaciones (en algunos casos sobre la base de leyes mas o me-
nos sencillas para ¢l material), ello no deja de ser una amplia gama formal sobre los mismos
principios abstractos,

No sucede asi, sin embargo, con las de comportamiento de los materiales, donde las le-
yes fisicas correspondientes —en este caso el primer y sepundo principios de la Termodind-
mica-- constituyen tan sélo unas restricciones (balance energético, y restricciones sobre el
flujo y la produccion de entropia) que ¢l comportamiento de cualquier material debe respe-
tar. En este contexto, el desarrollo de un modelo matemitico de comportamiento para un
material determinado, implica los siguientes pasos: informacién sobre el comportamiento
real de dicho material en el campo de validez deseado, propuesta del modelo y, por Gltimo,
su verificacion, esto es, la comprobacion de que los resultados obtenidos matemdticamente
por medio del modelo, reproducen en la medida deseada el comportamiento real del mate-
rial.
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Esta situacidn, que hace de las leyes de comportamiento de los materiales un campo re-
lativamente abierto, juntamente con la rdpida evolucién de los medios informiticos, regis-
trada en estos Gltimos afos, han favorecido la aparicién de nuevos modelos, cada vez mis
complejos y caros de utilizar, de tal forma que hoy en dia existen modelos para representar
la mayoria de los aspectos conocidos del comportamiento de los materiales,

Este panorama tan satisfactorio, sin embargo, puede cambiar bastante, si se intenta uti-
lizar muchos de los modelos de material existentes como parie integrante de programas ge-
nerales de cdlculo de estructuras, Entonces, inconvenientes tales como el exceso de pardme-
tros que hay que determinar, frente a los pocos datos generalmente disponibles sobre ¢l ma-
terial; la gran cantidad de variables de “*historia® que es preciso conservar (distintas para ca-
da punto de la estructura), o los grandes tiempos de cdleulo necesarios, pueden hacer anti-
econdmica, o incluso inviable, su utilizaciéon prictica con los medios disponibles,

Por estas razones resulta de gran interés disponer de modelos de comportamiento de los
materiales que, en un dmbito especifico, representen adecuadamente su comportamiento y
cuya utilizacién no sea excesivamente costosa, para hacer posible su utilizacion prictica en
el marco de programas generales de cdlculo de estructuras,

En esta altima linea indicada, s¢ puede inscribir ¢l modelo presentado en este articulo
para ¢l dmbito especifico del comportamiento uniaxial del hormigon.

La principal aplicacion de este tipo de modelos se encuentra en el andlisis de estructu-
ras reticulares, tipologia que representa una gran parte de las estructuras de hormigon que se
construyen hoy en dfa. Como es bien conocido, en ellas, cada barra puede considerarse defi-
nida por su directriz y por una serie de secciones planas v perpendiculares a la misma, siendo
posible establecer con gran aproximacion el estado tenso-deformacional uniaxial en el seno
del material, en la direccidén perpendicular al plano de las secciones (fig. 1).

AR——

=3

P~ .

a) Estructura b)Seccion  clDeformaciones difengiones o) Esfuerzos
genérim

Fig. 1. Estructuras ratieularas,

El modelo propuesto incluye los aspectos mis relevantes del comportamiento !lineal y
no lineal del hormigon, tanto en régimen instantineo como diferido, asi como los casos de
descarga vy recarga (con pocas alternancias y suficientemente lentas) v quedando excluidos
del mismo los casos de carga ciclica y fendmenos dindmicos,

PRINCIPALES ASPECTOS DEL COMPORTAMIENTO EXPERIMENTAL

A continuacion se hace un ripido repaso de los principales aspectos del comportamien-
to experimental tipico del hormigon bajo tensiones uniaxiales, que se desen rupruducit‘ me-
diante ¢l modelo.
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a) Comportamiento instantineo

El comportamiento instantineo del hormighn ‘‘virgen™ a una cierta edad (es decir, sin
que ninguna tensién haya sido aplicada hasta ese momento), viene descrito por el conocido
diagrama tensibn-deformacion representado en la figura 2, en el que se han inclufdo los bu-
¢les correspondientes a fases de descarga y recarga, de los que el diagrama representa una en-
valvente exterior.

El diagrama tensién-deformaciéon varfa en funcion de la edad t, del hormigdn, aumen-
tando con dicha edad el médulo, la resistencia y la deformacion *de pico™.

(o) Curye G- 6 edid 15 (b} Curva O-L o vorios edades L=1=1,

Fig. 2,

b) Comportamiento diferido

El comportamiento diferido del hormigdn se puede poner de manifiesto a través de va-
rios tipos de ensayos distintos sobre probetas cargadas uniaxialmente, de entre los cuales a
continuacion se repasan los mis relevantes, retraccion y fluencia.

El ensayo de retraceién, que consiste simplemente en mantener el hormigdn sin carga
aplicada ¢ ir midiendo las deformaciones, arroja como resultado una curva e'®'(t), vilida pa-
ra unas condiciones ambientales dadas.

El ensayo de fluencia, consistente en aplicar una tensiéon a una cierta edad i, y poste-
riormente mantenerla aplicada en el tiempo e ir midiendo las deformaciones, va generalmen-
te acompafiado de un ensayo de retraccién paralelo. Este ensayo suele hacerse simultdnea-
mente sobre varias probetas del mismo hormigén, conservadas en el mismo ambiente, varian-
do sistemdticamente de una a otra el instante de aplicacién de la tension y el valor de ésta
altima. Sus resultados, dados ya como diferencia entre la deformacion de las diversas probe-
tas cargadas y la de la probeta paralela de retraccion, se pueden representar de varias formas.

En los diagramas de la figura 3 se representan, de dos formas distintas, los resultados
tipicos de ensayos de fluencia, para diversos valores de la tension, 0, <o, <03 <04, auna
misma edad t,; diagramas que por su interés sc comentan seguidamente con cierto detalle.

En el diagrama 3.a se representan las curvas de la evolucion de la deformacién medida,
a lo largo del tiempo, para cada nivel de la tension aplicada, En el diagrama 3.b se represen-
ta, para cada nivel de tensiébn o, y sobre lineas horizontales, las deformaciones medidas a lo
largo del tiempo (en diversos instantes t,, ty, L3, posteriores a t,). Posteriormente, s¢ unen
los puntos de cada horizontal correspondientes a los mismos instantes t;, ty, ty, obtenién-
dose las lineas curvas generalmente conocidas por “isocronas”. Como s¢ habrd advertido, es-
te segundo diagrama es el mismo que, para dos edades de carga distintas (t, = 28 dias y
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ty = 1 afio), viene recogido en la norma EH-82 (Comision Permanente del Hormigdn, 1982),

T} ==
03
07

0y

I Em

(a) Diagrama E=t b} Diagrama 0 -f : Curvas “isocronas ™

Fig, 3. Resultados tipicos de fluencia,

En esta figura se puede observar como, para bajos niveles de tension (o, v o5, inferio-
res a 0,3 60,5 de la resistencia a la edad de carga), las deformaciones medidas tienden a cre-
cer en el tiempo de una forma cada vez mds lenta (fig, 3.a) v ademds resultan mds o menos
proporcionales a la tension aplicada; lo que se refleja en que, en esta zona del diagrama, las
isocronas son pricticamente lineas rectas (fig. 3.b). Se trata del rango de tensiones para el
que se suele aceptar que el comportamiento diferido es un fenébmeno lineal.

Para valores superiores de la tension aplicada (como oy4), las deformaciones crecen mis
que proporcionalmente con la tensidn aplicada hasta que, para un cierto valor denominado
en las figuras por o, tienden a dispararse. El valor de o_,; parece oscilar, normalmente, al-
rededor de 0,8 veces la resistencia a la edad de carga t,. Por encima de ese valor (caso de
a4), la probeta de hormigbn alcanza la rotura después de un cierto perfodo de tiempo de
aplicacion de la tension; fendmeno conocido como “rotura diferida’ o rotura por cansancio.
Para tensiones aplicadas mayores, el periodo de tiempo necesario para la rotura se reduce; y
en el caso limite de que la tensién aplicada es igual a la resistencia a la edad t, la rotura se
produce instantineamente. Obviamente, la isocrona “‘instantanea’ correspondiente a la pro-
pia edad de carga t,, debe coincidir con la curva tensibn-deformacion del hormigon a esa
edad,

Un fendbmeno adicional que se desprende de los resultados anteriores es el de disminu-
cion de resistencia del hormigbn por la actuacion de una tension aplicada y mantenida pre-
viamente. En efecto, si después de un periodo de fluencia, por ejemplo desde t, hasta ty, la
tension aplicada se incrementa de forma instantinea hasta la rotura del material, su respues-
ta depende fuertemente del valor de la tension @ previamente aplicada duranie el periodo de
fluencia (fig. 4). Este efecto, poco tratado en la literatura, queda claramente acotado, a par-
tir de los resultados anteriores, mediante sus dos casos extremos. El primero de ellos es aquél
en que la carga previamente aplicada es de valor nulo. Entonces, la respuesta del material a la
edad t5 serd la correspondiente a la curva tensidn-deformaciéon del material virgen a esa edad
(curva 2, fig. 4), generalmente por encima de la curva correspondiente a la edad t, (curva 1,
fig. 4).
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Fig. 4. Disminueion de resistencia por carga mantenida provia,

El otro caso extremo consiste en aplicar, a la edad t,, una carga & suficientemente ele-
vada como para que en el instante 1, se alcance el fendbmeno de rotura por cansancio de la
probeta (tensién @*, fig. 4), en cuyo caso no es posible aplicar ninguna tensién adicional a
la probeta a esa edad, ya rota, No parece existir informacion experimental concluyente so-
bre lo que sucede para valores intermedios de la tensiéon aplicada durante el periodo de
fluencia (d,, &4, fig. 4), aunque parece logico esperar una variacion gradual entre ambos ca-
08 extremos, tal como se ha representado en la figura 4 mediante curvas de trazos.

BREVE REVISION DE LOS MODELOS EXISTENTES

Un analisis de log modelos existentes vilidos en el Ambito considerado, muestra que
pueden separarse en dos grandes grupos,

En un primer grupo se pueden incluir todos aquellos modelos explicitos (definidos en
valores totales de las variables) concebidos desde un principio para reproducir el comporta-
miento uniaxial del hormigbn. En este grupo se encuentran, én primer lugar, todas las expre-
siones existentes para el diagrama tensibn-deformacion instantineo (de las que existe un
buen resumen en Sargin, 1971), También pueden incluirse los modelos existentes para repro-
ducir ¢l comportamiento diferido lineal: teorfas integrales (recogidas y aplicadas en Mur-
cia, 1980) y modelos reoldgicos, sin historia integral (Bazant et al, 1982), aunque estos mo-
delos pueden ser ficilmente generalizados al caso multiaxial isétropo. Existen, por altimo,
tentativas de describir el comportamiento diferido no lineal, en el dmbito uniaxial, median-
te formulaciones explicitas, a base de acoplar, mediante ciertos criterios y artificios, un dia-
grama tension-deformacion instantineo con un modelo diferido lineal (Kabir, 1976; Ferra-
ro Maia et al, 1983; Mari, 1984), Tales modelos, si bien representan un paso mds y permiten
abordar el problema estructural en su generalidad (por su relativa sencillez y bajo coste de
utilizacién), no se muestran capaces de reproducir los fenémenos propios del comportamien-
to diferido no lineal, como la rotura por cansancio o la disminucion de resistencia por carga
mantenida previa, descritos con cierto detalle en el apartado anterior,

Un segundo grupo recoge otra serie de modelos mids complejos, concebidos desde un
principio para describir el comportamiento multiaxial mds general y definidos normalmente
de forma incremental. Los modelos pertenecientes a este grupo, entre los que se pueden con-
siderar incluidos, por ejemplo, los de tipo hipoeldstico, elasto-plistico o endocrénico (ASCE,
1982; Chen, 1982; Bazant et al, 1976; Bazant et al, 1977; Bazant et al, 1979; Bazant et al,
1980), se encuentran sobre todo desarrollados en la direccibén de reproducir el comporta-
miento bajo carga ciclica, Su utilizacién prictica requiere, en general, de un proceso de inte-
gracién numérica “paso a paso”, y el almacenamiento y actualizacion de una serie de varia-
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bles de “historia’™ distintas para cada punto de la estructura que se desea analizar; lo que
aumenta considerablemente las necesidades de tiempo de edlculo y almacenamiento de datos
en el ordenador, En contrapartida, mediante ellos es posible abordar la modelizacion de
fenbmenos complejos que mediante formulaciones de tipo explicito resulta inviable tratar,

Como modelo destacado en este segundo grupo, vilido tanto para ¢l comportamiento
instintaneo como diferido del hormigdn, cabe citar la teorfa endocrdnica (Bazant, 1976),
desarrollada a partir de trabajos anteriores en ¢l campo de los metales (Valanis, 1971). Este
modelo, posteriormente modificado en algunos aspectos (Bazant, 1977; Bazant, 1980), per-
mite reproducir, particularizando su formulacidn para el caso de tension uniaxial, los fend-
menos de comportamiento no lineal anteriormente citados. Sin embargo, su concepcion ori-
ginal, orientada ademds para incluir fenomenos de comportamiento ciclico no considerados
aquf, junto a la gran cantidad de pardmetros y variables de historia que utiliza, hacen que
su utilizacion en el dmbito particular recogido en este articulo resulte excesivamente cara
y compleja,

DESCRIPCION TEORICA DEL MODELO PROPUESTO

El modelo presentado en este articulo ha sido desarrollado para reproducir especifica-
mente ¢l comportamiento uniaxial del hormigdn en el Ambitoe considerado, Se trata de un
modelo incremental, derivado en ciertos aspectos a partir de la teorfa endocrénica conve-
nientemente simplificada, pero que difiere de aquélla en la forma de incorporar ¢l comporta-
miento diferido vy de combinar éste con ¢l comportamiento instantdneo no lineal; aspectos
que se han resuelto de una forma sencilla y econdmica, tal como se describe a continuacion.

Al igual que en la mayoria de las formulaciones, en primer lugar se¢ ha aceptado la des-
composicion de la deformacion total del hormigbn, e, en un cierto instante t, en dos partes:

e(t) =e"™(t) + ™ (1) (1

El término €™ corresponde a la deformaciéon “*no mecinica’, entendiéndose como tal
la deformacidén que habria existido en el hormigdn de haber estado sometido a la misma his-
toria de acciones que la considerada en cada caso, en todos sus aspectos térmicos, ambienta-
les, ete,, pero no en cuanto a la tensién aplicada, que se habria mantenido siempre nula. En
el marco de este articulo, en que la temperatura y otras variables ambientales se consideran
constantes, en este término queda incluida Gnicamente la deformacién de retraccion €™ (1),
con la gue puede identificarse,

El segundo término, M (t), corresponde a la deformacién “mecinica”, entendiéndose
&sta como la diferencia entre la deformacidn total observada en el hormigdn en un instante

dado y la deformaciéon no mecinica, definida anteriormente, en ese mismo instante. Esta es
la parte de la deformacién relacionada con la existencia de tensiones en el seno del material,

Ambos términos, e"™ y ¢M  se consideran, como indica la expresion (1), superponibles
¥, por lo tanto, el modelo puede definirse en dos partes totalmente independientes: por una
parte la ley de evolucion de la retraccibn en el tiempo, €7 4(1), para unas condiciones am-
bientales dadas, y por otra, la ley de comportamiento “‘mecinico’, parte mds importante del
modelo, cuya evolucidén depende de toda la historia tenso-deformacional y ambiental a que
ha estado sometido el hormigon, a través de una serie de variables “‘de historia™.

El comportamiento adoptado para la parte mecinica del modelo, corresponde al del
modelo reoldgico representado en la figura 5.

Este modelo consiste, bisicamente, en una cadena de Maxwell de comportamiento li-
neal, a la que se ha afiadido un Gnico elemento “deslizante™, colocado en serie, que le con-
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fiere al conjunto el cardcter no lineal, La deformaciébn mecinica del modelo puede, tal como
se indica en la figura, descomponerse en dos partes:

de™ = de'i + de! (2)

El comportamiento de la cadena de Maxwell puede expresarse mediante las ya bien
conocidas ecuaciones (Bazant et al,, 1982) siguientes:

da,=E, (t).de"™ — % . dt; y= 1N
u 3)

d %d
U=#=l 0”

donde N es el nimero de elementos de la cadena de Maxwell, E; son los modulos de los
muelles de cada elemento g de la cadena, también llamados modulos parciales, oy, son las
tensiones parciales, y 7, son los tiempos caracteristicos de cada unidad, definidos como
el cociente (que se supone constante) entre la viscosidad del amortiguador y el modulo
del muelle de la unidad, La utilizacién prictica de esta parte del modelo requiere conservar
y actualizar, durante el anidlisis, el valor de las N tensiones parciales como variables de

“historia” del modelo.
[

HT T b M, gHL
FLEFENTO DESLIZANTE L B Lot

HO LiNEAL
% gL |

A a7 Oy
CADCHA | EqiH Ezit) it}
113
HAXWELL
1 i

g nf e

E
i

Fig. 5. Esquema reoldgico del modelo propuesio,

|

El comportamiento del elemento deslizante (parte no lineal del modelo) se supone regi-
do por la ecuacidn siguiente:

de"! = ¢ . dz (4)

donde z es un tiempo intrinseco cuya evolucion depende de los valores de la tension o, la de-
formacion ™, el tiempo ty la situacidn (compresidn, traceidn, descarga, ete... ).
En el caso de compresion mondtonamente creciente, se define:
Fle™, o
dz = _.(_._.._‘_._) Cdem (5)
Z (1)

Esta definicién del tiempo intrinseco coincide plenamente con la primera version de la
teor{a endocrénica (Bazant et al,, 1976), particularizada para el caso de tensiones uniaxiales
y comportamiento instantdneo, y simplificando una serie de variables intermedias correspon-
dientes al comportamiento ciclico, con excepeion de la constante de normalizacion Z gue en
este caso se considera variable en el tiempo.

Para la funcion F(e™, o) se ha adoptado la siguiente expresidn:

F(eM, a)=0,5+ ___5_09__ Clem | )

I+O.6,F-

i
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del mismo tipo que se proponia en la citada referencia, aunque con valores de las constantes
algo distintas, dado que el ajuste del comportamiento instantineo del modelo se logra, en es-
te caso, a través del valor del pardmetro Z en cada instante,

Se define la situacion de “‘descarga” como aquélla en la que la deformacion existente
en el hormighn es menor que el valor mdximo alcanzado durante toda la historia anterior,
€14y » Valor que debe conservarse actualizado en todo momento. En estado de “*descarga™,
se supone que dz = 0, con lo que el elemento deslizante no lineal deja de deslizar, y el com-
portamiento del modelo en estas circunstancias se reduce al de la cadena de Maxwell de tipo
lineal. Ello supone, en la prictica, reducir los bucles de descarga-recarga a una Gnica linea
recta, simplificacién suficientemente ajustada en el caso de no considerar un nimero eleva-
do de descargas v recargas, como en este caso se ha aceptado,

El comportamiento en traccidn, por su parte, se supone también lineal (dz = 0) mien-
tras el valor de la tension de traccibn no supere (en valor absoluto) el valor de la resistencia a
traccion del hormigbn a la edad considerada. Cuando esa traccidn es superada, se supone que
el material se fisura, cayvendo la tension a cero; v a partir de ese momento s6lo tiene sentido
considerar la accidn exterior como una deformacion impuesta. Ello se puede interpretar, en
términos del modelo reolégico, como una rotura del enlace existente entre la cadena de
Maxwell y el elemento no lineal, definiendo como deformacién de apertura de fisura, er0,
la diferencia entre la deformaci6n exteriormente impuesta a partir de este momento v la de-
formacion e'in de la cadena de Maxwell que, por su parte, empieza a evolucionar en el tiem-
po, tal como corresponde al estado de tensidn exterior nula, hasta que un posterior cierre de
la fisura permita volver a tomar tensiones de compresion, Una vez fisurado, se supone que e
hormigdn ya no es capaz de resistir nuevas tracciones, abriéndose de nuevo la fisura al des-
cender la compresion a valor cero. El criterio descrito requiere conservar en todo momento
un indicador, i ,,."", del estado de fisuracion del material, que puede valer:

fe;qe = 0 si el material no se ha fisurado,
igrae = | si el material estd fisurado,
le;po = 2 sila fisura estd cerrada,

y la variable €., ., que conserva el valor actualizado de la “‘apertura’™ de fisura durante el
tiempo que ésta permanezca abierta.

Para formular matemdticamente el modelo global, deben primeramente combinarse las
ecuaciones del sistema (3); lo que lleva a la expresion:

I S
do =Eq (1) .de"™ — (X —#) . dt (7)
p=1 T

donde E, (1) es el modulo inicial instantdneo del hormigdn a la edad t, igual a la suma de to-
dos los modulos parciales E, (t).

Seguidamente, se climinan las variables €lin y el entre las ecuaciones (2), (7) y (4), lo
que conduce a:

N g
- (do+(Z -£).dt)+o.dz (8)

deM = —
Egy (1) =Ty

expresion que puede escribirse también como:
. .
da:En(t).dE"‘—a.dz—(El--E-J.(lt (M
u =

Tu

a0
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Esta expresion, junto con las ecuaciones (2) a (5) y los eriterios expuestos anteriormente pa-
ra los casos descarga y traccibn, constituyen la formulacién matemdtica del modelo.

ALGUNAS CONSIDERACIONES SOBRE EL MODELO PROPUESTO

Quizis el aspecto mds interesante de la formulacidn tedrica presentada es la forma en
que se combinan, a nivel diferencial, por una parte, el comportamiento diferido lineal de la
cadena de Maxwell y, por otra, el comportamiento no lineal del elemento deslizante, per-
mitiendo reproducir, por g¢jemplo, fendmenos como la fluencia no lineal o la rotura por
cansancio.

En efecto, considerando el caso de “nueva carga” (sie™ =&l .y de™ =0, lo cual sig-
nifica superar el valor ¢ anteriormente alcanzado) y sustituyendo en (9) el término dz
por su expresion (5), se puede obtener la ecuacion siguiente:

, F(e™,a N o
do = (E, {'l)—a.{'—-’—?)-dﬂ"‘ -(Z -£).dt (10)
Z =1,

En esta expresion, el primer bloque situado entre paréntesis puede interpretarse como la
derivada parcial de la tension respecto a la deformacion, para t constante; o lo que es lo
mismo, como el modulo de deformacidn instantdnea para la tension, deformacion e instante
considerados:

E7AN (g,e™,t)m By (1) — 0 + it (1

El segundo término situado entre paréntesis, por su parte, corresponde a la derivada
parcial de la tensién respecto al tiempo, para deformacion constante; esto es, a la “veloci-
dad” de pérdida de tensién en el tiempo, en el caso de mantener constante la deformacion
{como sucede, por ejemplo, en un ensayo de relajacion). Comparando esta expresion con la
correspondiente a la cadena de Maxwell exclusivamente (ec. (3) ), se puede advertir que tini-
camente el modulo instantdneo se ha visto modificado por la inclusion del elemento no li-
neal en el modelo, v no asf el segundo término, responsable del comportamiento diferido,
que se mantiene invariado. Este hecho, que confiere gran simplicidad al modelo, no es 6bice,
sin embargo, para que mediante él puedan reproducirse los fendbmenos tipicos del comporta-
miento diferido no lineal, como por gjemplo la fluencia no lineal o la rotura por cansancio.

Para comprender mejor este hecho, resulta conveniente darse cuenta de que los fend-
menos citados, para los que do = 0, no pueden considerarse, en este contexto, como proce-
sos simples (entendiendo como tales, procesos a t constante o a € constante) sino como una
combinacién, en cada uno de los sucesivos diferenciales de tiempo dt, de pequefios escalo-
nes diferenciales de relajacion en los que la tension se reduce en:

N
do®l = (- Z 5‘-).dt (12)
J«l:l rp

seguidos cada uno de ellos por un pequefio escaldon de carga instantinea, en el que imponien-
do un determinado def! de valor

dﬁml

., SN ..ici L PR 13)
de E'T'AH (@, e™, 1) (

a1

Documento descargado de www.e-ache.com el 23/02/2026



se recupere ol valor de L tenson anteror (g, o),

] T
\ %J‘ 5, E‘I'AN
— —=p
T “"W Ocpl F——=x —n__u—._.u...---—:;_—_i.h-—
d
_____ F AN é_‘f
&
e
W
dg fl i
o S "
a)Mivel diferencial b) Interpretacidn del “eansancio’

Fig. 8, Fluencin como combinacion de relajacidn v carga instanténes,

De esta forma, y aungue el valor de cada do'¢! viene fijado por una cadena de Maxwell
de tipo lineal, el valor de los de'! subsiguientes que se producen, vienen gobernados por los
valores que vaya teniendo el médulo instantineo ETAN que es el que en estas circunstan-
cias le confiere al proceso global el cardcter no lineal, Asi, adoptando para ETAN (g, e™ 1)
una variacién adecuada (variacion que depende de la definicidn de las funciones F (¢™, o) y
Z (1)) se puede conseguir que, tal como se representa en la figura 6.b, los sucesivos def! sean
mayores, simulando la fluencia no lineal, ¢ incluso, si ETAN disminuye hasta anularse, que
no exista solucién para la ecuacibén (13), lo que corresponde a la situacién de rotura por
cansancio.

IMPLEMENTACION NUMERICA DEL MODELO

La utilizacion practica del modelo anteriormente descrito, requiere distinguir una serie
de casos y arbitrar un conjunto de procedimientos con objeto de evaluar la respuesta del ma-
terial correspondiente a una determinada historia de acciones (tensiones o deformaciones)

impuesta.

En este apartado se van a considerar, Gnicamente, los casos de compresion mondtona-
mente ereciente de forma instantdnea y de fluencia (tension constante en el tiempo),

En la referencia (Carol, 1985) se presenta un procedimiento mds general, especialmente
desarrollado para poder utilizar ¢l modelo como parte integrante de un programa general de

cileulo estructural. En ese caso se tienen en cuenta todas las posibles situaciones del mate-
rial, considerando siempre la deformaciéon como variable impuesta, tal como es usual en este

tipo de programas,

En el primero de los casos considerados en este apartado, el de tensidn instantdnea mo-
ndétonamente creciente, el procedimiento empleado consiste en dividir el incremento que
hay que calcular en una serie de pasos suficientemente pequeiios, y aplicar, para cada uno
de ellos, la ecuacién:

Ao =ETAN (G, em T), Ae® (14)
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Esta expresion, junto con las ecuaciones (2) a (5) y los criterios expuestos anteriormente pa-
ra los casos descarga y traceién, constituyen la formulacion matemética del modelo.

ALGUNAS CONSIDERACIONES SOBRE EL MODELO PROPUESTO

Quizis el aspecto mas interesante de la formulacidn tedrica presentada es la forma en
gque se combinan, a nivel diferencial, por una parte, el comportamiento diferido lineal de la
cadena de Maxwell y, por otra, el comportamiento no lineal del elemento deslizante, per-
mitiendo reproducir, por gjemplo, fenémenos como la fluencia no lincal o la rotura por
cansancio,

En efecto, considerando ¢l caso de “‘nueva carga™ (sie™ = &ty de™ = 0, lo cual sig-

nifica superar ¢l valor L"I."; 1 anteriormente alcanzado) y sustituyendo en (9) el término dz

por su expresidn (5), se puede obtener la ecuacidn siguiente:
F(e™, a) N
Ao (By (ty = O Ty (10)
Z u=l7,

En esta expresion, el primer bloque situado entre paréntesis puede interpretarse como la
derivada parcial de la tension respecto a la deformacién, para t constante; o lo que es lo
mismo, como el mbdulo de deformacibn instantdnea para la tension, deformacién e instante
considerados:
G ol
ETAN (g, ¢, 1) = Bq (1) — 0 - o2 (1
Z (1)

El segundo término situado entre paréntesis, por su parte, corresponde a la derivada
parcial de la tension respecto al tiempo, para deformacién constante; esto es, a la “'veloci-
dad’ de pérdida de tensién en el tiempo, en el caso de mantener constante la deformacion
(como sucede, por ejemplo, en un ensayo de relajacion). Comparando esta expresion con la
correspondiente a la cadena de Maxwell exclusivamente (ec. (3) ), se puede advertir que tni-
camente el mbdulo instantdneo se ha visto modificado por la inclugién del elemento no li-
neal en el modelo, v no asf el segundo término, responsable del comportamiento diferido,
que se mantiene invariado. Este hecho, que confiere gran simplicidad al modelo, no es 6bice,
gin embargo, para que mediante él puedan reproducirse los fenémenos tipicos del comporta-
miento diferido no lineal, como por ejemplo la fluencia no lineal o la rotura por cansancio.

Para comprender mejor este hecho, resulta conveniente darse cuenta de que los fend-
menos citados, para los que do = 0, no pueden considerarse, en este contexto, como proce-
305 simples (entendiendo como tales, procesos a t constante o a € constante) 5INO Como una

combinacién, en cada uno de los sucesivos diferenciales de tiempo dt, de pequefios escalo-
nes diferenciales de relajacion en los que la tension se reduce en:

dotl = (— 3 %y, dt (12)

u=l T#

seguidos cada uno de ellos por un pequefio escalon de carga instantdnea, en el que imponien-
do un determinado de'! de valor
durul

o, S 13
ETAN (g, ™, t) (13)

def! =

g1
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se recupere ol valor de L tension anterior (g, o.u),

UF mnnEn m;m
dﬁfl :.-;
_____ | IAN

a)Wivel diferencial b) Inturprrmtrdn del “eansancie’”

P e

Fig, 8. Fluéncia come gombinacion de rélajacion y carga instanténea.

De esta forma, v aunque ¢l valor de cada do'®! viene fijado por una cadena de Maxwell
de tipo lineal, el valor de los de'! subsiguientes que se producen, vienen gobernados por los
valores que vaya teniendo el médulo instantdneo ETAN | que es el que en estas circunstan-
cias le confiere al proceso global el cardcter no lineal, Asf, adoptando para ETAN (g, €™ 1)
una variacion adecuada (variacion que depende de la definicién de las funciones F (™, o) v
Z (1)) se puede conseguir que, tal como se representa en la figura 6.b, los sucesivos de'! sean
mayores, simulando la fluencia no lineal, ¢ incluso, si ETAN disminuye hasta anularse, que
no exista solucidén para la ecuaciéon (13), lo que corresponde a la situacién de rotura por
cansancio.

IMPLEMENTACION NUMERICA DEL MODELO

La utilizacién prictica del modelo anteriormente descrito, requiere distinguir una seric
de casos y arbitrar un conjunto de procedimientos con objeto de evaluar la respuesta del ma-
terial correspondiente a una determinada historia de acciones (tensiones o deformaciones)
impuesta,

En este apartado se van a considerar, Gnicamente, los casos de compresion mondtona-
mente ereciente de forma instantdnea y de fluencia (tensién constante en el tiempo),

En la referencia (Carol, 1985) se presenta un procedimiento mis general, especialmente
desarrollado para poder utilizar ¢l modelo como parte integrante de un programa general de
calculo estructural. En ese caso se tienen en cuenta todas las posibles situaciones del mate-
rial, considerando siempre la deformacién como variable impuesta, tal como es usual en este
tipo de programas.

En ¢l primero de los casos considerados en este apartado, el de tensidon instantinea mo-
ndtonamente creciente, el procedimiento empleado consisie en dividir el incremento que
hay que calcular en una serie de pasos suficientemente pequefios, y aplicar, para cada uno
de ellos, la ecuacién:

Ag =ETAN (g, em 7). A" (14)
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donde o, €™ vy 1 s0n los valores medios de o, €™, y t en el intervalo considerado. Esta expre-
sion puede utilizarse en sentido directo, si lo que se impone es la deformacion, o en sentido
inverso, si se impone la tension; y su utilizacién da lugar a un pequeino proceso iferativo en
el que en cada iteracion se calcula un nuevo valor de ETAN a partir de los valores medios de
oy €™ gbtenidos en la iteracidon precedente.

En ¢l caso de fluencia, en primer lugar se subdivide el tiempo, contado a partir de la
aplicacion de la carga, en una serie de intervalos, Esta subdivision se efecta escogiendo arbi-
trariamente el valor de 1 dfa para el primer intervalo y progresivamente mayores para los
sucesivos, seglin las expresiones siguientes.

&tk =1 — tk-l
(t,—to) = (t, ., —tp) . 100:25 (15)

En cada uno de estos intervalos el edleulo se basa en el procedimiento ya existente para
la cadena de Maxwell lineal (Bazant et al, 1982), Este procedimiento consiste, bdsicamente,
en resolver las ecuaciones diferenciales (3), haciendo la hipbtesis de variacion lineal de €™ en
el tiempo y tomando unos médulos constantes medios By, v en expresar la soluciéon obteni-
da en términos de los incrementos Ae™ v Ao, Todo ello conduce a las expresiones:

Ao, =mE", .Le™ +40¢",; u=],N

N (16)
Ao= % A
a & a,
donde:
E“:-IE' E ([ _e-At.fr”)
A et (17
AGS = =gy . (1 =Bn)
Eliminando Aap de las ecuaciones (16) se obtiene la expresion:
Ao=Ac"+ E;'". Ae™ (18)
donde
| N :
Ef=—. Z 7,.E, . (1 -&8¥%)
f-\\t =1 L (Ig)
3 A
Ad" =~ X 0. (1 =& Y1)
um

La ecuacion (18) permite resolver el caso de fluencia para la cadena de Maxwell lineal,
tomando Ao = 0y despejando Ae™.

En este caso, se han utilizado el mismo procedimiento y las mismas expresiones (16) a

a3
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(19), sustituyendo Gnicamente los modulos parciales lineales E, por los mbdulos parciales

tangentes ET AN definidos como

o F (e, 0)
ETAN _ : ; .__E..-.. , ——
k E, (t). (1 O AT ) (20)

cuya suma es igual al médulo tangente global EYAM | definido anteriormente (exp. (11) ).

Como en este caso los modulos dependen de o v €™, v en las exp. (17) aparecen los
valores medios, la aplicacion de (18) supone un pequedio proceso iterativo en el que en cada
iteracion se utiliza el valor de los médulos E tomados para calcular las tensiones y deforma-
ciones medias obtenidas en la iteracidn anterior, Este procedimiento permite detectar la ro-
tura por cansancio del hormigdn, cuando el proceso iterativo no converge a causa de que
el valor de los modulos se anula o cambia de signo.

DETERMINACION DE PARAMETROS

El modelo presentado en apartados anteriores, incluye en su formulacién una serie de
pardmetros y funciones que es preciso ajustar, en cada caso concreto, respecto a los datos
experimentales disponibles, Obviamente, serfa deseable poseer en todos los casos una in-
formacién completa sobre el hormigén cuyo comportamiento se trata de representar (por
gjemplo diagramas tensién-deformacién a varias edades, ensayos de fluencia, ete...). Sin
embargo, la informacién disponible en la mayoria de los casos, se restringe a la resisten-
cia a los 28 dias y a una descripeién imprecisa de las condiciones ambientales. Por esta ra-
20n, el procedimiento para el ajuste de pardmetros se ha disefiado partiendo dnicamente de
los datos resefiados anteriormente, y suponiendo que el comportamiento del hormigon se
ajusta, en todos los restantes aspectos (evolucibn de la resisiencia en el tiempo, mbdulo ini-
cial instantineco, fluencia y retracciéon), a las curvas y expresiones incluidas en la norma
EH-82.

La primera funcién que hay que determinar es la de retraccion, para la que se adopta
directamente la ley incluida en la EH-82. _

El ajuste de los pardmetros de la parte “mecinica” del modelo, puede desglosarse en
dos etapas: en la primera se determinan los pardmetros y funciones correspondientes a la ca-
dena de Maxwell (parte lineal del modelo) y en la segunda los correspondientes al elemento
no lineal.

El ajuste ¢n la cadena de Maxwell se efectiaa con arreglo a los criterios y procedimien-
tos recomendados en la literatura existente (Bazant et al, 1982; Bazant, 1982), en la forma
que, resumidamente, se describe a continuacion.

En primer lugar, se fija ¢l nimero de elementos de la cadena, N, y los tiempos caracte-
risticos de respuesta de cada una de ellos, 7, Esta eleccion se basa en el hecho de que cada
clemento, de tiempo caracterfstico 7, dias, colabora a la respuesta del modelo ante la aplica-
cién stibita de una carga en el rango situado aproximadamente entre 03 7, y 3 7, dias des-
pués de la aplicacién de dicha carga. En este caso se ha fijado el namero de unidades igual a
cinco; las cuatro primeras con tiempos caracteristicos de 3, 30, 300 y 3.000 dias, lo que per-
mite cubrir adecuadamente un tiempo de respuesta entre aproximadamente 1 y 10.000 dias,
y una quinta unidad constituida tnicamente por un muelle (lo que equivaldria a un v ten-
dente a infinito), cuya inclusibn viene generalmente recomendada para el buen funciona-
miento del modelo,
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Seguidamente, debe determinarse la evolucidén de los N mbdulos parciales B, (0) a lo
largo del tiempo, teniendo en cuenta que su suma debe ser igual, en todo momento, al mo-
dulo elastico global E_ (t), conocido en cada instante. Esta descomposicion debe realizarse,
ademais, de tal modo que la cadena de Maxwell resultante reproduzea de la mejor forma po-
sible ¢l comportamiento en fluencia del hormigdn considerado. Ello se resuelve evaluando
numéricamente las funciones B, (1) en una serie de puntos t = {; (en este caso, ocho: 2,8,
89 28, 88,5; 280; 885; 2.800 y 8.854 dyas), por medio de una aproximacion, tipo mini-
mos cuadrados, con respecto al comportamiento diferido predicho por la funcidn de fluen-
cia de la norma EH-82.

Esta descomposicion del médulo total E, (t), en médulos parciales E, (t), se puede
repreésentar, ¢n unos ¢jes t — 7,, ¢n lo que algunos autores han denominado como “espec-
tro de relajacién™, Tal como se puede apreciar en la figura 7, que corresponde a un hormi-
gon de T 55 = 3.000 t/m? v ambiente hiimedo (clasificacién segiin EH-82), no se trata, en
general, de ninguna descomposicién inmediata ni frivial,

Euillg]

- {T/md)
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Fig. 7. Espectro de relajacién para un hormigbn de f, 5 = 3.000 t/m? an amblente himeda,

El ajuste de la parte no lincal del modelo consiste en obtener la evolucidn del pardme-
tro Z en funcidn del tiempo. En la practica, ello se traduce en calcular su valor en una serie
de instantes concretos, en este caso los mismos ocho en los que se calculaban los modulos
parciales, Para cada una de esas edades, se halla el valor de Z que da lugar a que, al integrar la
curva tensidn-deformacion instantinea, ¢l maximo obtenido corresponda efectivamente a la
resistencia a esa edad, deducida de las curvas de la norma EH-82. Dicho valor de Z se obtic-
ne mediante un sencillo proceso de iteracion directa,

Cabe indicar, por tltimo, que los valores obtenidos para la deformacion “*de pico™ en
los diagramas tensidn-deformacion instantdneos, que tal como se ha realizado el ajuste que-
dan automdticamente fijados por Z, resultan en general satisfactorios, dentro del poco cono-
cimiento que se tiene de la evolucion de este pardmetro, oscilando entre 0,001 5 para edades
tempranas y 0,0025 a 0,0030 para t — ==,

UTILIZACION PRACTICA DEL MODELO
En este apartado se presentan los parimetros obtenidos por el ajuste y los resultados

de utilizacién prictica del modelo en un caso conereto: un hormigén de I, = 3,000 t/m?, a
los 28 dias, v un ambiente hiimedo segin la norma EH-82.
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El ajuste de parimetros arroja los valores que para las funciones EM (1) y Z (1) se indi-
can en la Tabla 1,

TABLA 1
Valores de los parimetros ajustados, para £ 54 = 3000 t/ m? y ambiente himedo

Edad EI Ez E] Es Eg Z
(dfas) (t/m?) (t/m?) (t/m?) (t/m?) (t/m?)

2.8 473,000 336,000 339.000 272.000 479,000 0,000634
8.8 508.000 426.000 475,000 389,000 677.000 0,000936
28 425,000 489,000 622,060 535.000 941,000 0,001184
88,5 299 000 514.000 703.000 655,000 1,260,000 0001313
280 218.000 445,000 639,000 709,000 1.680,000 0,001364
B85 .4 198,000 382,000 475.000 626,000 2,150,000 0,001379
2.800 185,000 370000 401,000 503,000 2440000 0001383
H.854 177.000 493,000 363,000 300,000 2,690,000 0001383

Estos valores de Ey (1) estin representados en el espectro de relajacion dibujado en la
figura 7.

A partir de estos pardmetros y de los algoritmos indicados en el apartado anterior, se ha
utilizado ¢l modelo para reproducir una serie de resultados tipicos. En primer lugar, se han
calculado las curvas tensibn-deformacién instantdneas, obtenidas imponiendo una deforma-
cibn creciente a partir de cero, para varias edades distintas del hormigdn; concretamente, las
mismas ocho edades en las que se evaluaban los pardmetros (fig, 8).

a( Trmi)

1000 4

002 004 e

Fig. 8, Diagrama ¢ - € Instanténeo, a varias adades,

En estas curvas, el médulo inicial y la resistencia se aproximan a los que se predicen me-
diante las expresiones y curvas de la norma EH-82, tal como cabia esperar ya que éstas han
sido algunas de las condiciones directa o indirectamente impuestas en el ajuste de parime-
tros. La bondad de la forma de estas curvas queda puesta de manifiesto en la figura 9, don-
de se ha representado la curva obtenida para la edad de 28 dias (Iinca continua), superpues-
ta a la curva obtenida mediante la expresion de Sargin (linea de trazos) (Sargin, 1971); ex-
presion empirica derivada del ajuste de resultados experimentales, adoptando los pardmetros
de este caso particular. Como se puede apreciar, las curvas resultan pricticamente iguales, so-
bre todo en la zona anterior al pico,
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En la figura 10 se representan los resultados obtenidos al reproducir una serie de ensa-
yvos de fluencia, cargando a los 28 dias, para nueve valores distintos de la tension.

En la horizontal correspondiente a cada uno de estos valores de la tension, se ha indica-
do el valor de la deformacion obtenida instantdneamente v tras diversos periodos de tiempo
(1 dia, 10 dias, 100 dias, 1.000 dias y 8.854 dias), puntos que se han unido posteriormente
mediante las lineas isocronas, Los puntos en los que se ha detectado rotura por cansancio,
s¢ han indicado mediante una X7, vy s¢ han unido mediante una “‘envolvente de rotura®™,
cuya asintota se ha localizado a una tension de 2.350 t/m?, aproximadamente el 78 por 100
de la resistencia a la edad de carga, valor muy cercano al del diagrama recogido en la EH-82,
algo superior al 80 por 100,

0 CURYA DE SARGIN
Lo 301 Tim?

Y = 3000T/ mi

: 1 £ #0002

D =b.4%

MODELD PROPUESTO

" rs

oo 004 [

Ejp £

Fig. 8, Verificacion de la forma del diagrama Fig. 10, Diagrama de fluencia para cargas
o- ¢instantdneo, aplicadas a 28d,

Por altimo, el modelo se ha utilizado para reproducir el fendmeno de disminuciéon de
resistencia a la edad de 8,854 dias, debido a la existencia de una carga aplicada previamente
desde los 28 dias; lo que se ha efectuado como una prolongacion del caso anterior, elevando
la tension aplicada, de forma instantdnea, al final del perfodo de fluencia, hasta obtener la
rotura del material, para los distintos valores de la tension aplicada a los 28 dias. Los resul-
tados obtenidos se representan en la figura 11,

—\‘\‘_.. ——ENVOLVENTE DE ROTURA
INSTANTANEA A BRGH d

i ]

g0

Fig, 11. Disminueidn de resistencia por cansangio.
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Se puede apreciar cdmo se obtiene una disminucidon gradual de la tensidbn maxima a la
edad de 8.854 dias, desde un valor de 4.333 t/m?, resistencia del material virgen a esa edad,
hasta un valor de 2.350 t/m?, tensibn para la cual el material rompe por cansancio a esa
edad, y ya no es posible aplicar ninguna tensién adicional; lo que supone una reduccion de
aproximadamente ¢l 50 por 100.

RESUMEN Y CONCLUSIONES

En este articulo se ha presentado un modelo para el comportamiento uniaxial del hor-
migdhn, tanto en régimen instantineo como diferido, lineal ¥ no lineal,

La formulacion propuesta es de tipo incremental. El comportamiento diferido se incor-
pora de una forma relativamente sencilla, a través de una cadena de Maxwell lineal cuyo
comportamiento se combina, a nivel diferencial, con el resto del modelo, El conjunto admite
asf una interpretacion fisica en términos de un modelo reoldgico simple.

También han sido descritos los procedimientos numéricos empleados para la obten-
cion de los resultados expuestos, asf como el procedimiento de ajuste de pardimetros del mo-
delo, efectuado en este caso respecto al comportamicnto tipico del hormigdn recogido en la
norma EH-82.

Finalmente, se han presentado los resultados obtenidos al utilizar ¢l modelo para repro-
ducir el comportamiento del hormigbn en sus aspectos mis importantes (diagrama o - ¢ ins
tantaneo, fluencia lineal y no lineal, rotura por cansancio, elc.); lo que se consigue de una
forma totalmente satisfactoria.

En vista de las prestaciones obtenidas, y en relacion a los modelos previamente existens
tes, s¢ puede afirmar que ¢l modelo propuesto representa un paso adelante: frente a los mo-
delos de tipo explicito, porque aquéllos no representaban bien todos los fendmenos contem-
plados, y frente a otros modelos de tipo incremental mas generales, porque, ademas de ofre-
cer resultados satisfactorios, incorpora una formulacidn relativamente sencilla y econdmica,

Las circunstancias aludidas hacen gue esta formulacion resulte especialmente indicada
para ser incluida como parte integrante de un programa general de cdleulo de estructuras re-
ticulares: lo que ya ha sido abordado y constituye el contenido de un proximo articulo en
esta misma publicacion,
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Andlisis paso a paso en el tiempo, de estructuras
reticulares planas de hormigon armado
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E.T.S. Inganioros de Caminos
U.P.C, Barcalona

INTRODUCCION

Es bien conocido que el comportamiento de las estructuras reales suele apartarse, cn
mayor o menor grado, del comportamiento que de ellas se puede predecir mediante los mé-
todos tradicionales de anilisis lineal (comportamiento instantineo y lineal para los materia-
les y equilibrio en primer orden).

Aspectos como el comportamiento no lineal de los materiales (fisuracion o aplasta-
miento del hormigon, plastificacion del acero), su comportamiento diferido (fluencia v re-
traccion del hormigdn, relajacion del acero), la influencia de la secuencia de acciones (distin-
tas respuestas en carga o descarga), o la aparicidon de esfuerzos adicionales por efectos de se-
gundo orden en las piezas esbeltas comprimidas, se encuentran ya, en-la actualidad, relativa-
mente bien descritos como fendmenos “aislados” en piezas “simples” (por ¢jemplo: fluen-
cia en probetas, efectos de segundo orden en piezas aisladas, et¢,) en publicaciones v nor-
mativas,

La introduccion de todos estos efectos, de una forma rigurosa, en el andlisis estructural
general, sin embargo, plantea ciertas dificultades importantes, En primer lugar, se hace nece-
sario disponer de modelos matemdticos del comportamiento de los materiales, suficiente-
mente elaborados como para poder representar satisfactoriamente todos los aspectos desea-
dos, pero que simultdneamente sean lo suficientemente pricticos y exentos de ambigliedades
como para ser utilizados, de forma automatica, desde un programa de ordenador,
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Ademis, el cardcter no lineal de la mayorfa de los efectos que se trata de fener en cuen-
ta tiene una serie de: implicaciones a nivel del andlisis estructural mismo: Se hace imprescin-
dible definir completamente la estructura antes del andlisis y se requiere un proceso incre-
mental y/o iterativo de cdleulo a “*nivel estructura™ con la consiguiente posibilidad de pro-
blemas de convergencia, se incrementa la complejidad de los programas y las necesidades de
velocidad de cileulo y de almacenamiento de datos del ordenador, y se pierde la validez del
principio de superposicion, entre las mds importantes.

Estas dificultades adicionales, clertamente importantes, son la causa més probable de la
escasa o nula penetracion de los procedimientos de andlisis no lineal en la practica profesio-
nal habitual en nuestro pais, en el campo del proyecto y dimensionamiento estructural, don-
de se siguen utilizando, casi exclusivamente, los métodos clisicos de andlisis lineal, comple-
mentados con algunos criterios y “‘recetas™ para la determinacion de los datos, y algunas co-
rrecciones en los resultados, derivadas de reglas empiricas o normas de buena prictica, cose-
cha particular de cada calculista, o recogidas en algunas publicaciones y normativas.

No sucede asi, sin embargo, en otros dmbitos distintos —universidades, centros de in-
vestigacion, etc.— y cada dfa son mds numerosos los trabajos en desarrollo relacionados con
la puesta a punfo de nuevos modelos numéricos capaces de reproducir ficlmente los Fendme-
nos més complejos del comportamiento de los materiales y de las estructuras, lo que se refle-
ia en un nimero creciente de publicaciones relacionadas con el tema,

a)Estructurn bl Seccion  ¢)Deformaciones  d) Tensionas e)Esfuerzos
y fibra

geniricos

Fig, 1, Andlisis de estructuras reticularas,

Este ripido progreso, que se ha visto favorecido en parte por la espectacular evolucion
de la informatica en los altimos afios, ha venido impulsado por las grandes posibilidades que,
al margen del proceso de dimensionamiento estructural tipico, se pueden derivar de la explo-
tacion de un buen programa de andlisis no lineal, suficientemente validado y fiable, Entre es-
tas posibilidades, se pueden citar todas aquellas aplicaciones en las que se pueda utilizar ¢l
modelo numérico como sustitutivo de ensayos, estudios paramétricos, etc., que permitun
extraer recomendaciones de tipo prictico de cara a la normativa y proyecto: estudios de va-
lidez de ciertas hipdtesis simplificadoras; estudios particulares de estructuras de geometria y
caracteristicas previamentie determinadas, sometidas a ciertas acciones no tenidas en cuenta
en proyecto, situacion frecuente hoy en dia, por ¢jemplo, en casos de rehabilitacién o cam-
bio de uso de estructuras ya existentes; v, en general, n casos €n que se requiere realizar un
andlisis del margen de seguridad realmente existente frente a una determinada aceidon, entre
olros.
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En este articulo se presenta un modelo numérico para ¢l andlisis paso a paso en ¢l
tiempo de estructuras reticulares planas de hormigdn armado, (fig. 1.a), sometidas a accio=
nes no dindmicas, en el que se puede tener en cuenta el comportamiento diferido no lineal
de los materiales a nivel “fibra™, (fig. 1.b), los efectos de segundo orden y el proceso cons-
tructivo, En sucesivos apartados se describen los aspectos tedricos de la formulacion utiliza-
da, las leyes de comportamiento adoptadas para los materiales, la forma de introducir los
efectos de segundo orden, algunos aspectos de tipo prictico de la implementacion numérica
realizada, y una descripeidn del "output” ofrecido por el programa de ordenador.

Finalmente, se presenta un ¢jemplo de aplicacion del programa desarrollado, que se
compone de dos partes. En una primera ctapa, se utiliza ¢l modelo descrito para reproducir
unos resultados experimentales conocidos, comparando con lo obfenido, también numérica-
mente, por otros autores; y en una segunda etapa se estudia, mediante el modelo, la respues-
ta de la estructura ante varias historias distintas de acciones, v se extraen algunas conclusio-
nes acerca de la influencia de la existencia de una carga permanente durante largos perfodos
de tiempo, sobre el comportamiento tltimo de la estructura,

Gran parte del trabajo presentado en este articulo estd basado en la tesis doctoral de
uno de los autores [Carol, 1985]. En ella pueden encontrarse defalles y aclaraciones que re-
basan el dmbito de este propio articulo,

DESCRIPCION TEORICA DE LA FORMULACION UTILIZADA

a) Breve repaso de las leyes fisicas que rigen el comportamiento estructural,

Como es bien conocido, ¢l comportamiento estructural viene regido por los tres tipos
de leyes [isicas siguientes:

— Condiciones de equilibrio.

— Condiciones de compaltibilidad,

— Leyes de comportamiento de los materiales,

Para una barra tipica de la estructura, el equilibrio puede expresarse a partir de los es-
fuerzos actuantes sobre la rebanada diferencial. Para tener en cuenta los efectos de segundo
orden es conveniente considerar dicha rebanada en su posicion deformada, pero seguir ex-
presando los esfuerzos en las direcciones originales de los ejes x, v (divectriz de la picza v di-
reccion ortogonal) (fig. 2).

v dy;

Llr
I Ur+dar
b

2y

Fig, 2, Equilibrio de la rebanada, en 2% orden,
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Aceptando que dv, << dx, como hipotesis distintiva del dmbito de “equilibrio en se-
gundo orden® de otros dmbitos mis generales, ¢ imponiendo el equilibrio de dicha rebanada,
se puede obtener el sistema de ecuaciones diferenciales siguientes:

dMN

—_ =0

dx

d'M d? v

o M
dM* dv

| AR M e
dx dx

Estas ecuaciones difieren de las cldsicas ecuaciones de equilibrio en primer orden, en la
aparicion, en las ecuaciones 2% y 3%, de sendos términos de cardcter no lineal, que dependen
del axil y de la ley de flechas.

La compatibilidad puede expresarse como relacidn entre los desplazamientosu , v, 0,
de la directriz y las deformaciones ¢ , ¢ de las secciones (fig. 1.c) que, despreciando la defor-
macion por cortante, se pueden expresar como:

du,
G | — QY
' dx
d* vy
dx?

Fstas condiciones pueden, igualmente, ser expresadas en la forma integral siguiente:

(2)

B
U =1, —j’;er.dx
L E T TOL. ;I;Bcﬁ.(xu—x).dx 3)

en=a,\+£“¢.dx

donde A v B son dos puntos de la directriz de la barra,

El comportamiento de los materiales, por su parte, puede ser definido como una rela-
cibn entre la tension o y la deformacion e, perpendiculares a la seccion, en un punto o *fi-
bra™ de la misma. Esta relacion puede depender, en el caso mds general, del tiempo, y se
puede expresar como!

Ag = fp.,, (estado inicial, Ae, At) (4)

donde f,.,, simboliza un procedimiento basado en algtin modelo tebrico del material, capaz
de suministrar el incremento de tension correspondiente a imponer al material un incremen-

to de deformaciébn, Ae, durante el intervalo de tiempo At, a partir de un estado inicial dado.

Definido el procedimiento (4) para todas las fibras de la seccion, siempre es posible,
aprovechando la hipétesis de secciones planas, definir el comportamiento de la seccion co-
mo:

AT, = fgp . (estado inicial fibras, A€, At) (5)
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donde AT, es el vector de deformaciones de la seccion, de componentes ¢, ¢; AG esel
vector de esfuerzos asociados a esas deformaciones, de componentes Ny M; v i'_._i pe repres
senta ¢l procedimiento para hallar el incremento  de esfuerzos correspondiente a imponer
a la seccion el incremento de deformaciones A€, durante el intervalo At; procedimiento que
consiste en calcular primero Ae en tada fibra y aplicar la expresion (4), para después, por in-
tegracion de las Ao resultantes, hallar AE: (fig. l.c, d, e)

En este caso, se consideran dos materiales, hormighn y acero, Para el hormigdn se ha
adoptado un modelo tedrico de comportamiento uniaxial, de tipo incremental, que puede
simbolizarse mediante el esquema reologico de la figura 3,

Este modelo permite representar la mayorfa de los aspectos del comportamiento ins
tantinco v diferido. lineal y no lineal, del hormigdn, incluidos fendémenos complejos como
la “rotura por cansancio™ y otros, En las referencias [Carol, 1985 ] y [Carol et al. 1980 |, tes
ta Gltima aparecida en e¢sta misma publicacion) se describe en detalle la formulacion tedrica,
los procedimientos necesarios para el ajuste de parametros respecto a la Instruccion EH-82,
y los procedimicntos implicitamente incluidos en la expresion (4),

i)
ELEMENTO DESLIZANTE
NO LINEAL
04 0; Oy
CADENA | Eqif) Ez(t) En(t)
DE
MAXWELL | 7, LIJ 7 L|_| zNLlJ
1 2 N
i)

Fig, 3, Modalo para el hormigén,
Para el acero se ha adoptado el modelo elasto-plistico, con rigidizacion, representado
explicitamente en la figura 4.
g

4
T
1

-

f
p—

Fig, 4, Modela para al acero,
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b) Formulacién lineal bdsica,

La solucién del problema no lineal més general sucle basarse en una formulacion bsi-
ca, obtenida para material lineal y equilibrio en primer orden.

En este caso, las ecuaciones (1) segunda y tercera, pierden el Gltimo término no lineal,
y admiten la solucioén siguiente:

N(x)=N

M(x)=M*"(x)+M, (1 ";,EHME";: (6)
. —

Voo M My M,

dx L

donde N, M, v M son los valores de tres fuerzas independientes en los extremos Ay B de
la barra, y M* es la solucién particular de la ley de momentos correspondiente a la barra
biapoyada, con la carga repartida p* (x).

Las dos primeras ecuaciones pueden ordenarse matricialmente comao!

N 1 0 0 N 0
+ (7)
X X
0 1—-- — M*
-M ) L L. Ma
Mg
lo que también puede expresarse como:

E*=ﬂ(?‘}-?+:i* (7 bis)

Las ecuaciones de compatibilidad (3), por su parte, pueden ordenarse matricialmente
de la forma siguiente:

F—(uu —Uy)

Vi — Vv
Ah gy =Ty N g dx ()

donde Er(,ss el veetor de desplazamientos relativos entre extremos de barra,

En el marco de la formulacidn bidsica presentada en este apartado, para el material se
toma la ecuacidn lineal mds general a nivel fibra, que es la siguicnte;

o=E.e+ o (9)

Integrando sobre la seccidn y gracias a la hipotesis de secciones planas, se obtiene:

N fE.ds fy.E.ds | |e] [re°.ds
- | 8BC SEC . 4 | SEC (10)
M SIM. fjy? .E.ds| |9 fy.o" . ds
SLC ; . s5IC
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que constituye la expresion de comportamiento mas general de la seccion, dentro del rango
lineal, y se puede expresar abreviadamente como:

- - =hg
g, =K . e +a; (1)

Las expresiones (7 bis), (8) v (11) son suficientes para formular el comportamiento de
la barra “ﬂ‘ﬁﬂ'iﬂﬁo de las fuerzas independientes y desplazamientos relativos en extremos
de barra, v d, Para pasar a términos de los vectores completos en coordenadas x ¢ y loca-
les de la barra T*M y 5’;1 . es necesario relacionar estos tltimos con aquéllos, mediante las

cxpresiones:
(el 1 o 0] o0 ]
| |
F 0 —= —= e dM™
A L e [ i
M o A
Al 0 -1 0 M, |+ 4 (12)
1 1
Bol 11 71| |m 5
: ror| L awe
yB wo§=y dx |y
Mgy J 0 0 1 0
Jo que se puede escribir en forma matricial como:
- = =
F,=T.f+a"F, (13)
¥
Tmtt T, (14)
La expresion matricial final para ¢l elemento, en coordenadas locales x, y, esla siguicn-
fe:
EI=EuI'?uI+Fgl+F:! (15)
donde:
Ka=T.D.T (16)
B =T.D.UNK L ax] a7
FL
Ff =~ T.D.UN.KDO%.dx) (18)
b o ‘I-L""r' b i
4
D=[fN".K . N.dx]! (19)
EL
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La expresion (15) permite, previo cambio de ejes a los ejes globales de la estructura y
ensamblaje entre los diversos elementos, resolver la estructura y obtener los desplazamientos
nodales v reacciones. Posteriormente, v mediante las expresiones (7), (11) y (9), es posible
hallar esfuerzos y deformaciones, en todos los puntos de las barras, Los desplazamientos
axiales, flechas v giros, por altimo, deben hallarse por integracion numérica de las ecuacio-
nes diferenciales (2), o por medio de lag ecuaciones (3), asignando los Ifmites de integra-
cibn adecuados,

¢) Extension a material no lineal,

El andlisis estructural incluyendo ¢l comportamiento no lineal v diferido de hormigdn
y acero descritos en ¢l subapartado a) requiere, en primer lugar, dividir el tiempo en una
serie de intervalos At segln los criterios expuestos en el sipuiente apartado, v después, resol-
ver la estructura para cada uno de cllos sucesivamente.

En un intervalo genérico At, el comportamiento del material viene conocido a través de
los modelos v procedimientos englobados en la expresion (5). Este comportamiento se pue-
de representar, simbélicamente, sobre unos ejes a,-¢, (fig. 5), mediante una curva que se ob-
tendria dando diversos valores a A€, en la expresion (5), para una situacion inicial en todas
las fibras del material v un intervalo At fijos.

-E-il .E'E

Fig. 6. Proceso iterativo a nivel seccion,

El andlisis de la estructura durante el intervalo At implica un proceso iterativo, que
puede interpretarse como la acumulacion de los resultados obtenidos en sucesivas resolucio-
nes del problema lineal, utilizando en cada una de ellas la formulacién bisica descrita en el
subapartado anterior, con unos valores licticios de 3’? y K., en cada iteracién, que son losg
gue mas convienen segin el procedimiento de cileulo no lineal adoptado, En la figura 5§ se
representa, simbdlicamente, ¢l proceso que corresponderfa a un procedimiento tipo “New-
ton-Raphson™.

Este mismo proceso iterativo permite quizds una interpretacion més intuitiva y sencilla,
considerando el diagrama simplificado M—¢ (tomando H‘ﬁ = [M] y'd; = [¢] ). En ese caso, el
proceso descrito corresponderia a un método del tipo de “transferencia de esfuerzos™ o
“esfuerzos impuestos”, segin la nomenclatura de la referencia [Murcia, 1986], pero en el

108

Documento descargado de www.e-ache.com el 23/02/2026



que no se conoce “a priort” todo el diagrama M—g¢, sino que se van caleulando los valores de
M, sobre la marcha, para los valores de ¢ obtenidos en cada iteracidn,

d) Extension al qfquf!!brm en segundo orden,

Bl equilibrio en segundo orden viene gobernado, a nivel seccion, por el conjunto de
ccuaciones (1), Estas ecuaciones admiten la siguiente solucién analftica:

Ni{x)=N

M (0) = M* 00+ My (1= D)+ My £ = N v (0) (20)
MY My —M 5

Vige= M M M, . o

(x) 3 T N 3

que se diferencia de la solucién en primer orden (6) en los dltimos términos de las ecuacio-
nes segunda y tercera, en los que v , es la flecha por encima de la linea recta que une ambos
extremos de la barra en la posicion deformada, y & es la diferencia de flecha entre ambos
extremos, v _, — v, (fig. 6).

Pox)

Ve
Me
Ma ‘_.--u—"“"'"'"!ﬁ,,f""“"-“
- — NB
G e

”A_e l P
¥
Yia ) 43 Yrg
Vn'li..— —t
A ¥ B
L

Fig. 8. Equilibrio en 2° orden del elemento,

En estas expresiones, ¢l incremento de cortante puede relacionarse con el conocido
“efecto P—87, en tanto que el incremento de momento, nulo en los extremos, incluye lo
que podria denominarse “efecto de ondulacion™ a lo largo de la barra.

Ordenando matricialmente las ecuaciones (20), se obtiene una expresion similar a la de
primer orden (7), pero en la que aparece un ultimo sumando, Er'}l, que incorpora el “efecto
de ondulacién™: 0

ol (x) = 21)
~N.v, (x)

El término extra en la tercera L_:i’:uuciﬁn (20), por su parte, modifica la relacion (12) en-
tre los vectores de fuerzas globales I |, y “'reducido” f, en la que aparece un nuevo suman-
do, A”Fe], que incorpora el “efecto P—8"

5 5
AUE, = 0,N.2,0,0,-N.2,0]" (22)

109

Documento descargado de www.e-ache.com el 23/02/2026



Sipuiendo un proceso totalmente andlogo al sepuido en la formulacion bisica, se alean-
za la ecuacidn matricial final del elemento, vilida para equilibrio en segundo orden:

= .. = =1 :
6ul + Fnl T FJ‘I + Fcl (N‘Vr (.‘{)J (23)

_F:l=E

el *
en la que aparece un nuevo término de fuerzas iniciales, cuya expresion es:

hi?ill =T.D.[fN -E;l.ﬂ“&':'.dx.|+a" F“ 24)
EL

Este término depende del axil v de la ley de flechas en la barra, no conocida “*a priori”,
de la resolucion estructural: por lo que la resolucion del problema para material lineal v en
valores totales de las variables puede realizarse en forma iterativa, repitiendo varias veces el
cileulo, utilizando en cada caso los valores de N y v(x) obtenidos en la iteracidén anterior,

Cuando se consideran los efectos de segundo orden simultdneamente a la no linealidad
del material, se realiza un tinico proceso iterativo simultineo para ambas no lincalidades. En
cada iteracion se producen incrementos del axil y de las flechas, por lo que es necesario ob-
tener el incremento del término de fuerzas iniciales (24), vilido originalmente sélo para valo-
res totales de las variables, como diferencia entre su valor correspondiente a los axiles y fle-
chas de la Gltima iteracién y su vnﬁr para los axiles y flechas obtenidos en la iteracidon prece-
dente, De esta forma, el valor de FY, acumulado al final del proceso iterativo, correspondera,
efectivamente, a los valores totales de N y v(x); con lo que quedard satisfecho el equilibrio
en segundo orden, ademds de las ecuaciones de comportamicento adoptadas para el material.

¢) Aleunas consideraciones sobre la formulaciton descrita.

ista formulacion puede describirse como una generalizacion de la teorfa clisica del
Andlisis Matricial de Estructuras al caso mds general de material no lineal, a nivel fibra, y
equilibrio en segundo orden, aunque también puede ser considerada como una formulagion
hibrida del Método de los Elementos Finitos, en la que se interpolan los esfuerzos (exp. 7),
con la particularidad de que dicha interpolacién resulta exacta [Carol et al, 1986 ]. :

El planteamiento del método como solucion “exacta™ de las ecuaciones que rigen el
fenbmeno, evita algunas limitaciones relativas al tamafio de los elementos usualmente exis
tentes en otros planteamientos de tipo “aproximado™, como la formulacion cldsica del M.
E.F. endesplazamientos para elementos barra [Hinton et al, 1979],

Esta formulacion posibilita la obtencidon de leyes de esfuerzos coherentes v continuas,
en todos los puntos de la estructura, utilizando un nimero minimo de elementos en las dis
cretizaciones, incluso en los casos de carga distribuida arbitrariamente sobre las barras, cquis
librio en segundo orden y material no lineal. '

Alpunos trabajos similares han sido desarrollados con anterioridad. Sin embargo, en al-
gunos casos la no inclusion de la carga distribuida en las ecuaciones, con la consiguiente ne-
cesidad de sustituirla por cargas puntuales en nudos, la no inclusion de los efectos de segun-
do orden, v la eleccion de esquemas de integracion con pocos puntos a lo largo de las barras
[Atienza et al, 1985]; v ¢n otros, la consideracion de la no linealidad del material de forma
simplificada, a nivel del diagrama momento-curvatura | Aguado, 1980; Marf, 19811, o incluso
la extension de la formulacion al dmbito de los grandes desplazamientos [Biklund, 1976,
Grelat, 1978] , extension innecesaria para las estructuras de hormigdn que, por su relativa-
mente baja deformabilidad, pueden en general ser estudiadas de forma satisfactoria en el dm-
bito de “‘segundo orden”, han sido causa para no obtener todas las ventajas descritas del
planteamiento presentado,
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IMPLEMENTACION NUMERICA DE LA FORMULACION DESCRITA

De cara a la aplicacion priactica de la formulacion deserita, en cada barra s¢ consideran
un total de 11 secciones, igualmente espaciadas, incluidas las secciones extremas, (fig. 7.0,
de las que deben conocerse las caracteristicas, v en las que se obtienen, como resultados del
andlisis, los esfuerzos, desplazamientos y deformaciones, Se consideran secciones rectangu la-
res, en las que se define un total de 11 “fibras™ igualmente espaciadas a lo largo del canto,
incluidos los bordes inferior v superior, en las que se evaldan las tensiones en el hormigon,
mis ofras dos fibras para el acero de la armadura superior v de la inferior (fig. 7.b).

o 1
¢ ————— 10
Ag 9
a
7
Ap —0B h e=FR
5
1 2 3 4 & B8 7 8 8 ©0 1 4
A; 3
X e ————me 2
la)Secciones en la barra u..ﬁlt i
| |
1 m 1

(b) fibras en la seccion

Fig. 7. Definicién del elemento barra,

Tanto las 11 secciones definidas a lo largo de la barra, como las 11 “fibras” de la sec-
cion, sirven también como puntos de intugraui(m para eviluar matrices, vectores, esfuerzos,
ete. En todos los casos, se utiliza la regla de Simpson generalizada a 11 puntos, cuya expre-
si0n es la sipuiente;

L

E”‘(K) .d?{ —'E i [i‘l + 4 b f‘j * 2 i fla + ..+ 4 .flul'f' f]]l {:25)

Las 11 secciones definidas sobre la barra, se utilizan asimismo para la integracién de los
desplazamientos de la directriz (flechas, cte.), a partir de sus deformaciones (curvaturas,
ele.); lo que se efectta por medio de un esquema simple, en diferencias finitas de sepundo
orden,

En la figura 8 se representan los lazos v subrutinas basicos del programa de ordenador
desarrollado.

En la subrutina EGENCT, se introduce la geometria y caracteristicas finales de la es-
tructura que se va a analizar,

Esta configuracion final se puede aleanzar a través de una serie de etapas constructivas,
en cada una de las cuales siempre se afinden nuevos nudos y elementos a la confliguracidn
anterior,

En cada etapa constructiva pueden imponerse una serie de escalones de acciones, no
obligatortamente proporcionales entre s, cada uno de los cuales puede consistir en una serie
de cargas y un conjunto de vinculaciones nodales y desplazamientos impuestos, aplicados
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ambos de forma gradual a lo largo de un intervalo de tiempo, El caso de intervalo de dura-
cidn nula corresponde, obviamente, a un escalén de carga instantinca.

Cada escalon de carga puede, a su vez, ser dividido en una serie de “‘pasos de aplica-
cibn”, totalmente proporcionales entre i, que se pueden definir, o bien a voluntad o bien
automdticamente. Esta tltima opcibn resulta muy atil cuando el escalén de acciones consis-
te en el paso de un intervalo de tiempo exclusivamente (valor nulo de cargas aplicadas y de
desplazamientos impuestos), en cuyo caso el criterio para la determinacion de los “pasos™
AAL, consiste en tomar el primero, AAt; = | dfa, y los siguientes seghin ¢l criterio:

AAt =t =t
) . 0,25
(4 —t) =t ;—t,). 10%
(26)

lo que da unos pasos de duracién sucesivamente creciente, hasta completar el intervalo.

——{Lazo s/ de Etapas Constructivas]

ETARCT

.

lozo =/ de Esclones de Mm_’]

—{ Lazo /1 de *pass"'de aplicaciin |
[ PrEBCT
|

HTER:0

—e=ITER s IITER: 1

[_ F RONCT ]

1

| CONVCT [

["i-'vogac{ 1

e gencio

=

[acumer_]

Fig. 8. Diagrama de flujo del programa desarrollado.
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En el interior del tercer lazo de la figura 8, se lleva a cabo la resolucion del problema no
lineal, por medio de la formulacibn descrita en apartados anteriores. En PREBCT se eva-
lan las matrices de rigidez v vectores de fuerzas iniciales de cada barra de la estructura,
vilidas para el paso considerado, En FRONCT estas matrices y vectores se ensamblan, v
se resuelve el sistema de ecuaciones global, hallando los incrementos de desplazamientos v
reacciones nodales, En CONVCT se acumulan los incrementos de desplazamientos y reac-
ciones, obtenidos en esta iteracibn a los valores anteriores, v se comprueba convergencia.
En POSBCT se hallan los esfuerzos, deformaciones y desplazamientos en cada barra, v se
escogen los nuevos valores de rigidez seccional y esfuerzos iniciales, necesarios para el
cdleulo de la siguiente iteracibén, y se calculan las nuevas matrices y vectores correspondiens
tes, tras lo cual se vuelve a resolver la estructura, a calcular esfuerzos, etc., hasta la con-
vergencia,

La eleccion de la nueva rigidez que hay que utilizar se ha efectuado, en este caso, se-
gun el siguiente criterio:

K, =(-0).K"! +a.K" 27
donde Ki- 1 es la matriz de rigidez seccional de la iteracion precedente, E‘;‘“ es la nueva ma-
triz de rigidez tangente, y & ¢s un peso que se fija a voluntad, Valores de « entre 0,5 v 0,9,
suclen producir una marcha aceptable en la convergencia del proceso iterativo,

Una vez el proceso ha convergido, en la subruting ACUMCT se acumulan los incremen-
tos de las variables en este paso a los resultados precedentes. En la referencia [Carol, 1985
pueden encontrarse mis detalles de esta implementacion, asf como expresiones explicitas de
los términos de las diversas matrices y vectores; lo que permite cierta econom{a en ¢l tiempo
de cileulo,
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Fig. 9. Output del programa correspondiente al caso de una ménsula con un axil y un momanto en sl extremao
Ilbl‘ﬂr, ¢ incluyendo los efectos de segundo orden,
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En la figura 9 se reproduce una salida de resultados, tipica del programa descrito. En
primer lugar, se listan los desplazamientos y reacciones nodales y, a continuacion, la infor-
macién correspondiente a cada una de las barras. Para una barra tipica, esta informacion
consiste en ¢l valor del axil actuante, la lista de valores del momento, cortante, curvatura
{(¢p), deformacion de la fibra de referencia (¢,) v flecha (v), en cada una de las 11 secciones
consideradas en la misma, y finalmente la informacion sobre el estado en cada una de las 11
fibras de hormigén y, en el acero, en cada una de las secciones de la barra, En la figura 9 se
ha incluido tnicamente por razones de espacio, la salida correspondiente a una de las scc-
ciones,

EJEMPLOS DE APLICACION

En este apartado se describe, con cierto detalle, un ejemplo de aplicacion del modelo
desarrollado, con el fin de ilustrar las posibilidades pricticas que de ¢l se derivan. Otros
ejemplos, analizados con el mismo modelo, pueden encontrarse en [Carol, 1985].

Este ejemplo consiste en el estudio del comportamiento en ¢l tiempo de una viga con-
tinua de dos tramos, sobre la cual se aplica una carga repartida uniforme (fig. 10). Este caso
corresponde a un ensayo real, realizado entre 1951 y 1954 [Washa et al, 1956]. En el anéli-
sis se considera (inicamente un vano, por razon de simetria.

Este ¢jemplo presenta el interés adicional de haber sido estudiado numéricamente por
otros dos autores [Kang, 1977 y [Chow et al, 1984], mediante formulaciones estindar del
M.E.F., en desplazamicntos, utilizando 15 y 20 elementos “‘cortos’ para la discretizacion de
un vano de la viga. En este caso, y gracias a las caracteristicas de la formulacion utilizada, la
discretizacion se ha resuelto utilizando, Gnicamente, dos elementos “largos”,
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Fig. 10. Viga X3 de Washa-Fluclk,

El andlisis de este ¢jemplo ha presentado algunas dificultades para el ajuste de parime-
tros del modelo tedrico de comportamiento del hormigén, dificultades derivadas, fundamen-
talmente, de la poca informacion experimental disponible sobre el comportamiento del ma-
terial en sf, (ensayos de fluencia sobre probetas, etc...). 51 existe, sin embargo, una infor-
macién mds completa relativa a unos ensayos realizados algin tiempo antes, en condiciones
relativamente similares; lo que permite una primera estimacién cuantitativa. Partiendo de
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esos valores, y después de varios tanteos, el modelo se ha ajustado a la funcidn de lMuencia de
la Instruccion espafiola EH-82 con los siguientes valores:

foag = 2579 - t/m?

e

Eoag = 3.150.000 t/m?
E'm -802 = 0.00050
oy oz = 6,0

Para el acero, los pardmetros adoptados han sido los sipuientes:

f, = 42.000 t/m?

Eg = 21.090.000 t/m?
E, =001 E,

En una primera etapa del andlisis, se han reproducido los resultados experimentales dis-
ponibles, correspondienies a una historia de cargas consistente en aplicar una carga reparti-
da, de valor p = 0,283 t/m, a los 14 dfas, y mantenerla hasta los dos afios y medio.

En la figura 11 se representa la evolucion en el tiempo de la flecha mixima en vano
que se produce en una seccion situada, aproximadamente, a 0,4 L del extremo izquierdo del
vano analizado, tanto obtenida experimentalmente, como del cilculo, én este caso, y por los
otros dos autores anteriormente referidos.

El ajuste resulta, en general, satisfactorio, teniendo en cuenta las dificultades anterior-
mente aludidas de ajuste de pardmetros de la ley del material. El aumento de flecha observa-
do se sitta en torno al 140 por 100,

En la figura 12 se representa la evolucion del maximo momento positivo que aparcce,
aproximadamente, a 0,35 L del extremo izquierdo del vano analizado, y del momento nega-

tivo en el apoyo central.

Como se observa en la figura, este es un ¢aso en el que la redistribucion de momentos
en el tiempo tiende a aumentar el momento en ¢l apoyo (aprox. un 20 por 100), vy a dismi-
nuir el momento en el vano (aprox, un 15 por 100); lo que, a primera vista, podria parecer
extrafio, dada la tendencia habitual a igualar los momentos de apoyos y vanos observada en
los casos de redistribucion por comportamiento no lineal de los materiales.

.I..||... LB
e END
—— Ker
== oW
s Pirasenty trabojo
i
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i X o o 500 Lid 00 #00 0, g

Fig, 11, Evolugion de la flecha maxima.
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Fig. 12. Evolucién de los momentos en vano 'y apoya,

La respuesta obtenida resulta, sin embargo, logica, si se tiene en cuenta que en la mayo-
ria de las secciones de vano no existe armadura de compresion. En estas condiciones, el hor-
migdn puede deformarse libremente por fluencia, y los incrementos de curvatura que apare-
cen en estas secciones, con ¢l tiempo, resultan relativamente mayores que en la zona de apo-
yo, donde sf existe armadura de compresion, En este contexto, la redistribucion observada
puede interpretarse segin el “principio™ general de que las zonas mas rigidas de la estructura
tienden siempre a tomar mds carga, existiendo asi tanto redistribuciones instantineas por
no linealidad del material, como diferidas debidas a la fluencia del hormigon,

La comparacién con los resultados experimentales se completa con la figura 13, en la
que se representa la posicion del plano de deformaciones, tanto tras la aplicacién de la carga
a los 14 dias, como despuds de los dos afios y medio, para lag secciones de mdximo momen-
to positivo y de apoyo.

En ella se puede apreciar como en I seccion de vano, donde no existe armadura de
compresion, la deformacién del hormigén aumenta mucho (un 340 por 100, aprox.), y la
del acero casi no varfa; mientras que en apoyo, donde si existe armadura de compresion,
la deformaciébn varfa en ambas zonas (aprox. un 130 por 100 en la zona comprimi-
da, y un 35 por 100 en la zona traccionada), Estos aumentos de las deformaciones, que no
influyen demasiado en las tensiones en el hormigdn, que en general tienden a reducirse algo
(sl hay armaduras de compresién) o mantenerse (si no las hay), si producen en cambio au-
mentos de tension en las armaduras, para las que, por debajo del limite eldstico, se mantiene
la proporcionalidad entre deformaciones y tensiones, Estos aumentos pueden llegar a ser im-
portantes en secciones con armaduras de compresion, como en la seccibn de apoyo de este
ejemplo. En conjunto, puede hablarse de un fenémeno interno de redistribucion de tensio-
nes entre hormigdn v acero.

&
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Fig. 13. Deformaciones x 10%, an las secciones da vano y apoyo,
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Una vez comprobado que ¢l modelo resulta capaz de reproducir los resultados experi-
mentales disponibles, una segunda etapa del trabajo ha consistido en la utilizacion del mo-
delo para simular varias historias de carga distintas, de la misma estructura, y obtener algu-
nas conclusiones sobre su comportamiento Gltimo.

En particular, algunos de los resultados descritos anteriormente (resultados obtenidos
experimentalmente), concretamente el aumento del momento de la seccion mas solicitada y
¢l aumento de la deformacion de la armadura traccionada de esa seceidn, parecen indicar
que la respuesta Gltima de la estructura frente a un aumento de la carga, posterior al periodo
de fluencia, podria ser inferior de las que se obtendria si la estructura hubiera permanecido
sin cargar, o con carga inferior, durante dicho periodo de fluencia,

Para estudiar este efecto, se ha considerado una historia de cargas, andloga a la del ensa-
yo, esto es, una carga instantinea, a los 14 dias, y un periodo de fluencia hasta 2,5 afios, pe-
ro afiadiendo una tercera fase al final de dicho periodo, consistente en aumentar la carga, de
forma instantdnea, hasta alcanzar la rotura de la estructura.

El ¢dleulo de la estructura se ha repetido varias veces, para distintos valores de la carga
p aplicada durante el perfodo de fluencia, empezando con el caso de valor nulo; lo que co-
rresponde a cargar direclamente la estructura a la edad de 2,5 afios (fig. 14).

En la figura 15 se representa la evolucion obtenida, para los momentos de apoyo y de
vano, para las diversas historias de carga, mediante Ifneas de distinto trazo, en funcion del
valor del factor de carga A.

Las lineas continuas corresponden al caso de carga aplicada directamente a los 2,5
afios, sin carga alguna durante el periodo de fluencia, (A = 0), y presentan la evolucibn tipi-
ca en estos casos. Lag demds Iineas presentan quiebros, con tramos verticales correspon-
dientes a las variaciones de momento ocurridag durante el periodo de fluencia, para A cons-
tante. En la figura se aprecia como, a pesar de que el periodo de fluencia hace aumentar el
valor del momento en la seccion de apoyo, en todos los casos, al seguir aumentando la carga,
aparece un efecto de redistribucién que compensa los anteriores aumentos, llegindose a va-
lores finales incluso algo inferiores al caso A = 0,

P(carga) Rotura
|
| oo o L L
AR i 1., it ORI B
oo Ppmensaye
Po=0 . - .u..t
d, 2,5 afos

Fig. 14, Distintas historias de carga consideradas,
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Fig, 16, Evolucion del momento maximo en vano y apoyo, para las distintas historlas de carga,

Estos resultados no permiten, sin embargo, afirmar gran cosa respecto a la capacidad de
carga Gltima de la estructura, ya que para ello habrfa que comparar con un cierto valor del
momento Gltimo; concepto que habria que volver a definir, en casos con redistribuciones in-
ternas de tensiones hormigén-acero como el que aqui se considera.

Una forma posible de detectar la rotura consiste en representar la evolucién de la de-
formacién en la armadura mds traccionada (seccién del apoyo), en funcién del valor del fac-
tor de carga, para las diversas historias de carga consideradas: lo que se ha hecho en la fi-
gura 16, mediante lineas de distinto trazo.

Por haber supuesto el diagrama del acero, en principio, ilimitado (fig. 4), la rotura del
mismo debe detectarse fijando, en la figura 16, el valor [imite que se desee para su deforma-
cion (independiente del tiempo) v encontrando el valor del factor de carga A que se¢ alcanza
en cada historia de carga. Pero la rotura de la estructura también puede proceder del agota-
miento del hormigdn comprimido. Este segundo tipo de rotura genera mds dificultades nu-
méricas, v debido a las ramas descendentes posteriores al pico existentes en la ley de com-
portamiento del hormigdn, en general se detecta por la divergencia del proceso iferativo;
lo que se ha representado mediante “x™ en la figura 16,

En este estudio se ha supuesto, en principio, que ¢l agotamiento del acero se alcanzaba
para una deformacion tltima, e, del 1 por 100, tal como se propone en la Instruccién EH-
82. Adoptando este criterio, el agotamiento de la estructura se produce por el acero de la
seccion de apoyo, en todos los casos de carga considerados. La bondad de esta hipétesis
serd discutida mds adelante.

En la figura 16 se observa como todas las curvas presentan un cambio brusco de pen-
diente al alcanzar ¢l limite eldstico del acero (e, = 0,002). Los tramos verticales correspon-
den a los aumentos de deformacion ocurridos, para carga constante, durante el perfodo de
fluencia. La curva en trazo continuo, correspondiente al caso A = 0, alcanza la deformacion
altima para un valor mdximo del factor de carga A = 2,85,

También puede apreciarse como la existencia de una carga A durante el perfodo de
fluencia, hace aumentar la deformacion del acero, que luego alcanza su deformacion altima
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Fig. 16. Evalucidn de la deformacién del acero mas tracclonado, para distintas historlas de carga.

para un valor de la carga total aplicada inferior al que se obtiene en el caso A = 0, Este efec-
to aumenta con el valor de la carga aplicada durante el perfodo de fluencia, y ¢s maximo pa-
a el valor de dicha carga que da lugar a que la deformacion Gltima del acero se alcance jusia-
mente al final del periodo de fluencia; caso en el que ya no se puede aplicar ninguna carga
adicional. En este caso, dicho valor ha resultado A = 2,16,

En la figura 17 se ha representado la evolucion de la carga maxima de la estructura, en
funcion del valor de la carga mantenida durante el perfodo de fluencia, normalizando ambas
magnitudes mediante el valor miximo absoluto (2,85) de la carga aplicada directamente a
los 2,5 afios.

En la figura se aprecia una disminucion de la capacidad de carga de la estructura con el
valor de la carga aplicada durante el periodo de fluencia. Esta disminucidn es sensiblemente
lineal en casi todo el dominio, v alcanza el valor miximo del 24 por 100, para un valor limi-
te miaximo de la carpa “‘de fluencia™, del 76 por 100 de la carga Gltima,

Estos resultados sugicren que, al menos en ciertos casos, ¢l fendmeno de fluencia puede
tener influencia en la carga Gltima de la estructura. Resulta diffcil, sin embargo, cuantificar
esa influencia dado que, aungue en este caso se han obtenido unas cifras concretas (aprox.
25 por 100 de disminucion de la capacidad portante, para cargas del orden del 75 por 100
de la misma, aplicadas desde 14 dias hasta 2,5 anos), puede haber otros factores, no conside-
rados en este caso, que atentien o magnifiquen el efecto observado (“'tension stiffening™, por
ciemplo), y éste puede asimismo depender, de una amplia casuistica (estructuras hiperesti-
ticas o isostdticas, existencia o no de armadura de compresién, cuantfas, ete,,.), o, simple-
mente, de tomar un valor distinto para la deformacién altima del acero, lo que puede dar
lugar a distinto tipo de roturas (por ¢jemplo por ¢l hormigon), seglin la historia de cargas
considerada, etc.
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Fig. 17. Disminucién da la carga Gltima a 2,5 afios, seghn la carga permanente aplicada desde 14 d,

En cuanto a este Gltimo aspecto, evidentemente, el haber tomado ¢l valor de 0,01 co-
mo deformacién Gltima del acero, no se relaciona con la rotura real de la seccion, dado que
dicho criterio se justifica en razén de establecer un limite a la deformacion plistica excesiva
de la misma, suponiéndose, convencionalmente, que entonces se puede dar por agotada. Por
otro lado, dicho valor convencional estd establecido fuera de consideraciones relativas a
la fluencia.

En esta estructura, la rotura real de la seccidn se produce, para los diferentes casos de
carga considerados, bien por agotamiento de la zona comprimida (con deformaciones del
acero traccionado casi siempre por encima de 0,01), o bien porque se alcanza la deforma-
cidn Gltima, real, del acero, superior en general a dicho valor convencional.

En este sentido, aunque en ¢l modelo se ha considerado ilimitado el diagrama a—e del
acero, los resuliados que refleja la figura (16) dejan claro que la disminucion de la carga de
rotura por fluencia sigue siecndo un hecho para deformaciones ultimas del acero superiores
a 0,01 (en la fig. 16, se obtienen los diferentes puntos de rotura al cortar las diferentes cur-
vas por la horizontal de ordenada ég ), si bien decreciendo en importancia conforme aumen-

ta dicho valor.
.
En cualquier caso, los resultados presentados en este apartado pueden servir para po-

ner un punto de atencidn sobre esta cuestion,

RESUMEN Y CONCLUSIONES

En primer lugar, se ha deserito una formulacion para el andlisis de estructuras de barras,
Esta formulaciéon, que puede ser considerada como una generalizacion de la teoria cldsica de
andlisis matricial de estructuras, se ha extendido vy aplicado al andlisis de estructuras reticula-
res planas, de hormigon armado, teniendo en cuenta el comportamiento no lineal y diferido
de los materiales a nivel “*fibra”, los efectos de segundo orden y el proceso constructivo,

Como cjemplo de aplicacion, se ha presentado el estudio del comportamiento en el
tiempo de una viga continua de dos vanos, cargada uniformemente, correspondiente a un en-
sayo real,
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En una primera fase del estudio, mediante ¢l modelo desarrollado ha sido posible repro-
ducir los resultados experimentales, con un grado de aproximacion similar a los resultados
numéricos publicados por otros autores, pero utilizando en las discretizaciones un nimero
de elementos entre siefe y diez veces menor,

En una sepunda fase, se ha utilizado el modelo para estudiar ¢l comportamiento de la
estructura sometida a diversas historias de acciones y poder deducir asi algunas conclusiones
respecto al comportamiento tltimo de la misma.

En particular, los resultados obtenidos muestran como, por lo menos en este caso, el
valor de una carga mantenida aplicada durante un perfodo de tiempo prolongado, entre 14
dias y 2,5 afios si puede influir sobre el comportamiento altimo de la estructura a 2,5 afos,
reduciendo su capacidad portante hasta en un 25 por 100, si la carga duradera llega a ser del
75 por 100 de la carga Gltima a 2,5 afios, que se obtendria sin ninguna carga previa aplicada.
Todo ello suponiendo una deformacién tiltima para el acero del |1 por 100,

De cualquier modo, tomando deformaciones tiltimas superiores para el acero mis acor-
des con la realidad, esta reduccion sigue existiendo, si bien mas atenuada, siempre que la ro-
tura sea por el acero; lo que sucede, como es logico, en los casos de carga en que la inciden-
cia de la fluencia es mayor,

En los casos en que, siendo dicha incidencia mds pequefa o nula, la rotura resulta ser
por agotamiento en las zonas comprimidas, no se detectan reducciones apreciables de Ia ca-
pacidad portante,

Aunque sea lateralmente, la limitacion convencional de la deformacion Gltima del acero
en traceion, e, que establecen las normativas (0,01 en la EH-82) merece quizd un comen-
tario. Como dicho valor se aplica al cileulo en agotamiento de las secciones en su vertiente
instantinea, el hecho de que la MMuencia pueda aumentar de una manera apreciable el valor
de e asf calculado, puede aconsejar un replanteamiento, tanto en el concepto que hay de-
tris de dicha limitacién como en la forma conereta de reflejarlo en la normativa.

Estos resultados, lejos de ser concluyentes sobre la cuestion, ponen un toque de aten-
cidn sobre la misma e ilustran las amplias posibilidades de aplicacion del modelo numérico
presentado.
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El problema de la transmisibilidad
en las vibraciones mecanicas:
la mediciéon de las vibraciones

Mianual Vieco
INTRODUCCION Dr. Ingeniero Industrial

Partiendo del concepto de factor de transmisibilidad como razén de la maxima fuerza
transmitida a la base (supuesta perfectamente rigida) a la maxima fuerza impresa al siste-
mi, se trata de analizar la trunsmisibilidad desde dos cni‘nquus distintos, estableciendo la
ccuacion diferencial del movimiento a partir de las reacciones en amortipuador y resortes y,
a partir de la misma. analizar el tipo de movimiento, Se trata, seguidamente, de obtener la
expresion analitica de la transmisibilidad, a partir de la reduccion de las amplitudes base-
sistema v de analizar su variacion en funcion de la razon frecuencial para distintos valores
intervalos de la misma.

La medicion de las vibraciones se realiza mediante instrumentos, compuestos esencial-
mente de un sistema andlogo al utilizado al estudiar la transmisibilidad, que reciben distintos
nombres en luncioén de la relacion entre la frecuencia natural de la masa del sistema registra-
dor y la frecuencia de excitacion,

La ccuacion del movimiento serd aniloga a la estudiada en el caso de transmision de vi-
braciones, la cual se deducird en funcidn de la diferencia entre el desplazamiento absoluto
de la masa del sistema y el desplazamiento de la base solidaria al elemento vibrante; ecuacion
andloga a la del movimiento forzado amortiguado para sistemas con un solo grado de liber-
tad, A partir de la respuesta del estado estacionario, conocemos la amplitud del movimiento
relativo de la masa. cuya representacion grafica en funcidon de la razon frecuencial, nos per-
mite analizar ¢l movimiento para distintos valores intervalos de la misma y medir las ampli-
tudes de las vibraciones transmitidas.

ok

Fundamentalmente, la transmigibilidad se estudia bajo dog enfoques distintos: el que
potencia la aparicidn de vibraciones en la base de todo sistema oscilante; o bien, el aislamien-
to de sistemas dindmicos frente a la accion de posibles mociones aplicadas en su base,

Grificamente, esta doble versién del problema puede representarse por (véase Fig. 1):
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Fig, 1.

El caso directo lo hallamos frecuentemente en el aistamiento dindmico de maguinas,
¢l inverso, en la proteccidon dindmica de aparatos sensibles ante la incidencia de perturba-
ciones motrices externas, Pese a la indudable importancia de ambos enfoques. el problema
de la transmisibilidad interesa a nuestros fines bajo su forma segunda. En este sentido, pue-
de prestar a la sismoresistencia prdactica ideas orlentadoras nada despreciables,

Tal como puede apreciarse en los diagramas del s6lido libre, la fuerza total transmitida
es, en ambos casos, suma de reacciones en los extremos fijos de amortiguador y resortes:

F)~kx+ex; 6 F)=ky+cy
seglin los casos.

En efecto; como quiera que la actuacion de IF (1) suponemos genera en ¢sta un movis
miento sinusoidal, T, (t) =y, sen pt, Ia ecuacidon diferencial del movimiento, para todo sis -
tema asi concebido, serd:

¥ k
§ o . X+ - ¥ Yo (('P cos pt + K sen pt)
m m m
C k FUEE—-
Ko Xk +—-x Yo v ((..", ¥ KY -sen (pt + ¢)
m mn m

ecuacion que nos pone de manifiesto que el movimiento es idéntico al de sistemas amorti-
guados con un solo grado de libertad y excitados sinusoidalmente,

Estas ccuaciones acusan la existencia de dos movimientos acoplados, uno de los cuales
viene definido por el estado transitorio, en tanto el otro lo estd por el permanente, estacio -
nario o respuesta dindmica del sistema, Su expresion matemitica viene dada por:

[ 75
s —sen (pt + ¢

x=e"{esenw, .t+ Deosw, 1)+ g e
( i a1 \/ deipl F (w? p? )2

de forma que, bajo el régimen permanente, adquiere la forma:

" wl! . p ot + )
e s¢n (p
" \/453 p? + (w? — p?)? )

siendo!

" 2m

w1 = k/m= frecuencia angular natural (pulsacion propia);

¢ = factor de amortiguamiento;

£ = ¢/w - factor de amortiguamiento integral;
w, ""’V/] _",lf.* — frecuencia angular amortiguada (pulsacidon amortiguada),

p = frecuencia angular de F (1), excitadora;
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F, =4 p == fuerza inicial de excitacion exterior al sistema;
r « p/w - razdn frecuencial (excitacion/pulsacion);
p = deflexién inicial;

y por tanto:

F,/k

Xy = J?E’ Ty csen (pt + @)

haciendo F, =y, -\/-:i p? + k2, Ia ecuacion de movimiento en régimen permanente serd:
[k+Jct p? + k2
X, = Y““_/_- 2 =, Gen (pt 4= )
VAE T - T)
y, en consecuencia, su amplitud serd:
o REVE RLTE
Vap o+ ({0 -r7)

de forma que la reduccion de las amplitudes base-sistema vendri dada por la expresion:

A __YTidEs

Yo JAEP DB F( )
que representa el concepto de TRANSMISIBILIDAD o decremento vibratorio,

=TR

Cuando £ = 0 se nos transforma en:
I 1
l =1 |r? = 1]

Este caso no interesa, sin embargo, desde el punto de vista del decremento vibratorio.
puesto que el amortiguamiento del sistema es un factor esencial para la no resonancia de
éste, Si representamos graficamente la transmisibilidad en funcion de la razon frecuencial,
tal como indicamos en la figura 2, pueden sacarse las siguientes conclusiones:

r>/2-+TR=1

TR

Tﬂt

10,50

(f

Fig. 2.
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En este intervalo la presencia de amortiguacién (¢ o) juega un papel desfavorable,
puesto que las curvas amortiguadas se encuentran por encima de las no amortiguadas, El
amortiguamiento, en efecto, aunque necesario para estabilizar las condiciones transitorias o
evitar excesivas amplitudes de resonancia, disminuye un tanto la efectividad del montaje ais -
lante.
r=1=TR ::17"-"‘..—l : 48—;

2§

En el intervalo o = r =</ 2, la fuerza transmitida a la base es mayor que la propia
fuerza perturbadora. La influencia de § empieza a ser decisiva puesto que. en resonancia
(r = 1), hace que la TR tome valores limitados, segln los grados de amortiguamiento.

r<y/2+TR=> |

En este intervalo las curvas amortiguadas van por debajo de la curva £ = 0, Ello indica
la accidn favorable del factor £ .

En esencia, los instrumentos destinados a medir vibraciones (véase Fig, 3) se componen
de un sistema masa-resorte-base, andlogo al visto al estudiar el problema de la transmisibili-
dad. La base estd en contacto con el cuerpo vibrante cuyo movimiento se desea medir. El
movimiento relativo entre masa y base, se registra grificamente mediante un registro despla-
zable en funcién del tiempo. Cuando la masa del sistema registrador es grande en frecuencia
natural baja, comparada con la frecuencia de excitacion, el aparato registrador se [lama VI-
BROMETRO. En caso contrario (masa pequefia, frecuencia de vibracion elevada con relacion
a la excitacion) recibe ¢l nombre de ACELEROMETRO, TORSIOMETROS Y SISMOGRA-
FOS son tipos comunes de aparatos destinados a medir vibraciones,

J |
ag FTY

"'l" ] BABE
¥

Yo ken H: Fig. 3.
Partiendo de un simil andlogo al empleado para estudiar la transmision de vibraciones.
es evidente que la ecuacién de movimiento serd, en este caso, andloga a aquélla:

mi+cx-+Kx-yv)=20

Si suponemos que la base se halla solidariamente unida al elemento vibrante y tomando
x como desplazamiento absoluto de la masa del sistema, la salida del instrumento serd pro-
porcional a z = (x — y), puesto que tal salida depende del movimiento relativo masa-base.
Este movimiento relativo puede detectarse por medios mecinicos, eléctricos u 6pticos. La
ecuacion representativa de este tipo de mociones tomard, evidentemente, Ia forma:
C k
L4 -2+ —zmy, p* sen pt
m m
ccuacion andloga a la del movimiento forzado amortiguado para sistemas con un solo grado
de libertad. La respuesta del estado estacionario es por tanto:

2
Yo o I

N Y (=

csen (pt + ¢)
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Donde:

o= — =+ razon frecuencial;
[
k . , . .
wi= — = [recuencia angular natural de la vibracion recogida:
m
€ c . ; i ;
f = - = = factor de amortiguamiento integral;
w  2mw
p - frecuencia de la vibracion desconocida (excitacion):

vy la amplitud del movimiento relativo de la masa, viene dada por:

A= Yo I con lase ¢ = arct 4 4F
: \/4 E:__.‘_]:__F” = )& { 5¢ arcty i

Si suponemos que A = 1, ¢ ~ o el instrumento leerd directamente el desplazamiento de

la base. Para ello es necesario que r sea grande. lo cual puede estudiarse en ¢l adjunto pgri-
fico de respuestas A = [ (r) (véase Fig, 4),

AL

/ | §ro80
1

0 1 2 3 4 r

Fig. 4,

Pero para que r = p/w adquiera valores grandes, es preciso que la frecuencia angular
de la vibracion registrada, w? = K/m, sea pequefa; lo que implica una masa grande. o una
constante eldstica del resorte, pequefia, En estas condiciones (r = grande), la expresion del
movimiento en régimen estacionario vendri dada por:

#, = ¥, sen (pt + ¢); siendo por tanto A = y,

que junto con el valor ya conocido de:

2fr
¢ = arclg 15

2 Efr
4 = Arclp - ]H . ;.”'.:m 0=2mn
T

= |

indica que los dos movimientos estdn desfasados 2 7.

Este principio se emplea bisicamente en los VIBROMETROS, con el fin de medir las
amplitudes de vibracion transmitidas. Debido a que la frecuencia natural del aparato se eli-
ge de manera que tenga un valor pequeno, la amplitud de vibracion impresa es ipual al movi-
miento relativo captado por la base, con una diferencia de fase = 2 .

127

Documento descargado de www.e-ache.com el 23/02/2026



Constderamos seguidamente la region del diagrama en la cual ¢ pequedo, ¢ = 0,

” P .
Sir pequeio. es preciso que w? = k/m sea grande. y por tanto m = pequefia o
w
ko grande. En lugar de resortes blandos se utilizardn resortes muy rigidos, con el fin de ob-

tener una Irecuencia natural del sistema muy elevada, En estas condiciones.

2p-y,  rsenipt+g) =y, pPlw? Lsen(ptH )= A=y, . 1?

pero v, p?oes Lo amplitud de la aceleracion, cuando la base vibra con un movimiento del ti-
Py v, senopt. Luego ¢l movimiento relativo es proporcional a la aceleracion vy la salida
del instrumento representa una medida de ésta. Este es el principio usado por los acelerome-
[10s,
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Aplicacion del método de la matriz flexibilidad
a la determinacion de las frecuencias angulares
naturales en las vibraciones mecanicas

de sistemas multigrados

Manual Vieco
Dr. Ingeniera Industrial

INTRODUCCION

Se inicia el andlisis con la obtencidn de las ecuaciones candnicas de un sistema lineal-
mente elistico multigrado, al que se aplica un impulso inicial, A partir de dicho sistema de
ecuaciones ¢ introduciendo las condiciones para producir ¢l fenémeno oscilatorio, se llega
a la ecuacion frecuencial de la que oblenemos las pulsaciones propias v la fundamental,
Introduciendo la notacién matricial, obtenemos las ecuaciones candnicas en funcién de la
matriz dindmica, de flexibilidad, de inercia y de los vectores columna de amplitudes y mo-
dal. La respuesta o espectro de valores propios se obtiene a partir de la ecuacién caracteris-
tica obtenida, introduciendo la condicién de que los vectores columna de amplitudes o mo-
dal sean diferentes de cero. Se establecen las matrices espectral y modal, cuyas expresiones
dependen Gnicamente de las caracteristicas propias del sistema eldstico, es decir de Ia distri-
bucién de las masas v rigideces del mismo.

A continuacién, se parte de un modelo andlogo al visto hasta ahora, solicitado por
un sistema de fuerzas exteriores periddicas, a partir del cual se obtienen las ecuaciones ca-
nénicas del sistema oscilante. Este sistema de ecuaciones se expresa en funcion de las mi-
ximas fuerzas de inercia; lo que nos permite definir los coeficientes de influencia modifi-
cados. Se caleulan las fuerzas de inercia, y a partir de la ecuacién matricial que nos permite
su cileulo, estudiamos las condiciones necesarias para que ¢l sistema tenga soluciones finitas
y las posibilidades de resonancia. Halladas las fuerzas de inercia, se determinan las mdximas
fuerzas estdticas equivalentes al efecto dindmico y los mdximos desplazamientos corres-
pondientes,

51 consideramos un sistema linealmente cldstico con “n™ grados de libertad, tal como
el representado en el esquema de la figura 1 y le aplicamos un impulso inicial vertical, en el
sistema tienen lugar vibraciones libres transversales; pero s6lo en el caso de pequefias oscila-
ciones, puede considerarse que las masas se desplazan en el plano vertical, siendo nulos los
grados de libertad horizontal.
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Si en un determinado momento, representamos por X, , X; ... X ... X, los desplazamien-
tos que las masas m, , m, ... m; ... m, adquicren en ese instante, las fuerzas de inercia ten-
drin, en cada masa puntual y en ese instante, los valores:

I, = —m Xp: Ip = —my ';:3; lj=—m, X Ip = —my X,

De acuerdo con el principio de D’Alambert, y utilizando la superposicion de clectos,
asi como despreciando el amortiguamiento, se llega al siguiente sistema de ecuaciones
candnicas:

(ml ﬁll mi I)A‘ ST I'ﬂ, 6“ r-l-?: A| + T rnn 6'||'| u'ﬂ Al'l = 0

m, 831 mi A’ L 5 Iy 6“ f.an AJ, R - my 5“1 M* An = ()

PN TR T T N T T T ]

ey
E
(%]
Lo
-
+
:Q."
E
a1
F g
+
<
Lo
EI‘\-.I
>
-]

sistema de ecuaciones homogéneas donde:

A; - Amplitud de la vibracién libre en la masa m;.

w  — Pulsacién propia o frecuencia angular natural del sistema.

&y — Coefliciente de influencia (o coeficiente de flexibilidad) en ﬂl_ punto i,
& — Idem., cuando la fuerza unidad se aplica en ¢l propio punto 1,

De acuerdo con Maxwell-Betti, podemos poner:
5” - '5.“

Este método de la matriz flexibilidad es ventajoso para hallar las deflexiones produci-
das por las fuerzas que actian en el sistema.

En el sistema de ecuaciones candnicas, para que se produzea el fendmeno oscilatorio
(A; # 0) es preciso que A (w) = 0, Llegamos asi a la ecuacion frecuencial cuyas rafces son
reales y positivas;

Wy 4 g e Gy s iy
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que representan las pulsaciones propias o frecuenciss angulares naturales del sistema, Resul-
ta tedioso establecer la ecuacidon caracteristica a partir de las ecuaciones candnicas, Por ello,
y con el fin de facilitar el cileulo de las w, , suele introducirse ¢l cambio:

|

lﬁ=w3

que origina un nuevo valor propio, g, con lo cual la ecuacion caracterfstica queda reducida
a un polinomio de grado n:
" +a, " Fay " kg, et =0

Una vez calculados los valores y, la obtencion de las e s inmediata, EI mis pegueno
de estos w recibe el nombre de pulsacién propia fundamental, w, . de tal forma que:

UJ'| ‘:-.Wl

sicndo wy toda pulsacion de orden superior al primero,

Para frecuencias fundamentales y de orden superior. se cumple:

- Ldy - . Gy
ti ; ._,? y (r =T\_.ﬂ.

en tanto que para perfedos fundamentales superiores, la desigualdad se torna en sentido
contrario:

[’rl ._..2_'*71;. ‘1}:.2’.']
. o

comao resulta 1dgico.

Hasta aqui, el desarrollo fisico-mateniitico nos conduce a soluciones similares a las
que se pueden obtener por el método analitico. Empleando la notacion matricial, las ccua-
ciones candnicas toman la forma:

(w? [D][M] —[I]) {A}= {0}
o lo que es lo mismo, en funcién del valor propio ¢ = !

w

(ID][M] —¢[1]) {A}= {0])
o bien, en funcién de los desplazamientos relativos de los modos de vibracién X :

(ID][M] =@ [I]) {X}= {0}

o bien: [CI {x} . _[x}

donde:
[C] — matriz dindimica formada por los productos de las matrices de flexibilidad ¢ inercia;

[D] — matriz flexibilidad formada por los coeficientes de influencia o coeficiente de flexi-
bilidad;
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[M] — matriz inercia o matriz de masas;

[I1  — matriz unidad o matriz diagonal;

{A} — vector columna de amplitudes;

[{X} — vector columna modal o matriz de desplazamientos relativos.

La respuesta, o espectro de valores propios, se obtiene a partir de la condicién de que,
en las ecuaciones condnicas, los vectores columnas de amplitudes o modal sean diferentes de
cero; es decir, que el sistema esté animado de vibraciones libres. Para cllo es necesario que:

A(w) = |w? [D] [M] ~ 1]/ =0

o hien:

A)= |[D][M] ¢ [l]l=0=A(@)=1[Cl-¢[l]1=0

ccuacién caracterfstica, de la que se obticnen los valores propios i, que sustituidos cn.
([D][M] = [I]) {X}; = {0}
nos determinard la configuracion del sistema para los modosr = 1, 2., n.
Ademis de la citada matriz dindmica, existen otras dos, llamadas espectral y modal. que

dependen tnicamente de las caracteristicas propias del sistema eldstico; es decir. de la distri-
bucién de masas v rigideces del mismo, y cuyas expresiones vienen dadas por:

Matriz espectral:

w, 0 ...0 ...0
0 M?O ...0
0 0 ...w...0
0 0 ...0 ...,

que representa la matriz diagonal de frecuencias angulares naturales de orden (n.n). y la ma-
triz modal:

X1 Xiz Xijooo Xpg
Xar Xaz oon Xyje0 Xy
FEY s | Giraiody wa 0% B3 o wd ol
X Xg 0 Xy Xy
xn] an xnj"'xnn

o matriz cuadrada de orden (n, n), constituida de submatrices columnas modales. Ambas ma-
trices, espectral y modal, son matrices asociadas y sus elementos (e, Xj;), lo mismo que en
el caso de la matriz dindmica, se determinan independientemente de la fuerza perturbadora
excitatriz (exterior al sistema). Son invariables, por tanto, en todo sistema eldstico animado
0 no de excitacion exterior.

Si partimos de un modelo andlogo al visto a la hora de estudiar las vibraciones libres por
el método de la matriz flexibilidad y lo suponemos solicitado por un Li.lema de fuerz. ; ex-
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teriores periddicas del tipo Fy = Fig sen pt, con un punto de aplicacion cualquiera y la misma
pulsacién en todas ellas, en un determinado momento del proceso cinemaitico, los desplaza-
mientos experimentados por éstas vendran dados por X, X, ... X, ... X, tal como puede
verse en el esquema de la figura 2.

12) LI

In

) |
a

Fng

32) T
— dna

T v
Fig. 2.

En ese instante, es evidente que las masas puntuales localizadas en los grados de libertad
generan unas fuerzas de inercia, 1, my Xy ... L[ ==mX ... [, =—my R, de for-
ma tal que el diagrama del s6lido en equilibrio vendra dado por el segundo grafico represen-
tado. Expresando los desplazamientos en la direccion de los grados de libertad:

; 5 U, JA

n
en Tuncién de los coeficientes de influencia, y sustituyendo las fuerzas de inercia por susres
pectivos valores, obtenemos las ecuaciones candnicas del sistema oscilante:

(ﬂ'.ll lsll pi —])xl + ;..+m]‘ B“pl Xi + ...+I'.|"|." &]n].li X" | AI.O 0

my 6:“ p! Xiq b AR m, EQi pi h‘.,- S R "n“ 62“ pi ?(,, i L\zlﬁ 0

"1] 6“ D: x| = P (,]TH 3“ [.1: —l}xi o R l'l'.ln a'm pj xn + ﬂi'n 0

my 8y PP Xy b mp btk (my By p DRy 4, 5 0

donde Ay representa el desplazamiento estitico acaecido en i (grifico tercero) debido a laac-
cion simultinea de las fuerzas exteriores. Estas fuerzas exteriores pueden suponerse apli-
cadas en las propias masas m; (i = I, 2, . .. n) o bien directamente sobre el soporte que las
liga (de ahf que hayamos tomado j = 1, 2 ... m, siendo en general m # n). Si el sistema de
ecuaciones candnicas lo expresamos en funcion de las miximas fuerzas de inercia susceptibles
de aparecer sobre las masas puntuales, tomari la forma:
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B'II‘I l| \"5|=[= '|.+IS|]11+ ...+51”I

a:1l||6%‘:1;1’...+621I|‘+...+82"I ""ﬂ.z_u D

6y Li+8p Ly +. 85 L+ oo+ 8, [+ 4 =0
8“1|| + ﬁ|1.'! Iy + - 4 ani li o4 ﬁ;:‘" In AT 0

en donde &} representa, en este caso. todo coeficiente de influencia definido como despla-

B8N

zamiento del punto /. Cuando sobre dicho punto seaplica una luerza de valor (l i

m, Eiln il}’
reciben el nombre de COEFICIENTES DE INFLUENCIA MODIFICADOS. Ln forma matris
cial compacta, los sistemas de ecuaciones planteados vendridn expresados por:

(p? [D][M] — [ID {X}+ {a}= [0}o bien por:
p? (DI M]{XI=[I]{X}+ {A}= {0} 0 bien por
{X}=[D]1{J}+ {a}

Yy por: [D*]{J}+ {A}= {0}
donde:
P — pulsacion o frecuencia angular de la fuerza excitadora,

[M] — matriz inercia.

[T]  — matriz unidad;

[D] — matriz Tlexibilidad:

{X} — vector columna modal;

{A} — vector columna de los desplazamientos estiticos:

[D*] — matriz de flexibilidad MODIFICADA. obtenida como resultado de sustituir los
términos &; por los 8 -~ | n-ul il la diagonal principal de [D]:

{j} vector columna de fuerzas de inercia o matriz de fuerzas dinamicas suplementa-
rias al aplicar la excitacion exterior al sistema.

Podemos caleular las fuerzas de mercia, aplicando Cramer al sistema de ¢cuaciones. kn

efecto!
D |
= v
giendo;
|D*|  — determinante principal del sistema formado por los coeficientes de Ij:
[D|  — determinante obtenido a partir del anterior con s6lo sustituir la columna i por

el término independiente A, .

Para que el sistema tenga soluciones finitas es preciso que |D¥| / 0 puesto que, en ca-
s0 contrario, las fuerzas de inercia [; = = . Este segundo caso se presenta cuando la pulsa-
cibn p coincide, en valor absoluto, con alguna de las pulsaciones propias del sistema oscilante
(p = @)
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Entonces:
|ID*| = A (w) =0

coincide con la ecuacion caracteristica de las vibraciones libres y apareee ¢l fendémeno de
RESONANCIA. Existen, por tanto, # posibilidades de resonancia:

P = w
P =W,
P o= W,
P Ll

que graficamente vienen representadas en la figura 3 adjunta (resonancia maltiple),

ll.Jl wl ‘-"‘I If""l B

Fig. 3.

Si el sistema eldstico tiene amortiguamiento. los miximos resultan notablemente dis-
minuidos, estando este decremento en funcion directa del grado de amortiguacion que ¢l sis
fema posea: tal como se estudia en las vibraciones forzadas con amortiguamiento, para siste-
mas con un grado de libertad, En el cidleulo practico de estructuras se procede, sin embar-
go, a la inversa: de forma que se precisa calcular previamente el espectro de pulsaciones pro-
pias del sistema oscilante, para comprobar que la zona en que se sitta la pulsacion p no ofre-
ce peligro de resonancia para la estructura al ser ¢sta solicitada dindmicamente.

En caso contrario, es susceptible de presentarse una superposicion de efectos. como
consecuencia de la accidn conjunta de las fuerzas exteriores v las de inercia propias del siste-
ma.

Puesto que para que el problema admita soluciones finitas es preciso que ¢l determi-
nante principal sea £ 0, es evidente que. para que tal condicion se lleve a efecto, debera
cumplirse a su vez que:

!
i 3 ; o U
ID*| = [[D] 5i ] | 40
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o bien, posmultiplicando por [M]:
|p? [D][M] —[1]] #0
En caso contrario, sabemos que los elementos de {X }y {j ] tenderdn a infinito.

Ahora bien; en base a estos razonamientos, y una vez halladas las fuerzas de inercia de
cada nivel, las maximas fuerzas estdticas equivalentes al efecto dindmico, vendran expresadas
mediante:

Fl=Fo+LG(=1,2...n)

y los maximos desplazamientos a que dan lugar sern, a su vez:

j=n
=% F&(i=1,2,.,vn)
i j=1 ij
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Esfuerzo rasante en piezas compuestas. ||

José Joaguin Vallés
Prafasor Titular
Univaersidad Politécniza de Valencia

I. INTRODUCCION

En un articulo anterior (*), poniamos de manifiesto la necesidad de ensayos en vigue-
tas semiresistentes (semiviguetas), al objeto de estudiar su capacidad a esfuerzo rasante,

También se daba un breve repaso a las variables mds influyentes en la resistencia al des -
lizamiento en la superficie de contacto entre dos hormigones distintos en calidad vy edad.

Finalmente, se planteaba lo que, en nuestra opinion, constitufa el primer problema
que hay que resolver en la materializacion de dichos ensayos: la ubicacion de las cargas,

En el presente trabajo se presentan los resultados obtenidos llevando hasta roturas pic-
zas compuestas, idénticas, sometidas a dos cargas simétricas, situadas en un caso a tres can-
tos de los apoyos, v en otro a cinco cantos.

II. MATERIAL DISPONIBLE Y CARACTERISTICAS
II.1. Semiviguetas

Las semiviguetas fueron ejecutadas en taller, por el procedimiento de armaduras pre -
viamente tesas y ancladas por adherencia. Los alambres se tesaron, por capas, antes del hor-
migonado. A continuacién se dispusieron los moldes, a base de encofrados metilicos, v se
hormigond la pieza, compactindola mediante vibrado efectuado con vibradores externos
acoplados a los moldes.

En nuestro caso, el hormigdn permanecié siete dfas en los moldes, soltindose seguida-
mente los hilos de los dispositivos de retencion. Los esfuerzos de los alambres se transmiten
asi al hormigdn, por adherencia.

La seccion recta de las semiviguetas utilizadas se representa en la figura 1.

(*) Véase “Hormigdn y Acero™ N 159, 27 trimestre 1986, pig, 141,
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Fig. 1,
Dos han sido las razones que nos han Hevado a adoptar este perfil:
a) La pequefa anchura de la cara superior (3 cm); lo que determinard perimetros de
contacio menores y, eI UUHEEL‘-IIB[ICiH, lt.!lli‘ii{]l'l{!?i rasantes I'I)Ll}/()l'l.‘h.
b) El tipo de fabricacién en moldes, conlleva el que las superficies laterales dei alma sean
lisas, buscando el mismo objetivo que en el punto anterior, es decir, la situacion mis
desfavorable por la transmision del rasante,

I.2. FABRICACION DE LOS ELEMENTOS COMPUESTOS

Con objeto de confeccionar una banda de forjado con las dimensiones que tendrid en
obra, se adosaron a cada semivigueta las dos correspondientes filas de semi-bovedillas, hor-
migondndose ¢l conjunto con un espesor de 3 em de capa de compresion, obteniendo asi
un elemento de 19 cm de altura v 70 cm de anchura de cabeza hormigonada, (Figura 2).

I e e ]

+ 10—-L—|D—$—lﬂ- Jv 10 i 10 wl‘"'iﬂ 4- 10 1

ELrglmllnnll &N cm.

Fig. 2.

El vertido del hormigdn in situ se realizd cuando la edad del hormigdn de la pieza pre-
tensada era de 28 dias. El ensavo de los elementos se llevd a cabo a los 21 dias de la fabrica-
cion de los mismos,

Antes del vertido del hormigon in situ se procedia al regado, con agua a presion, de las
semiviguetas y bovedillas, con objeto de dejar limpias las superficies. El hormigonado no se
realizd hasta que desaparecieron los tltimos vestigios de agua.

En total, se prepararon seis elementos, de 2,80 m de longitud, con una armadura activa
de 6 ¢ 3,5 de acero tipo AH 1770-R5.
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Las caracteristicas resistentes de dichos elementos eran:

M, = 1.228 m Kp;
M; = 858 m.Kp;
M;;= 1.020 m.Kp;
Vo= 917Kp

Con estas caracteristicas, se intenta que se produzca un agotamiento por cortante, anfe
rior al agotamiento por lexién.

1.3, Instrumentacidén

Durante los ensayos se midieron:
a) Las flechas tomadas por las piezas, en el centro del vano.
b) Los deslizamientos entre los dos hormigones, a un cuarto de la luz,

Si bien la maquina de ensayo disponia de una reglilla en la que se pod fan apreciar me-
dios milimetros, hasta la carga correspondiente al cortante ltimo se han utilizado compara-
dores que permitfan leer centésimas de mm,

Estos comparadores, sujetos en una plataforma, se situaron con su émbolo aplicado en
la parte inferior de la semivigueta, en el centro del vano.

Para medir deslizamientos entre el hormigén in situ y el prefabricado, se colocod un
comparador al cuarto de la luz de la pieza. Esta ubicacion se justifica por los resultados de en-
sayos anteriores (HANSON, SAEMANN v WASHA, etc.) que demuestran cdmo en dicha
zona se producen los mayores deslizamientos,

Una varilla, alojada en un taladro practicado lateralmente en el extremo superior del
alma de la semivigueta, tiene su otro extremo roscado para poder fijar ¢l comparador.

Foto 1. Dispositive de ensayo.,

El émbolo de éste hace tope con una pletina dispuesta, en la parte de hormigdn in situ,
en contacto con la cara superior de la semivigueta.

Puesto que en el ensayo existen tres superficies de contacto, aparecia un problema no
existente en las experiencias en lag que la unién se reduce a una sola cara: la varilla empo-
trada en el hormigbn prefabricado, se encontraba rodeada de hormigén in situ; lo que po-
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dia invalidar totalmente los resultados. Esto se resolvio mediante la colocacion de una placa
de poliestireno expandido, de 1 em de espesor, en la cara lateral correspondicente de la se-
mivigueta, que impedia el hormigonado de dicha cara. quedando el resto de la seccién exac-
tamente igual que en toda la longitud restante de la pieza.

La varilla v la pletina s¢ encontraban en el mismo plano vertical. Las deformaciones de
flexién se eliminaban asi al maximo, puesto que ambos elementos arrancaban pricticamente
a la misma altura.

Sin embargo, es posible que la fisuracion haya introducido errores en las medidas de los
deslizamientos, de acuerdo con la bibliografia consultada,

11.4. Procedimiento de ensavo

Las cargas se aplicaron mediante una prensa hidrdulica de 10 toneladas de capacidad.
Con objeto de materializar dos cargas, se dispuso. entre ¢l piston de la prensa y el elemento
que se iba a ensayar, una viga metdlica constituida por 2 UPN-80. soldados por lus alus. que
apoyaba en el hormigdn por intermedio de dos perfiles UPN-10. moviles (para variar la po -
sicién de las cargas), colocados perpendicularmente al eje longitudinal de simetria de la viga.

Estos perfiles producen sendas cargas, distribuidas uniformemente sobre una anchura
igual a la del nervio de la semivigueta.

El ensayo se realizd sobre un vano simplemente apoyado. aumentando paulatinamente
las cargas, hasta determinados escalones, al llegar a los cuales se median Flechas y desliza-
mientos. A continuacion, se descargaba v se median las deformaciones remanentes,

Los escalones de carga se adoptaron tomando como base el cortante altimo tedrico,
V,q, ¥ fueron:

— 0,40.V,
L0 . Vi

— 0,80 'Vuu

~ 1,00, Vtm
120, V,q
Rotura

El esquema del ensayo era ¢l indicado en la figura 3.

p

||
=

cf a e e

Fig. 3.

La longitud “c” se justifica por la necesidad de evitar fallos prematuros de anclaje,
Se ha tomado ¢ = 10 cm, longitud que resulta, tanto de considerar que debe valer medio
canto, como de que no ha de ser inferior a 30 ¢ (¢ = didmetro mayor de la armadura activa).

La distancia “*a”, en tres clementos era igual a 60 em; mientras que en los otros tres
valia 100 cm,

En resumen, se fenia:
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Elementos Longitud (m) afm) biml cfm)

Serie B-1 2,80 0,60 1,40 0,10
Serie B-2 2,80 1,00 0,60 0.10

I11. RESULTADOS

A continuacion, se indican las medidas medias registradas en cada una de las dos series.
asi como las observaciones més sobresalientes,

Serie B-1
Medidas carga Observaciones Descarga

0,40.V,, =370 K,,

Deslizamiento 0 mm, 0 mm.
Flecha 1,55 mm. 081 mm.
0,60.V,, = 550K,. Para P = 450 K. se observan

Deslizamienio 0 “desgranamientos’ en apoyos 0 mm.
Flecha 2,35 mm. 1.32 mm.
0,80.V,, =740 K.

Deslizamiento O.OfJ min, 0.01 mm.
Flecha 3,07 mm. .55 mm,
Vuﬂ &= 920 K,,. Para P = 850 K.,P. se produce

Deslizamiento U.Ig mm. un fuerte “chasquido™, obser- 0,15 mm,
Flecha 9,00 mm, vindose la casi rotura de un 5,00 mm.

apoyo. No se observa fisuracion
de flexion.

1,20 . \f,“\.j = 1.100 KP.
Deslizamiento 0,16 mm,
Flecha 10,0 mm,.

Rotura =  2.000 K. Rotura de CORTANTE-COMPRESION
Para P = 1,700 K, se observan las
primeras fisuras de flexion.

M
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Foto 2, Rotura de un elemento
de la serie B-1,

Serie B-2

Medidas carga Observaciones Descarsa
0,40.V,, = 370 KI'-"
Deslizamiento 0 mim. 0 mm,
Flecha [,18 mm. 0,17 mm,
000.V,;, = 550K,
Deslizamiento 0.0{ mmn. 0.01 mm.
Flecha 1,72 mm. 0.47 mm.
0.80.V,, - 740 K,
Deslizamiento D.{Jf mim. 0.01 mm.
Flecha 2.68 mm. 0.53 mm.
M D20 K,,. Fisuras visibles de flexion.
Deshizamiento 0,02 mm. 0.02 mm,
Flecha 5,23 mm, 0.73 mm,
1,20.V,, =LIOOK,. Fisuras de lexion mds numerosas
Deslizamiento L'L[)j mm. vy anchas. No se observada nada ¢n
Flecha 12,00 mm. losapoyos. 0.03 mm.
Rotura —1.900 l{p. Rotura de FLEXO-TRACCION,

Aproximadamente en el ceniro de
la luz, se produce la rotura de las
armaduras de pretensado.

Para P = 1,500 K, las fisuras de flexion se inclinan hacia los puntos de aplicacion de las
cargas, afectando de lleno al hormigdn in situ.

La primera fisura visible en apovo, se produjo bajo una carga de 1,250 I{I,. aproximada-
mente,
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R = r.trm i
Ti L . i 'l, k!

Foto 3. Fisuracién de un elemento
de la serie B-2,

Foto 4-a Fotod-b

Datalles de fisuras en vano de cortante, en elemantos de la serie B-2.

Foto 5, Rotura de un elemento
de la serie B-2,
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1V. DISCUSION

En los elementos de la serie B=1 (relacion a/d = 3) se observaron muy pronto fisuras en
la zona de apoyos. Cuando la carga estaba cercana a V,,, un apoyo estaba ya practicamente
“roto”, sin que se viesen fisuras de flexion, La rotura se produjo por la fisuracion del ala infe
rior, prolongiandose oblicuamente, penetrando en ¢l hormigan in situ v legando hasta ¢l bor-

de superior: Rotura de CORTANTE-COMPRESION,

En los elementos de la serie B-2 (relacién a/d = 5) aparecieron fisuras de flexion en la zona
comprendida enfre cargas, antes de que 1o hiciesen las fisuras cerca de los apoyos. La lisura-
cidn de flexion alcanzaba el hormigdn in situ, inclinindose poco después y alectando final-
mente a toda la pieza. El colapso del elemento se produjo por rotura de los alambres de pre-

tensado: Rotura de FLEXO-TRACCION,

IV.1. Relacion entre esfuerzo cortante v deslizamiento

En todos los elementos de la serie B-2, el deslizamiento viene a ser del orden de 0,02
mm, para las cargas correspondientesa V.. En los de la serie B-1 es mucho mayor.

De todas maneras, en ¢l rango de cortantes que se ha estudiado no se observd una re
lacién clara entre esfuerzo cortante y deslizamiento,

Grossfield y Birnstiel (miembros del A.C.1.) expresan muy claramente la dificultad de
realizar medidas reales de deslizamientos en vigas compuestas. Sus afirmaciones se basan en
que, en sus investigaciones, encontraron deformaciones de la misma magnitud en los ele-
mentos compuestos v en los monoliticos utilizados como testigos, Puesto que el comporta-
miento de unos y otros fue tan similar, es logico suponer que los movimientos medidos se
deban a las mismas causas. Si se soslaya la posibilidad de deslizamiento en una viga monoli-
tica, deberd ser la fisuraciéon del alma la que justifique estos movimientos relativos.

Lavalidez de esta hipdtesis se reforzd al comprobar que las vigas compuestas, con armai-
dura transversal, desarrollaron deslizamientos incluso menores que las monoliticas (con
cuantia de armadura de alma, mitad que agquéllas),

En nuestros ensayos hemos podido constatar que la brusca aparicion de fisuras en las
cercanias de los apoyos supone una fuerte discontinuidad en las lecturas de los comparado-
res. Este hecho podrfa explicar los grandes deslizamientos medidos en las vigas con vanos de
cortante pequefios.

En lasexperiencias de Hanson, se produjeron verdaderos deslizamientos a partir de unas
tensiones de cortadura de 30-35 KI,/umi. En estas investigaciones, la relacion canto/perime-
tro de contacto fue de 2,9; en las experiencias de Saemann y Washa era cercana a 5. En nues-
tros elementos, dicha relacion era algo superior a la unidad; con lo que la posibilidad de al-
canzar tensiones rasantes altas es mucho mas reducida, ya que la pieza colapsa con anteriori-
dad, al tener menos capacidad resistente, tanto a cortante como a flexién,

Todo lo anterior lleva, a nuestro juicio, a la conclusién de que, en los ensayos de bandas
de forjados en los que las tensiones rasantes puestas en juego son relativamente bu,iil.“% las
medidas de deslizamientos suponen una complicacion adicional y resultan poco fiables.

En consecuencia, salvo en los casos de forjados con muy malas condiciones de adhe-
rencia, deberdn ser otro tipo de parimetros los que nos sirvan de base a la hora de enjuiciar
el comportamiento de un elemento compuesto de esta ¢lase.
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V.2, Relacion entre esfuerzo cortante y flechas en el centro de la luz

En la grafica de la figura 4 puede observarse la relacion entre las cargas aplicadas v la
flecha en el centro de la luz, para las dos series de elementos.

CARGAS

(kg
ay

1800

al
1,200
1.000
B0
800
400

300

100

——

Vo2 3 & B i s 20 1
FLECHAS (mm.)

Fig. 4.

En primer lugar, llama la atencién el que los elementos de la serie B-1, registren ma-
vores flechas que losde la serie B2, en el intervale 0-1.000 K. siendo a partir de aqui cuan-
do se comportan mas rigidamente, es decir. de acuerdo con lo que teoricamente debia ocu-
rrir desde un prineipio,

La explicacion de este hecho podria estar en una pérdida de rigidez prematura, conse-
cuencia de la temprana fisuracion de la zona de apoyos, producida en la serie B=1. Esto no
ocurre en la serie B-2, para la cual esa partir del momento en gue los elementos sufren una
considerable fisuraciéon de flexion, cuando sus flechas se hacen mavyores que en la serie B-1.

Por otra parte, la configuracidn de la curva cargas-flechas en los elementos con a/d -~ 5.
resulta ser mucho mds usual que la de las piezas con a/d = 3. con grandes oscilaciones en su
pendiente,

Sirviéndonos de estos datos, hemos iniciado un estudio con ¢l objeto de comprobar las
discrepancias entre flechas tedricas y reales, ya que creemos puede mostrarnos hasta qué
punto estas piezas compueslas se comportan como tales.

Dicho de otra manera, serfa interesante ver ¢l grado de aproximacion entre las caracte-
risticas mecinicas caleuladas mediante el modelo tedrico v las obtenidas en la realidad, Mis
coneretamente, nos estamos refiriendo al “momento de inercia de la seccidon compuesta ho-
mogeneizada’ que es bdsico en la determinacion de los momentos de fisuracion.
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En esta Ifnea, convendria hacer ensayos con piezas compuestas, idénticas, en las cuales
s0lo variase la adherencia en la superficie de contacto entre los dos hormigones,

V. RESUMEN

a) De acuerdo con lo observado en las piezas compuestas ensayadas, creemos que el si-
tuar las cargas a cinco cantos de los apoyos, resulta mas idéneo que la ubicacion a
tres cantos, para la realizacion del ensayo a rasante, La relacion a/d — 3 es mis ade -
cuada para la prueba de cortante,

b) En este tipo de clementos, sometidos a tensiones rasantes medias/bajas, lus medidas
de los deslizamientos no aportan datos clarificadores en orden a estudiar ¢l com por-
tamiento de las piezas bajo cargas.

¢) Pensamos que una buena forma de comprobar el monolitismo serd ¢l estudio de las
flechas obtenidas en los ensayos, en relacion con las correspondientes tedricas. y - de
esta forma poder juzgar si los sucesivos modulos de (lecha que registra la pieza se¢ co-
rresponden con los calculados.

d) La experimentacion de piezas con adgherencia disminuida, nos permitird ver la posible
pérdida de resistencia de las mismas v, por tanto, evaluar la influencia de este impaor-
tante parimetro en la resistencia a rasante.
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