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- Instituto Técnico de la Congtruccidn y del Cenmento -

457=3~7 OBSLRVACIONES Y SIMPLIFICACTONES EN EL ESTUDIO Dij LAS ESTRUC—
TURAS HIPERESTATICAS PRETENSADAS

Piero Pousati

~Sianopsis~-

Procedimiénto simple para el estudio del pretensedo de i
gas hiperestiticas, utilizando "1 diagrama de momentos, pretensado i
vigas hiperestdticas con el esfuerzo normal variable, y songiderzcio-
nes acerca del problema del pretensado de vigas empotradas eldstic. =
mente.

SR e L

El problema del pretensado de una estructura hiperestdti=
ca puede presentarse bajo el doble aspecto: de cstudiar las golicita~—.
ciones de drganos de dimensiones conocidas por medio de diagramas ©
disponer las armaduras de protensado do forma que se anule la influcn
cia de los empotramicntos hiperestdticos. En cualquiera de los dos of
gos pueden ser Utiles lap observaciones que ge proponen que, gl bicn
no son nuevag, y sc¢ ballan incluidas frecuentemente en las proposicio
nes genorales admitidas hace tiemwo (1), servirén para poder seguir
mis ficilmentc cuanto se expondrd, asl como para estudiar las cucs -

tiones conocidas desce diverf s puntos de vista.

(1) G. RAINERIs "E1l problema del pretensado sobre sélidos cmpotrados
clésticamente" ("Giornale del Genio Civile", noviembre 1949). Las
numerosas contribuciones dedas por Y. GUYON se pueden consullom o
el cap. XIT de "Cemento armado y pretensado" de C. CESTELLI-GIT]
1947, Hoepli, Milano. V. FRANCIOST: "Sobre el cdloulo do armoc:.i
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a) Por cjemplo, si se trata docl pértico de la figura I,

del quo se quiere obtener un diasgreme §f de protensado para la viga

- A-B; es importante notar gquc, aunque la observacidén pueda parecer
obvia, cuando se represgentan los momentos por un diagrama m ge tie
nen en cuenta lasg rotacmonaa?ﬁ_ %% de los extremos de la viga, ¥,

en consccuencia, las rDt&CiﬁnLﬁrq ,ypt en los nudos correspondien—

tes o los extremos dc la viga.

Por tanto, =dmitido csto, el problema no presenta dife-
rencia alguna respecto a lo que succde cuando se corta la viga por
un punto cualquicra, ya que apaﬁecefém deformaciones, de unvalor da
do, en las dos caras formadas por el corta. Rota la continuided de
la viga por el corte, ésta se dividird en dos partes, cuyos puntos
liberados por el referido corte se hallarén en correspondencia y ex

perimentardn movimicntos de un valor dadoa

Volviendo al ejemplo iniciado, calecularemos lag rotacio
neaj%_,&ﬂn correspondientes para cl diagrame de momentos ﬁ lo que

no presenta compllcmcion alguna, porguc como se sabos

I H £
? J %y MFL:;-'»IKL' Mx’i)(

s rpb—————

0 £J 0 ESJ ‘:1:l

y elementos pretensados" ("Industria Itzlicna y del Cemento' 08
tubre 1950). Fn este articulo,cl céleulo de las estructuras hi-
perestdticas con elementos pretensados se desarrolla eleg“ntc-
~mente, utilizando las lineas de influencia de la coaccidn. Bste
procodimiento fué extendide por el mismo Franciosi a estructu -
ras con clementos de eje curvilinco (Sobre_algunos problemns re
lacionados con el pretensedo cn las ostructuraa.gipmrcatatlcﬁgL
"Giornale del Genio CiVllO"glelebTD 19;05 De los textos, ya
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Imaginemos ahora que la estructura carcce del elemento
pretensado A-B, que los nudos A y B so han incapacitado para reali-
zar un desplazemiento relative (2) y que los momentos dosconocidos
M;, Mg'(fig. 2), aplicados en A y B, se han_calculado con la condi=
cidn de provocar las rotacionos dadas “f%i,%qb

Si ‘f’m,t.‘l)\"g.‘(, o \D-L.a, '\PM‘L son los coeficientes clig
ticos pard el pértico privado del elemento A-B, las dos condiciones

gue detorminan lasg rmtacioncs sont

RLAA ]

M\P-:-M‘P _‘f,’g

Resultae pues que, si deben aplicarse los momentos m?,m@
en los dos nudos A y B para obtener las condicionos impucstas, en
la viga A=B tcndremos los mismos momentos M Mh’ pero con distinto
silgnos

Una sececidn cualquiera de la viga A=B, considerada alg=
ladamente (fig. 2), ostéd por tanto somatlda al momento N =) debi-

do & la &ccion del ohbloy al momento M , debido a los momentol ex

tremoaM M (M a il x'/~?+1@ /2).

numerosos, dedicados al estudio de las estructuras pretensadas

recordamoss C. CESTELLI-GUIDI, ya citado, on el gque se tratacx
tensamente del pretensado sobre vigas hiperestdticass G. MAGNEL:
Le béton precontraint, libro III, Fecheyr, Sand, 19585 F. LEON=-
HARDT: Spannbeton fur die Praxis, cap. II, Ernst, Berlin, 1955.

(2) Si el diegrame ¥ correspondiente al elemento A-B llecva consigo,
para el caso de eje no rectilineo, un desplazamiento relativo s
deberd aplicarse a la estructura restante un sistema de fuerzas
capaces de realizar los desplazamientos que se deducen del dia=-
grama dado.
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Para realizar ¢l valor impucsto Tx deberd, por tanto, to=
[}

De la [3) se deduce queo, dado un valor para Nx’ la excen

tricidad necesaria o, viceversa, dada la cxcentricidad, se obtilcne el

nersos

=
@
+
Hg‘l
I
=i

valor del esfuerzo normal.

YRR
b) Los momentos M, M, son nulos cuando son nulas las ro-
e —
taciones cmlcu]..udaa ?n‘-‘\‘ot"

En tal easo la ecuacidn (i} sa transﬂnmaean B = Mx; ¥
si Nx es constante para las distintas seccciones, el comportamiento del
cable es semejaonte al del diagrama del momento Iy, por tanto, la our
va de las tensiones y ¢l comportamicnte del cable son concordantes(3)
v no hay ninguna difcrencia para una viga apoyeda igostAticamentc o
Noe

Do otro nodo, la curva de las tensioncs y el comportanien,

g X
to del cable distan, la una del otro, en M / H.

¢) Del exancn de las ecuaciones &ﬂ se puede deducir cuan
do es posible obtener un diagrams M de momentos.

8i estéAn ya determinades las condiciones do enpotramicnto

para la viga puede obtencrse c¢l diagrama M, solamonte siﬁﬂl y?%

son compatibles con las condiciones de empotramiento, pues no se¢ pue=

(3) Véase la obra citada de C. CESIELLI-GUIDI, cap. XII, pég. 141 ¥
giguientes,
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den imponor condiciones incompatibles entre sl (4)

Aei, pues, como ejemplo al caso que nos ocupa, S€ puade
obtener un diagrame dado de M para una viga perfectamento empotradsa
en los extronos, Unicemente si a tal dingrama le ccompeiian las rota

ciones Yo ¥ \fi nulas (5).

Sin embargos cuando el ontramado pretensado estd unido
a los arriostramientos por medio de clementos elésticos, es deciry
cucndo solamente algunas partcs de la eatructurc estédn pretensadas,
el problema es, corrientecmento, realizable, porque estos elementos
pueden deformarse de tal manera que 14 sﬁscién gque les une al entra
mado pretenszado se adapte a la rotacidn wﬂ resultante del referido
diagramsa T de momentos, y siempre que la geccidén que une a los ele-

mentos se adapte a la precsencia de éstae

d) Naturalmente las observaciones indicadas permanccen
vilidas, aun tratdndose de diversos entramedos para los que se cal-
ould el diasgrama M. A titulo de ejemplo examinamos rapidamentc unos

casos muy soncillos indicados cn la figura 3o

El caso a) es realizable pera cualesquiera quec sean las
cordiciones deo apoyo en C y D, porque --o0omo =se ha dicho- los pies dg
rechos A=C y B=D permiten, con su deformecién, satisfacer a las con

dicioncs limites de la viga A-B y las de los apoyos ¢ v D,

(4) 8i la seoccidén A de una viga uatﬁ,perfuctamente ompotrada y ¢l
diagrama [ exige una rotacién Yoo il:} para la seccidn A, deberan
verificarse las condiciores j:ct = 0 (para el empotramionto) ¥
\Pd.m VPa: (pare el disgrama H). ‘ -

{5) En este caso, siendo perfectos los empobramlentos, se tiene
. 1% a =P = O ademés, [onY = [y o= O+ Bor lo tanto, para
)3:1 y‘:,r::i’ distintos de cero, lcu momentos M_1 ¥ M11 resultan infini
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En ¢l caso del pértico de la figura 3=b, cl diagrama ot
competible siempre que considerados los elementos A-B y A-C sepore-
damente resulte, que de los diagrames M se dedusce que \’Pg'[; :"“}omc
o bien (fig. ¢) que 2l considerar el semipdrtico rosulte nulo el deg
plazamiento horigzontal de la seccidn C. Naturalmente, los momentos

it

Mﬁc ¥y ﬁgb que dan 1u@§r los cables pueden resulter distintos.Si,pox
ejemnlo, =e tuvieﬁe‘ﬂ”ul e O, deberfa sor Mac = 0. Por lo tanto,si
al pie derecho se le aplica un diagrama M distinto (fig. 3-d), el
problema sigue siendo posible si el valor I"',ﬁac satisface a la condi-

¢ién de compatibilidad.

Si el pdrtico ticne los apoyos empotrados (fig. 3-e),el
diagramniﬁ debe_ser tal que; scoparada la viga de los pics derechos,
rc.a;aul‘te:\ﬂ-{. =fo.e ¥ Pea = 03 o bien, considerando solamente Lot
movimientos en la extremided C, se ha de verificar quokfc =0 y’

‘E)?a.

¥

El caso de la figura f, que seoréd tratedo més ampliamen-
to en el parrafo f, no pucde sor req}izadq‘porque, andlogamente a lc
casos ya indicados, las rotaciones Y%;z ”f%;; de la seceidn L, cor
giderada como pertenccicnte a la viga o al pie derocho, son incompg
tibles entrec si [unﬂ o8 levégira, la otra destrégira (fig. 3-f)jlas
ordenadas del diagrama llevan siempre ecl signo en correspondencia
con el extremo tesadé} 3 pues bajo otro punto de vista, resulteria

b S i
que el valor de £, no seria =mulo, lo que estaria en opogicidn cor

Ee
la presencia de la articulacidn.

tos; lo cual es natural, porque para lograr rotaciones nu nulas
en los nudos indeformables se necesitan momentos infinitos. Por
lo tanto, el problema no admite solucidn.
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Esto sé6lo seria posible ceombiando el signo de una partoc
del diagrama (fig. 3~g), pero no obtendria un efocto Qtil desde ¢l

punto de vista prdctico.

e) Cuando, pox ejemplo, sc da un diagrama I no compati-
ble con la prescneia de un vineulo para una viga, cs fdcil determi-
nor qué parte de M puede ser aprovechable, y& que basta considorar
la viga como simplemente apoyada on loa extremos, sometide a los g=-
feetos dol diagrama I, ¥y hallar los momentos aplicables & los extrg
mos para rospetar lo presencia del empotramicento, os doeir, quo bag
ta determinar la posicién de la recta de refercncia compatible con

laos condiciones de empotramicnto,

Lo superposicién de los dos diagremas, el dado y ¢l re-
lativo o los momentog en los oxtremos, da lugar ¢ un diagrama rosul

tante aceptablec.

f) No cs posible confinr, ni siquiera parcialmente, de
un diagrama dado §, =i su comportamiento es similar al de los momen
tos debidos o la reaccidn R de un empotromiento hiperestitico "rigi

do",

BEn efecto, o un comportamiento de esto tipo, que puede
imaginarse como debido a un valor determinado do la resultante R,le
sigue, inevitablenente, un desplozamiento del punto de aplicacidn
de dicha resultante, desplazamionto que, precisamente por la proson
cia de un empotramicnto supuesto fijo, no pucde suceder. Por lo tan
to, andlogamente a lo gue s¢ ha dicho precedontemente, tonbidn en

* .
estec caso se obtendrian pars les momcntos M valores infinitos.

Esto es lo que ocurrc en le viga continua de la figura
4y on la gue el diagrama trianguler M es senejante nl de los momon—

tos debidos a la roaccidén del apoyo central, considerando la viga
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principal A-C; o a la reaccidn de uno de los apoyos laterales, al con
siderar la viga principal B-C; o al momento mutuo de los tramos B-A y
B-C, supuestos independientes. En este dltimo caso, la imposibilidad

de obtener el diagrama dado M es también evidente, porque solamente —
para los momentos Mﬁ, que dan un diagrama de momentos semejantes al
diagrama M (fig. 4), la seccién B debe sufrir una rotacidn destrégira,
por ser una seccién extrema del tramo B-A, y, 2l mismo tiempo, una ro
tacidén levégira por ser una seccidn extrema del tramo B-C, 10 que no
es posible, porque, en el disgrama dado M, las rotaciones Wﬂ (debe-
rian resultar de sentido opuesto, mientras que para la contlnuldad e
lastica deberian ser iguales y del mismo sentido. Naturalmente, la reag
cién del empotramiento hiperestdtico que provoca un diagrama semejan—
te al ﬁhpuede aplicarse también a una estructura hiperestdtica, siem-

pre que los empotramientos hiperestiticos sean mds de uno.

g) Consecuencias del comportamiento de un cable. Siun elg

mento de une estructura hiperostitica se halla sometido a la accidn -
de un cable que ejerce un esfucrzo normal N, al momento Ne, correspon
diente a una seccidn del cdbla, S¢ superpone, en general,; el momento
Mi de los cmpotramientos hipercstdticos, que pormanaceh inoperantes si
el elemento prat@nsaao; considerade cislado y sometido a2l diagrama de
momentos Ne, se deforma, do tal mevera, que no perturbe la competibi—

" lidad que debe existid entre las distintas partes unidas.

Por tanto tendremos:

My pop = o F My [4]

Naturalmente, puede cstudiarse o un trazado del cable on
el que N c¢s constante o un diagrama N con un trazado determinado del

cable para el cual sea Mﬁ = 0,
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Contrariamente, Mi cs distinto de cero y puede influcn=—
cinr sensiblemente al momento gue da lugar ol cable, ¢ incluse puce

de anularle connletamente.

Bsto es lo quo ocurre si, el diagrama No es gemo jante al
de los momentos ce la reaoceidn de un cmpotromiento hiperestético »d
gido, es decir, si Ne y Mi tienen conportariientos somejantes. ¥n tal
caso debo resultar, cn ofceto; que on cada goeeidn M& = =Ne y, poT

tanto, Mtotal

nedantoe al de la roaceién del vinculo y deberia verificarse un novi
G J J f.]

= D, porquc si no fueras asi, tondriams un diagrame s¢

micnto incompatible con la nisma presencia del enpotramiento, oo

yendo, por tanto, en lo quo sc ha dicho ya en ol punto precedenic.

En estoc caso, los cnpotramicntos hiperestdticos devucl-

ven enteramente los efectos que dieren lugar los cables.

Esto ¢ lo que sucede (6) en la viga continua sovmetida:
1o accidn do cables rcctilincos (fig. 5), con cxecentricidades nulas
on las scociones oxtromas. Lo vige estd exenta de momentos flectorc
y todo ge reduce a le presencia de las reacciones correspondientcs:
los apoyos. Los rosultados son andlogos en la vige empotrede ‘o le

fiisma figura 5.

h) Puedc ser Util noter quo, dado un diagrama M de mo -
mentos parn una viga continua, opliceble a otros traros (figuras 3
b, e3 fig 7)., pera que este diagrema sca posible ha de sor de tal
forna que prescnte la compotibilidad de un trame con los contigucs.
Bs decir, que si considercios aisladasento los tramos, cada disgru-

ma parcial de womentos dobe dar rotaciones iguales en los extrciios

(6) A este propésito véase ol n® 143 do la obre citada de C. CESTE-
LILI-GUIDI.
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de cada uno de estos trouos, ya que on realided se pueden considerar
como saldados cntro si. De otro modo, =i no fuera asiy puoctc obhtcnor
se un diagrams parc un tramo y corregir los correspondicntcs o los

tranos adyacentos,

Naturalmente, estos inconvenientes no existen si los dig
gromaes tienen en cuenta la continuidad o dan rotaclones nulas en las

extremidades. Véasec o vste respecto ¢l parrafo b del ejenplo I.

II. Empleo de un diagrama de momentos M, utilizando el método de

Cross, on la deterwinacidn de los momentos hipercstéticos M&.

e) La determinacidn de las reoacciones hipercstéticas ¥
os muy sencilla si se¢ cmplea el método de Cross. Si cn la figura 1
congicderamos los nudos D y E privados provisionalmente de una roto-
cidn, y tcnemos cn cuenta que son conocidas las rotacloncs ﬁﬁm’ﬁﬁh
correspondicentes al diagranma M de momentos y ol momento de inercia I
gue debe aplicarsc a la viga K—D.ﬁ ara gque on su seccidn extrema L 80
verifique una rota@xon do hngulé?g_, el momcnto cde inercic cn c¢icha
seccldn ez 4-nad1ﬁ; (dondes R eos la rigidos de la vige). L lo oxtre-
midad D sc transmite ¢l nomento 2 Radﬁfﬁ,(ndmitienﬂn que la vige es &

seccidn constanto).

Andlogancnte sc calculardn los momentos de inercin cn 1o
otros elementos A-G, B=E, B~H y B-C. Pars caste Gltimo, puesto que c.
apoyo C es simple, ¢l momonto de inorcic ess 3 Rb—ci?; .

Determinadcos ostos valores inicicles, el problema se po=-
dria dar por terminado si loe nudos E y D no experimentasen rotacidn

alguna. Puesto que no es asi, se reporten les momentos entre loas dig

tintas barrzas, preocediondo segin ¢l método de Cross, nanteniendo sier
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proe empotrados, en los succaivos ciclos de reparto, los extreros de
-

L=B, gue ya han sufrido log &ngulog de rotacion.qﬁl.ﬂﬁl previstos.

Neturalmente, si las vigas no son co soccidn cmstente
pueden utilizarse las rigideces y coeficientos de transmisién, que
den toblas calculades de acuerdo con las leycs admitidas para la va

riacidén de scccidn,

b) En numerosos cascs no s¢ precise proccder por itcra=
eidn, ya que cl resultado puede ob%énerse de forma directa como ocu
rre en los ejemplos 2 y 3, y; en general, en el estudio de placcs
curvas de revolucidn, para las que‘la condicién estdtica de un bor-
de puede considerarse independiente de la presencia de los olros cox

tornos.

En general, traotindose de estructuras hiperestdticas cg
rrientes, el momento MF » correspondiente al extremo de un elemento
protensado, puede obtenersc analiticamente y con una aproximacion

excelente.

Sffa es la rotacidn correspondiente al diagrama i, y
W cs la rigidcez del nudo & que pertenece la viga, se tienc:

Ma=fas W 0

con lo que se reduce el cilculg a una sola opoeracion.

c) El método de lag’deformaciones puede también a veces

M
rosultor conveniente para determinar los momentos My porgue dado
un diagrama ﬁ, correspondiente a una viga, las rotaciones en los nu

dos 2o que pertonece la viga son conocidas.
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d) En una estructura pretensada, los efectos debidos &
1a deformacidén caousada por el esfuerzo normal no son habitualmentc
despreciables con re¢lacidn a las doformaciones causadas por ol mo-
mento flector (7), ¥ se pucden tencr en cuenta si se conoce cl os-
fucrzo normal N, u otro dado. En cste dltimo caso debe esgtudiarse

el comportamiento dcl cable.

Los cfectos de la deformacidén resulten sencillos do ¢
tudiar procedicndo con el método de Cross, yo que basta calcular
los d@aplazamiemtosg; en los diversos cxtremos, producidos por ¢l
ofecto de N (fig. 6), asi como los momentos I, correspondicntes .o
d‘ para léa diversos clementos unidos a los micmbros pretosados.Di
chos momentos I valcn 6 EJS/-QJ‘ si el oextremo opuesto cstd cmpo=
trado cfective o provisionalmente, y 3 EJ %ﬁ.caté gimplemente a-

poyado.

Obtenidos log dcsplazamientosjpy log momentos de incr-
cia, se procede con las reparticiones y transnisiones propias al mé

todo Cross.

EJEMPLO 1 .- Trateomos . chorn de obtener cl diegrama de
momontos M correspondicntc al entramado de la figurc T, en la que ol

tramo central es parabdlico para el 2-3 y rectilineo para el 2-1,

n) Las rotacioncs correspondientes al diagrams sons

-

3 C g3 3
L L L 1
b [24 BT, 3+ (97/1) /2 BTy 3= = 97 /96 B

(levégira)

(7) Véase o1 n. 152 do la obra citads de ¢. CESTELLI-GUIDI.
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i ; 3
wgé_1 B o= (q == ) -% E..T,I”1 owoQ é@ ET (véase ol apertedo b do ceto
capitulo).

) hi)
iz = ag5E

Los momentos I sons

o 2 =
oo - 4B - - et
Uo Sg, # g B ST ¢ WY F 8 Lgp % =~ 417 @ Joum
2 >
= . 4.EBIT B wow PR N
e "¥5= T 278 = 0 0 35550

Calculados los momentos para los diversos extremos (fi--

gurs 8) sc obtienes

2 ks
" e oy o 2
3 ¥ ms ’I'*
Wy = Wy y
M* | == (196+208) _m.li_m = = 0,0404 1%
1=0 - 70,000 © ’ 4

Ba lmportunto notar gque, calculados los momentos M2 6"
M¥_p» podria dudarse de lo forma de reparticién del momento -(I¥ 5t
+ ] M; b) entre las vigas 2-1 y 2-3. Dicha rapart;clén puede hacerso de
forma arbitraria, porque serdn los cables quienes completarén Lo que
falta para llegar al momento dado en 2. En este cdleulo, la reparti -

cidén se efectud por partes iguales.
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Seguin la ecuaciodn [:g] , en las secciones 2-1 y 2-3 debe

tenerse:
S % '
[a] My g * Nog 0pq =Hogy Moyt Moy epy = B3
y para el equilibrio en el nudo 2:
[] M;"' + 2 (1\3‘“ +'n¥ o il
Bl Moy v ¥pge = Mg ¥ i e

Satisfecha la ecuacidn [ﬁ] ’ aflaﬁ.expresiones ﬁ; . ¥
¥ : -
Mé~3 se les pusden dar valores arbitrarios, porque en la igualdad [f
forman parte N y e, os decir, el esfuerzo normal y la excentricidad
del cabla. .

Obtenidos los momentos ﬂﬁ mediante la expresidn [}J ‘Be
calcula la excentricidad e del cable para un esfuerno normal N o vi-

Ceversad.

1L 1 b) En este ejemplo han resultado iguales las rotaciones
\f%—3’19é~1’ correspondientes al diagrama ﬁ (Véase capitulo I, parra-
fos d y e). De lo contrario no habria sido posible el diagrama en dj
chos tramos, pero se podria habor hecho uno para un tramo y corregii

lo para el otro.

_ Dicha correceién se hace calculando ol momento I precisc

para gue ﬂoz_q =792_3 y procediendo luego como hab;tualmente,

¢) Naturalmente, también puede desarrollarse el cédlculo

%
hallando los momentos M pere el diagrama # de cada uno de los tram

.d) Loe resultados, segin lo que ya se ha dicho en el co-
pitulo IT pédrrofo b, dan una excelente aproximacidn pare el célculo
de los momentos I, porque los pies derechos que unen las vigas corre

pondicntes al diagrama i ticnen una rigidez pequefia.
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EJEMPIO 2 .- Formacidén del diagrama parabdlico de momen-—
tos I para la viga 2-3"de la figura 9. En este caso (ver cjemplo 1 )
.
si ?92_3 = 91b/96 EJ, los momentos serans '

s 2
= 1
M, o= B G, = -0,0339
i - 4B o 6w 0 642 912
JE*B I-m—- a \PE"‘?} 9

El procedimiento se ha aplicade a la figura 9, reduciéne-
dosc & pocas operaciones, porque, segun se ha dicho em cl capitulo IT

pirrafo a, al nudo 2 no sc¢ lc consienton més rotaciones que la‘fE_3.

EJEMPLO 3 .- Para cl cdlculo dc un clemento del entromas=
do de la torre de la figura 10, se han dibujado los diegranes I de mg
mentos, En este caso si*’n,yDc son las rotaciones corrospondientes a
los diagramas dados, los momentos se calculan inmediatamento. Por e-
jemplo, si lo posicidn c¢s simétrica, para ¢l pie derecho A-C tondro-

noss

“ - b ot — - * —
M__=4RP + 28R (si'P, =P, =P, M __ = 6RP)

8i la posicidn no cs simétrica y los nudos se¢ desplazan,
sc calculan los momecntos cn los diversos extremos de los pies derc -
chos suponicndo que los rnudos se hallan imposibilitados pares trasla-
cién alguna y que los apoyoe son ficticlos, condicidén que no caubia

nada respecto al cAlculo preccdente.

Sc calculan después las rcocciones coriespondientes a los
apoyos ficticlios, que se afiaden, caumbiades de signo, al pdrtico do

nudos que se hallan imposibilitedos de rotacién alguna, porquc code

uno ha girado ya el dngulo correspondiente al diagrama.
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Puede ser util notar que si las vigas se coutindan forman
do une ménsula conforme o no a un diagrama dado de ff, los voladizos nc
tienen importancia alguna a los efoctos de los momentos M*; porgque He
adaptan ain'oponerse s las rotaciones de las vigas de los tramos inugs
ricres,

III. Utilizacién de las observaciones precedentes al redactar un pro-

veocto prictico de estructuras.

a) Normol y précticamente ¢l diggrama no representa los
momentos gue actuan con pretensado (8), sino las tensiones wdximas 7y
minimas que no debch ser rebasadas cuando se tiene, ademéds del preten
sado, no solamente la carge permanente (estado 1), sino también las

sobrecargas (estado 2).

Fijados los cuatro valores de las tensiones en los extre-
mos (fig.11), y determinado el valor del esfucrzo nprmal y las dimen-
sioncs de la soccidn més fatigada, es sencillo hallar las posiciones
de los dos centros de proeidn C, y Co) correspondientes a log dos dig
gramas de tensiones correspondientes a los eatados 1,2. Lag posicio=-
nes de C, ¥y 02 pueden obtencrse por medio de las rolacloness

1
N N. GCq . ] N.GC
o il _“‘W__i'“o: ; # e __WWEZU; |6]

Con el fin de facilitar el estudio de las éstructuras bi-

percstéticas, parece oportuno se refresque el comportamiento de logc

(8) Habitualmente, para la seccidn més fatigada se determinan N, o, U
W (W, W' son los médulos de resistentia)s o bien, si e cs incom-
patible con la altura prefijada de la seccidén, N, W, W' (ver, nc
ejomplo, el articulo citedo en la nota 9). Sucosivamente puede L
llarse,con N constante, el trazado de la curva de las compresion
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bles en las vigas isostéticas, asi como algunos datos dobre las rota
ciones en los extremos de los elementos en determinados diagremas de
mementos.

b) Vigas isostdticas sometidas = un esfuerzo riormal _cons

tantes comportemientos limites de los cables. Si se quiere que en to

das las secciones se verificue el diagrama de las tensiones en el eg
tado 1, es decir, que en todas las secciones el empuie N pase por 01,
cg wreciso que el esfuerzo normal N, que actia cn correspondencia con
la posicién del cable, de un momento Mﬁ equivalente a N pasando por
01
que

en otros tdrminos, es neccsario que N se aplique & un punto 01 tal

N, 6-;-1 = Mp. ' LT}

Puesto que Mi es variable y el punto 01 ha sido fijado,
la posicidn D1 del cable debe variar, aproximdndose & 01 cuando dig
minuya M . Asi pues, es scneillo determinar una linea 0y lugar de
los puntos O, (fig. 12), tal, que si el esfuerzo del cable coincidig
ra con clla en todas las secciones, se verificaria cl diagrama corrcg

pondicnte al cstado 1 de las tensionos (fig. 11).

en vacio, es decir, actuando solamente el pretensado, gituado on
tre los dos limites (ver capituleo 3, pirrafo b)e. De la curva_ de
las presiones se obtiene fécilmente el diagraga do momentos M oy,
en ‘consecuencia, el cdlculo de los momentos M y de las excentri-
cidades del cable, es decir, el trazado del cable. Naturalmente,
para la seccidn mds fatigada o para otra cualquiera puede suceder
que lao excentricidad del cable no es sdmigiblé porque es incompas
tible con la altura de la seccidnj para hacerla posible, scginpr,
puso Y.GQuyon,pueden superponersc itraslaciones rigidas al trazado
del cable previamente hallado, es decir diagrama de momentos semc
jantes a los debidos a las reaceiones de los gmpotramientos hipe-
restdticos, sin cambiar por ello el diagrama M obtenido. Con el
procedimiento que se expondid es posible actuar sobre ¢l pretensg
do de estructuras hiperostidticas que poscen un esfuerzo normal Vg
riable.
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Anfloganente, ¢l monmento total Mp + Mﬂ puede definirse en

cada seccldn un punto 02, tel ques

N, 0202= Mﬁ + Ma’ [?]

y trazarse lo linee 02, lugar de los puntos 02, de tal forme que, si
¢l coble coincidiera con 02 on todas lag secciones, se tendria cl dig
grama correspondiente al estado 2 de las tensiones. Es fécil carse
cuenta do la aceptabilided de cualquier comportamiento de un cable cou

prendido entre los dos trazados limites 01, 02.

c) Vigas igogtaticas sometidas a esfuerzo normal variabla:
diagrama 1{mites de los csfuerzos normales. Frocuentemente no es posi

ble ni oportunc anclar todos los cebles sobrae la oébeza de la viga.

En este caso, on vez de determinar, una vez fijado ¢l cmpu
jo N, las dos posicioncs linites del cable 04 ¥ 02, conviene detormina
el trazado 0 del cable y los2diggromas limites correspondientes o las
nornalos N,y D, (9), cono so pucde ver en la figura 13, Por tante, pa-
ra conseguir que en todas los secciones pase N por 01 y que s¢ verifi-

que ¢l diagrame dcl ostado 'l de las tensiones, tendreross

N, .00 = M {é]
ol conocer la posicidn O del cable, sc obtiene N1.

Pora conseguir quo cn todas las scccloncs pasc N por C2 y
que se verifigue cl diagrama del estado 2 de las tensiones, deboe cuins

plirse la condicidn siguicntes

———

o * OC2 = Mp e Mﬁ [j%}

(9) Véase P. POZZATI: "sobre ¢l cdlculo de las estructuras pretensadas
(Bollettino Ingegnori, Architetti, Costruttori, Bologua, 1954 )

N
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Es ficil larsc cuenta que cualquler diagrame de N compre
dido entre las curvas Ny ¥ Ny lugarcs do los valores N1 s NQ’ s e
ceptable. Para mds detalles scbre cste particular, véase el articulc

citado en la nota 9.

d) Para los desarrollos analiticos siguiontea{ gerd util
disponer de los valores corrospondicntes a las rotaciones on los oX-
tremos de une viga de sececidn constante con relacidn z detorminados
diagramas de momentos. Estos valores vienen dados eon funcidn dec E o

¥y poara M negativo.

Diagrama parabdlico scbre un trozo X‘ de la viga (fig.
A4-8) 1

5 2
\p& - -5 }ﬂo?\lﬁ : 1, \ob o Mo?\ ot L. [ﬂ]

viagrati de los momehtos parabdlico. ¥y giridtrica (fig, -1

| -

Diagraia parabdlico de un trozo extremo de la vige (fig.
14=c)

e - ..'33-.“%.?\?.9 \‘0?; % Yo\ (1 - %): 1 [13]

Diagrama triangular de un trozo extremo de la viga (fig.
14~d) s '

2 "
g oD [
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o) En las vigas hiperestiticas es conveniente gque los efcg
tos debidos al pretensado se limiten exclusivemente a las partes pr&-—
vistas. Bsto so consigue disponiendo el cable de mancra que rosultenny
los los movimientos de una scccidn, a fin de no inducir solicitacioncs

on las partes contiguas al elemento pretensado.

En este caso,; no cambia neda respecto a lo que se ha dicho
on los pirrafos b y ¢, reforontes a les vigas isostétices y, por tanto
se¢ puede aprovechar la mona delimitada por dos trazados limitos del cga
ble si N es constante,o bicn, los dos diagrames limites del esfuerzo
normal si se ha adoptado un trazado particular del cable. En un caso u
otro queda delimitada una zona, dentro de la cuel debe disponerse el

trazado del cable o ¢l diagrama del esfuerzo normal.

Mientras que para las vigos isostaticas es aceptable todo
trazado comprendido entre dichos limites, ¢n Ras hipercstéticas sélo seo
han de hocor scntir en las paries protonsadas , sra evitar las rotacio-
nes que pudieran provecar reacciones en los elementos contiguos, conci

cién que ha de tenersc presente azl.clegir el frazedo del cable.

Si N es constante, hay que escoger uno de los infinitos trg
zodog de cables, de tal forma que las rotaciones gsoan nulas en log oz
tremos. Las expresiones dadas para lasg rctaciones en el parrafo d po -
drédn ser Utiles a este objeto. Tambidn se podrd disponer un trazado del
cable correspondiente = un diegrone de momentos que respeto aquolia cg
dicidén limite que se quiere obiener. En estc caso, sin embergo, Lo o=

lucidén no es, por lo general, lao mds econdmica.

81 el esfuerzo nermel es variable y se fija un trazado de-
terminado del cable, es preciso escoger uno, de entre los infinitos di
gramas de N, que se halle ccmprendido entre los dos limites y, de tel
mancra, que provoque rotaciones nulas cn los oxtromos. Esto resultasca

ficil =i sc tienc eon cuenta que el trazado de los cables c¢s frecucnte-
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mente muy parceido al parabdlico, pero atribuyendo un esfuerzo normal
constante o los trozog do cable que se hallan por encima o por deba-
jo del oje de la viga, cn cuyo caso pueden utilizarse los valores (<

las rotaciones que sc han hallado on ol pédrrafo d del ejemplo 4.

9i los valores de N que anulan le rotacidn de uno ados (¢
los extromos salen de la zona comprendida entro las lineas Ny Doy 8¢
adopta un trazade ligevamentc distinto del cable.

Como en la préctica se observe, goneralmento, una liger:
discrepancia con los resultados tedricos, una vez realizado ¢l proyeg
to, debe efeoctuarsc ﬁna comprobacién (10)

BJEMPIO 4 .- Viga continua, pretenseda, simétrica y de tn
tranos (fig. 15). Sc trata de determinar los valores del esfuerzo nol
mal pera un trazado dado del cable (fig. 16). Se¢ supene que se aplict
¢l pretensado cuando la viga cetd sometida cxelusivamentc 2 su propic

PEBO

Vigas espaciadas a 5 m

q' = sobrecarga permanentc, oxcluido el peso propio de 1.250 Kg/m;

q''= sobrecarge accidental de 750 Kg/mg
Valores maximos (¢ las tensiones:

i
G; = 0'1 = 120 Kg/cm‘?

‘Y = (Coeficiente de forma)=0,55 (ver nota 9)
H = 130 cn.

e
t-o5m = O

(1) Véase V. FRANCIOSI, primer articulo citado, note 4.
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Se empicza Getcriinando los diagramas de los momentos nd
ximos y minimos M, M, (fig. 16), para lo cual se distribuycn lascoy

gos accidentales de forma cportuna.

g) Para le seccidn sometide & la mdxime difercncic de mo
nmentos (11), se determinan los nédulos de rosistencia W, W' y el es-

fuerzo normal.N.

Bn oste caso, la geeceidn que dobe tomarse cn considera ~
cién es la que ostéd en correspondencia con el apoyo B (fig. 16) somge

tida a la diferencias

M

, = My = =226,9 - (=7457) = =152,2 tn

En consccuencia (12), se obtionct

N 2
0= 11,4 kg/on?, (= (07 +0, )/2 = -65,7 Ka/en
e (- u) s (@ () = 1,402 . 10° omS, A =2 W/
/cpx{ = 3.920 cn
y 6 4

= 9,11 . 107" cn, ¥
N = A = 258 t.

Conocidos los valores do A y J, ¥y fijado el valor de cs-

pesor de ale s = 15 cmy, rosultas

B = 78 cny b = 16 cne.

1
(11) Como se sabe: W= (Mp = Mq) 3 (G;_U-) )y W' o= (M, - Mq)s ((1-1
o Q‘" ) ¥y por lo tanto, para un mismo velor Ce Wy
L W' crecer ol ciccer ]1-’[2 - M’l'

(12) Para ol célculo de las secciones puede verse ol articulo citg
do en la nota 9.
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b) 8i(f, = 0 (ver couacién 6), al esfuerzo normel le corr

f}
Irn

ponde una excentricidad GC1, tal que:s

- % + —_991 O, de donde: CC = % = 35,8 (ﬁjl

l a3 E . - -
Eiﬁ; = 0, ¢l esfuerzo nornal debe tener una excentricidad

e

GGE = 35,8 cm, es decir, igual a GC1, porque la seccidn es simétrica.

Por tanto (fig. 16), al dibujar el trazado del cable resul
tante; se le dan excentricidades médximas en los tramos que tienen grar

momento, dédndole curvaturas de los menores valores posibles (14)

Conocidas las posiciones de los puntos Ci, CE’ también zon
conocidos los brazos 001, 002 correspondientes a las diversas scccio-

Nnes.

Conviene notar que, para determinar las posiciones de 01 ¥
02’ en el tramo de momentos positivos estéd C1 por debajo del centro de
gravedad G, mientras que C2 estd por éﬁcima. Lo contrario sucede para

el tramo de viga donde los momentos son negativos, en el que C1 esta

por cencima de G, y 02 por debajo.

(13) Si se hubiera dado a Cﬁ ol valor hallado en el punto a ({;=11,4),
las curvas nq y ng correspondientes a la seccidén B habriem resul-
tado tangentes, dando menor posibilidad de acomodacidn del diagra
ma deo los esfuerzos normales (la acomodacidn cs tanto mds facti -
ble cuanto mda amplia sca la regidén comprendida entre ny y ng) Po
niendo ET se obticne, sicndoTp=-63,7 Kg/om2,(], =2 . 65, 1 =

==131,4 I /cm2 on vez d@(j’= ~-120 Kg/cmé, lo gque sc¢ pucde tener en
cuenta para delerminer la caorga de soeguridad.

(14) Observaciones sobre el trazado de¢ cables expuestos on cl articulo
citado en la nota 9.
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Parae aclarar este hecho basta recordar que C1 es ol puntc
de aplicacidén de la resultante del esfuerzo normal y del momente min:
mo M1, mientras que C‘:_3 ez el punto de aplicacidn de la resultante de
N y del momento maximo ME; por tanto, C1 se encuentra desplazado del
lado del centro de gravedad O de los cables. Naturalmente, si la sce-

cidén cs simétrica, C1 N 02 estdn igualmente sopafadoa de G,

En el cuadro adjunito se dan, para las scccicnes 2y 4 o
oo By log valores de los momentos M1, ME; los brazos 001, OCE’ ¥ lo:
de los esfuerzos normalecs N1, NE’ calculados de acuerdo con las ecua-
cibned 9 y 10,

Tramo A-B
- Secclows .| 2 | 4 {6 | 8 | 0| 2 | ® | 6] B e
m,! (tn) veerennn 2,1 { 3,1 46,9 f B6 {393 B7 | 120! 3,6 | -39,6 | ]
0Cy (cn) vuveees : "« 190 n |3 19 E1“0 - w 0 B 3
N,, (8 oz - 13 209 l1§0 200 ;.zm = ’ 495 1§ 3%
| Eeme - o G 1 Sy . S (—— frememnse R
by (tn) ..o : 67 {1109 | 1684 | 14,2 5137,4 1109,1 1§ 62,1 | 32,5 { 10,4 | ~226,9
00, (on) ‘ o jw e | 0 |8 0 | 4 0 ! G5
L b LI LM LRI B LR 5.0

Andloga y sencillamente, se calculan las curvas limites de
n, ¥y n, para el tramo central (fig. 16).

Cualquier diagrama del cefuerzo normel interno de s 1,

cs acepteble.

Segin lo que se ha dicho, debc determinarse el valor del

esfuerzo normal N que debe darse a la parte de cable que corre por de
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bajo del eje de la viga, con objeto de amular la rotacidén en la sec=

¢cién B que separa al tramo contiguo.

Pere un trozo de cable 8, comprendido entre les secciono
16 y B (figs 15), aiencloA = 5,5 m, so tiene, segun la ecuacidn ES":

B -~e2 ag 5,5 (25 - 3 5,5/8)s 25 BT = = 3,36 /8

Parn ol trozo do cable i, comprendido entre las seccione

A y 16, sicndo,
A= 19,5 m a = 9,75 ms b = 15,25 my
regulta , segin la ecuacidn {}{] 8
“=2' 19,5 « 9,75/25 = 5, 08
s B W2 y P8 W

Debiendo ser \fl ?O se obticrie 5,08 ME = 3,36 Mﬁ;
también, llamondo 2 los csfumrzos nornales de los trazos situados I
encima y por debajo del ejo de la viga N ¥y Ni’ regpectivamente, ¥

doptando para las dos seccioncs 8y B exccntlcidadma maximas 1gumlc

tendremnost

5,08 Nj: = 3936 NE,
por lo qués
Ni = 0766 Na = 0,66 ® 258 = 171 'E a

Anélogameonte se caleulard el esfuorzo normal para el t

mo central B~C.
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Seguin cuanto se¢ ha dicho, no es posible, préacticemente, l¢
concordancia absoluta entre el rosultado tedrico y ¢l obtenido en obre
En este ceso, por cjomplo, no sc pucde cfectuar una variacidn brusca
del esfucrzo normal. Despuds, de haber adoptado un trazado para los cas
bles, pasando gradualmente de un valor a otro del osfucrzo normal, s«
hollan los movimientos eventuales de las sccciones oxtremas de los di-
versos tromos, suponiéndolos independientes con objete de determinar ¢
diagrama de Ne, asi como las reaccioncs hiperestdticas necesarias par:
cstablocer las condicioncs de equilibrio. Los momentos totales se ob =

tienen superponicndo los cfectos sogin la ecuacidn {:%] .

El cdleulo do comprobacidn no prescnta ninguna difeorencia
respecto o los que norpmalmentec s8¢ aplican a las cstructuras hiperesté-
ticas (ver nota 10), ya que basta considerar los movinientos debidosa
diagrama Ne, aplicado a la estructura transformada en isostdtica, com

medida de los movinicntos debidos a las corgas.
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591=7=2 ESTRUCTURAS EN ACERO FRETENSADO

"Journal de la Construction de la Suisse Ronande"
Agosto, 1956,

Hasta ahora, las construcclones metfélicas no han aprovechg
do apenas las posibilidades ofrecidas por el regulamicnto de los esfug
208, cuyo objeto cs orear en la obra, con anterioridad a su puesta or
servicio, tensionecs inicieles de sentido contraric a las tonslones (e
servicio. Esto se debe al hecho deo gue log constructores no disponian
de nateriales cuyas caracteristicas permitieran recupcrar efiocaznente

los esfuerzos suplementarios aplicados inicialmente a la obra.

En un informe sobre el "cgtudio de las posibilidades ofre-
cidas por la regulacidn de los esfuerszos"; el profesor Magnel conside-
ra que la idea de pretensado pucde extenderse a las obras metdlicas de
gran luz y ha justificado este punto de vista realizando cnsayos en of
cale industrial, con vigas de celosia, cuyo tesalo inicial se realizd
mediante hilos de acero, de rosistoncie muy clevada, idénticos alos on

pleados en las obras de hormigdn pretensado.

La oconomia en peso y precio a que esta idea conduce; ha i
citado a proseguir las investigacicnes on este campo con vistag agli-

caclones inmediatas.
Este programa comprende principalmentes
- establecimiento de un método prdctico de cdlculoy

- ensayos de carga sobre una obra en curso de realizacidn,
o

- onsayos de carge cstiltica y dindmica sobre vigas experi

mentales,
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En el curso de estas investigaciones,; el profesor legnel
oxprose la opinién de que, cn las estructuras metélicas, no asi @
las de hormigdn, la compresidén pucde justificarsc tan s6lo por razg

nes de economia.

Este nmétodo consiste en aplicar a un clemento o un con=
junto, destinado a trabajar en extensidén, un tesado conocido de conr

]

presidn.

La teoria se desarrolla particndo del caso mds simple —e
. de un tirante sometido & una traccidn simple- para llegar al cdlcul
de una vign de celosia provista de un cable de pretensados por ulti

mo, sc aplica como ejemplo al cdlculo de una viga.

El caso mas simple puede ilustrarvse con el cjemplo de w
tubo (e acero dulce, por el interior del cual se extionde un cobled
acero Ge altura resistencia.

TLos cdlculos reletivos & los coeficientes de fatiga ene
tubo y en el cable, muestran que, =i P1 ca el peso del conjunto pre
comprimido y P el peso de un tubo ordinario no comprimido de una se

cién suficiente con la misma corgas

P1 1

e o e e = ———

P

siondolg la relacidén de los alargamientos respectivos en los dos ca
308

Esta ccuacidn demucstra que si haceiwos; por ejomplo,
= 8, ¢s decir, si se acepta para una traceidn dada un alargemicnto ¢
ble del que daria, en las mismas condiciones de seguridad, un tubo ¢

acero dulce, ¢l peso del elemento precouprimlde se voria disminmudido

en un 50 %.
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En lo gque se rofieore a la viga de celosia pretonsada, cl
proyccto se cstablece, primeranontec, segin el sistema clésico, y deg
pués sonetiendo de nueve la vige o un pretensado ojercido por un ca=
ble tendido entre las dos extremidades do lao viga y cuyas cxtremida-
des patén levantadas. Las tensiones en ¢l acero dulce se estudian en

dos casogs

a) en el momento en el que se acaba el pretonsado

b) después de la accidén de carges adicionales.

Tantc en el caso do la viga clasica como en el de le vi-
ga pretensada, las flechas y los coeficientes de seguridaed son los
misnos,

Las tensionecs on las partes infoeriores dc la estructura
son muy débiles, '

El ecmpleo del pretensade aporte una ganancia apreciable e

peso ¥y on precio de costc.

Para equilibrar las tensiones en las diversas partes de
los cables conviene tensarlos uno después de otro, aplicdndoles wuna

tensidn decrecientec en progresidn aritmética.

La aplicacidn prdctica se ha llovado & cabo en lao cons =
trucceidén de la viga nacstra de un hangar para aviones.

Este viga tione dos tramos de una luz de 76,50 m cadauno
¥y sc encuentra comprimida por la accidn de dos haces de cables, cada
uno de los cuales parte de lo extremidad de un tramc, pera conducir e

wn rudo ddlenre jado situade en el tercic del otro trarno.

La estructura cs de acero dulcey, ioblonado y pretensado

por Cos haccs de 64 hilos de 7 mn de didnetro,

En el momcnto del protensadc, le carss dque resulta del pg
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so muerto de la viga y de la cstructura secundaria era de 122 t + 26!
t5 o seas 385 t.

La sobrecargs perianente aplicada dospués del pretensado
cs debida a la cubierta y a los diveros acccsorios, y scdova a 352 -

lo que hace asccnder a 737 t la cargs pernanentc total.

. i s .
Las sobrecargas debidas a la nieve y 2l viento, pucden sy

poncr sobre la anterior unas 240 t.

El cdlculo se ha hecho, primcramente, sin pretensadoi des
puées se han calculado los pretensados en lag barras, cn funcidén de 1
tongidén de los cables, y por Gltimo, sc ha caleulado el aumento de l:

tensidn en los cables, debida & la aplicacidn de las sobrecargas,

la tensidén inicial en el cable no sobrepasa los 80 Kg/mm'
y se ha admitido una pérdida del 9 % de la tensidén inicial.

Comparando el peso de esta viga con el de una viga clasi¢
(gin pretensar) se ha comprobado que se logra una cconomia del 12 % «
peso y del 4 % en precio,

El interés de este sistema de construccidén aumenta cuant
mayor see la luz y mAs importente sca el peso de la viga en relacidn

con la carga total.
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